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VORWORT. 


Das Repertorium der héheren Geometrie, das hier als zweiter 
Band von Pascals Repertorium der héheren Mathematik erscheint, 
befolgt die Grundsiitze, die durch den friiher in Angriff genom- 
menen, aber noch nicht vollendeten ersten Band gegeben waren. 
Die erste Auflage des Werkes bildete im italienischen Original 
und in der ziemlich wortgetreuen deutschen Ubersetzung wesent- 
lich eine einfache Zusammenstellung von Definitionen, Formeln, 
Lehrsitzen und Literaturnachweisen, die der Verfasser mit groBem 
Geschick und bewundernswertem Flei®e ausgefiihrt hatte. So ver- 
dienstvoll und zweckméBig ein solches Werk an sich ist, so 
sprachen doch gegen eine wenig verinderte und nur in einigen 
Punkten erginzte Neuausgabe gewichtige Bedenken. Die gleich- 
miafige, griindliche Beherrschung eines so gewaltigen Gebietes ist 
von einem einzigen Menschen allein nicht zu erwarten, sie ist 
aber notwendig, wenn das Buch dem Anfanger ein berufener Lehr- 
meister und dem Weiterstrebenden ein verstindiger Fiihrer sein 
will. Ein einzelner wird auch immer gewisse Teile bevorzugen 
und dafiir andere vernachlassigen; erst durch das Zusammenwirken 
mehrerer wird eine gleichmifige Durchdringung des ganzen, un- 
geheuren Stoffes erméglicht, um so mehr, als es geboten schien, 
bis an die heute erreichten Grenzen der Forschung vorzudringen 
und gerade auf die modernen Ideen und Tendenzen besonderen 
Nachdruck zu legen, damit so der Studierende mitten auf das 
Arbeitsfeld der Gegenwart gefiihrt wird und ihm das Buch auch 
bei selbstiindiger wissenschaftlicher Arbeit ein zuverlissiger Helfer 
ist. Aber von dem Augenblicke an, wo ein Hinaufsteigen auf die 
Héhen der mathematischen Spekulation beabsichtigt wurde, er- 
schien eine einfache Aneinanderreihung von Sitzen und Formeln 
unméglich und zwecklos. Denn nur aus einem grofen Zusammen- 
hange heraus sind die einzelnen Resultate zu verstehen, und dieser 
Zusammenhang darf nicht verloren gehen, wenn das Werk mehr 


~ sein will als ein Exzerpt aus den landlaiufigen Lehrbtichern zum 


Zweck einer bequemen Repetition. Aus diesen Griinden schien es 
geboten, die leitenden Gedanken in einer kurzen, aber fltssigen 
Darstellung zu entwickeln, die das Werk auch zu einer ersprieB- 
lichen wissenschaftlichen Lektiire macht. Dementsprechend sind 
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die Anforderungen an das Auffassungsvermégen des Lesers in den 
einzelnen Abschnitten sehr verschieden, sie sind ganz gering in 
den elementaren Partien und gréSer in den weitergehenden Ent- 
wicklungen: ich will hier nur an die allgemeine Theorie der alge- 
braischen Kurven erinnern, die in den letzten Jahren eine un- 
geahnte Bereicherung und eine véllige Umwandlung der Grund- 
anschauungen erfahren hat. So kann das Werk schon von dem 
Anfanger in die Hand genommen werden und ihm von Wert 
bleiben, wie weit ihn auch seine Studien fiihren. 

Das sind in Kiirze die Gesichtspunkte, welche die Herausgeber 
leiteten. Die Méglichkeit der Ausfiihrung wurde aber erst gewahr- 
leistet durch das selbstlose Interesse der Herren, die sich der 
miihevollen und in ihrem ganzen Werte selten gewiirdigten Arbeit 
unterzogen, ein gréBeres oder kleineres Wissensgebiet mit der 
geforderten Kiirze und doch klar und lesbar darzustellen. Den 
Mitarbeitern dieses Bandes gebiihrt daher mein innigster Dank, 
ganz besonders auch fiir die Opferwilligkeit, mit der sie sich zu 
den aus Riicksicht auf die angrenzenden Kapitel unvermeidlichen 
Kiirzungen und Anderungen in ihren Arbeiten verstanden haben. 
Die Bearbeiter dieser ersten Hilfte verteilen sich auf Deutschland, 
Italien und Dinemark. Das Schwinden des geometrischen Interesses 
in Deutschland lieB es nicht anders méglich erscheinen. Aber ich 
kann es, abgesehen von der Ubersetzerarbeit, die es mir auferlegte, 
nicht bedauern, im Gegenteil, ich freue mich, wenn hierdurch ein 
weniges dazu beigetragen wird, das Band gemeinsamer wissen- 
schaftlicher Arbeit zwischen den einzelnen Nationen noch enger 
zu schlingen. 

Man wird zweifellos an dem Buche, auch was Anlage und 
Form betrifft, manches vermissen und manches zu tadeln finden. — 
Fiir die Mitteilung tatsichlicher Unrichtigkeiten werde ich immer 
dankbar sein. Da sie unvermeidlich sind und mit dem Umfange 
des behandelten Gebietes zunehmen, wird der Hinsichtige wohl 
begreifen. 

Den zweiten Halbband hoffe ich in Jahresfrist folgen lassen 
zu kénnen. Kr wird am Schlusse auch das Register enthalten. 
Die Verlagshandlung hat den Druck des Buches mit der ge- 
wohnten Sorgfalt behandelt und allen meinen Wiinschen ein hilf- 
reiches Entgegenkommen gezeigt, wofiir ich ihr von Herzen danke. 


Braunscuweic, Weihnachten 1909. 
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Kapitel L. 


Grundlagen der Elementargeometrie. 
Von Johannes Mollerwp in Kopenhagen. 


Das Wesen einer axiomatischen Darstellung besteht darin, 
dafi sie nicht damit anfiingt, die zu behandelnden Begriffe zu defi- 
nieren. Die Definition eines Begriffes ist seine Zuriickfiihrung auf 
schon bekannte Begriffe; halten wir z. B. die Begriffe des Punktes, 
der Geraden und der Strecke fiir bekannt, dann kénnen wir den 
Begriff des Dreiecks so definieren: ,,ein Dreieck ist die Gesamtheit 
von drei nicht in einer Linie liegenden Punkten samt den ver- 
bindenden Strecken.“ Von Hause aus gibt es aber keine geome- 
trischen Begriffe, und ,,Punkt“ und ,,Gerade“ bleiben deshalb un- 
definiert. Sagt man, ein Punkt sei die Grenze einer Strecke, dann 
setzt man die Begriffe der Grenze und der Strecke voraus; sagt 
man, ein Punkt sei die Grenze eines Kérpers, der sich immer 
mehr zusammenzieht, so setzt man ebenso eine Reihe von Begriffen 
voraus, die viel komplizierter als der zu definierende Begriff des 
Punktes sind. Derselbe Einwand gilt fiir die Definition der Ge- 
raden als die Punktmenge, die immer fest bleibt, wenn zwei ihrer 
Punkte festgehalten werden. Man laBt daher in den Axiomen die 
elementaren geometrischen Begriffe undefiniert auftreten. Wenn 
Euklid seine ,, Hlemente“ mit Definitionen beginnt wie die folgende: 
»Hin Punkt ist, was nicht geteilt werden kann,“ ,, Hine Linie ist 
eine Lange ohne Breite“ usw., dann sind diese nicht als Defini- 
tionen im eigentlichen Sinne aufzufassen; vielmehr will er nur 
die Aufmerksamkeit auf die bequemste Veranschaulichung richten. 

Unser Wissen von den grundlegenden geometrischen Begriffen 
beschrinkt sich auf das, was in den Axiomen enthalten ist und 
was wir aus den Axiomen deduzieren kénnen. 

Die Axiome beschreiben die gegenseitigen Beziehungen der 
undefinierten geometrischen Grundbegrifie; an sie kénnen wir die 
folgenden Forderungen stellen: 
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1. Die Axiome miissen widerspruchslos sein, d. h. es soll 
unméglich sein, durch logische Schliisse von ihnen ausgehend zu 
irgendeinem Widerspruch zu gelangen. 

2. Die Axiome sollen Ausdriicke unserer cinfachsten geome- 
trischen Empfindungen sein, wie wir sie aus den Kenntnissen von 
den Dingen, die wir im tiglichen Leben mit den Worten ,,Punkt* 
und ,,Gerade“ in Verbindung bringen, erworben haben. 

3. Sdmtliche Axiome miissen ein vollstdndiges System bilden, 
d. h. jedes Ding, welches ihnen geniigt, soll selbst als Punkt oder 
Gerade konstruierbar sein. 

4. Die Axiome miissen voneinander unabhdngig sein, a. h. es 
darf nicht méglich sein, ein Axiom oder einen Teil eines solchen 
als Lehrsatz mittelst der anderen Axiome zu beweisen. 

M. Pasch hat in seinen ,, Vorlesungen iiber neuere Geometrie“, 
Leipzig 1882, besonders auf die zweite Forderung das Gewicht 
gelegt; er hat sich damit begniigt, solche Tatsachen als Axiome 
aufzustellen, die innerhalb eines endlichen Raumstiickes der Hr- 
fahrung zugiinglich sind, und die erste Forderung nicht beachtet. 
Hs sind aber die geometrischen Empfindungen nicht als hin- 
reichend scharf anzusehen, damit die erste Forderung tiberfliissig 
sein kénne. D. Hilbert hat deshalb in seinen .,Grundlagen der 
Geometrie“, 1899, 2. Aufl. 1903, das Hauptgewicht auf die erste 
Forderung gelegt. Ohne die zweite Forderung hitte indessen die 
Aufgabe, die Geometrie axiomatisch zu begriinden, allzu viele 
Lésungen. 

Der Behauptung, daB die Axiome das ganze Beweismaterial 
der abzuleitenden Geometrie enthalten, indem jede Benutzung der 
Anschauung auf logische Anwendung der Axiome zuriickgefihrt 
werden kann, ist noch hinzuzufiigen, daB wir die Idee der be- 
liebigen ganzen Zahl als ausgebildet und die Arithmetik sowie die 
Analysis als dadurch begriindet ansehen. 

Wir benutzen bei der Formulierung unserer Satze die klare 
und unmiBverstindliche Terminologie der Mengenlehre. Wir unter- 
scheiden drei Arten von Axiomen: die graphischen Axiome, die 
Kongruenzaxiome und das Parallelenaxiom. Hierzu kommt noch 
ein erginzendes Axiom. 


§ 1. Die graphischen Axiome. 


Diese Axiome werden auch Axiome der Verkniipfung und 
Anordnung oder auch noch die projektiven Axiome genannt; sie 
lauten nach Peano, .,Sui fondamenti della Geometria,“ Riv. di 
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mat. 4, 51 (1894), und F. Schur, Uber die Grundlagen der 
Geometrie, Math. Ann. 55, 265 (1901): 

1. Es gibt mindestens zwei verschiedene Punkte. 

2. Zwei voneinander verschiedene Punkte A, B bestimmen stets 
eine Gerade AB. 

3. Irgend zwei voneinander verschiedene Punkte einer Geraden 
bestimmen diese Gerade. 

4. Wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind, und B zwischen 
A und C liegt, so liegt auch B zwischen C und A. 

5. Wenn A und B zwei verschiedene Punkte sind, dann enthalt 
die Gerade AB einen Punkt C, der nicht zwischen A und B liegt. 

6. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stets einen 
und nur einen, der zwischen den beiden andern liegt. 

7. Wenn A und B verschiedene Punkte sind, gibt es einen 
Punkt C aupBer der Geraden AB. 

8. Wenn A, B, C dret nicht in derselben Geraden liegende 
Punkte sind, D ein Punkt zwischen B und C, E ein Punkt zwischen 
A und D, dann enthilt die Gerade BE einen Punkt F' zwischen 
A und C. 

9. Wenn A, B,C drei Punkte sind, die nicht m einer Geradcn 
liegen, D ein Punkt zwischen A und B, E ein Punkt zwischen B 
und C, dann haben die beiden Geraden CD und AE einen Punkt 
gemein, der zwischen C und D und zwischen A und E liegt. 

10. Wenn A, B,C drei Punkte sind, die nicht in einer Geraden 
liegen, dann gibt es stets einen Punkt D, so dap, wenn E ein Punkt 
zwischen B und C ist, die Gerade DE kemen Punkt mit AC oder 
mit AB gemein hat. 

Die Axiome 1—6 heiBen die linearen, 7—9 die ebenen 
Aziome, 10 das rédumliche Axiom. 

Mittelst dieser Axiome werden nun (Schur, Amn. 55, 269) 
die graphischen Tatsachen hergeleitet, die in den nachfolgenden 
Definitionen und Lehrsdtzen enthalten sind. 

Definition 1. Bine Strecke (AB) ist die Menge zweier Punkte 
A und B; nach Axiom 5, 7, 8 liegen zwischen A, B immer 
Punkte der Geraden AB, diese Punkte liegen innerhalb oder auf 
der Strecke, oder sie gehiren der Strecke an; A und B sind die 
Endpunkte der Strecke und gehéren auch derselben an. Ein 
Punkt der Geraden, der nicht der Strecke angehért, liegt awerhalb 
der Strecke. Die Strecke (AB) und ein Punkt C der Geraden AB, 
wo B zwischen A und C liegt, definieren eine Menge, die Verldnge- 
rung der Strecke (AB); ein Punkt D gehért zu der Verlingerung 
der Strecke (AB), wenn B zwischen A und D liegt. 
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Def. 2. Eine Ebene ist eine Menge von drei nicht in eimer 
Geraden liegenden Punkten A, B, C; ein Punkt D hegt im der 
Ebene ABC, wenn entweder die Gerade AD einen Punkt der 
Strecke BO, oder die Gerade BD einen Punkt der Strecke CA, 
oder die Gerade CD einen Punkt der Strecke AB enthiilt. 

Eine Ebene A BC enthialt also jeden Punkt jeder der Strecken 
(AB), (BC), (CA). 

Eine Gerade gehért einer Ebene an, wenn jeder Punkt der 
Geraden in der Ebene liegt. 

Zwei Ebenen heiBen identisch, wenn jeder Punkt der einen 
Ebene der anderen angehort. 

Def. 3. Ein Dreieck ist die Menge von drei nicht in emer 
Geraden liegenden Punkten A, B, C und den Strecken AB, BC, CA. 
Hin Punkt D liegt innerhalb des Dreiecks, wenn es einen Punkt E 
der Strecke AB baw. BC bzw. CA gibt, so daB D ein Punkt der 
Strecke CH baw. AF bzw. BE ist. Nach Ax. 8 sind diese drei 
Falle ideutisch. 

Satz 1. Ist ABC ein Dreieck und sind D, LH, F drei Punkte 
der Ebene ABC, die nicht in einer Geraden liegen, dann sind die 
Ebenen ABC und DEF identisch. 

Def. 4. Hin Dreieck ABC und ein Punkt P innerhalb des 
Dreiecks bestimmen eine Menge (ABC), das Innere des Dreiecks; 
jeder Punkt innerhalb des Dreiecks gehért zu (ABC). 

Sind AD und BC Strecken, die sich im Punkte £ schneiden, 
dann sagen wir: D wird von A aus auf BC in F projiziert. Hin 
Dreieck A BC und ein Punkt P der Ebene ABC, der von A auf 
die Strecke BC in P, projiziert wird, wo A zwischen P und P, 
liegt, bestimmen eine Menge (A); ein Punkt Q gehdrt oder liegt 
in (A), wenn Q dieselbe Bedingung wie P erfillt. 

Ein Dreieck ABC und ein Punkt P der Ebene, der aus C 
auf die Strecke AB in P, projiziert wird, wo P, zwischen P und 
C liegt, bestimmen eine Menge (A B); ein Punkt Q gehirt zu (A B) 
oder liegt in (AB), wenn Q dieselbe Bedingung wie P erfiillt. 

Satz 2. Jeder Punkt einer Ebene ABC, der nicht auf einer 
der Geraden AB, BC, CA liegt, gehdrt zu einer und nur einer 
der 7 Mengen: 


(ABC), (A), (B), (©), (AB), (BC), (CA). 


Def. 5. Hine Gerade a und ein Punkt A auBerhalb der 
Geraden definieren eine Seite oder eine Halbebene {aA} der 
Geraden; ein Punkt B der Ebene (aA) liegt auf der Seite {aA}, 
wenn die Strecke AB die Gerade a nicht schneidet. Zwei Seiten 
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einer Geraden sind identisch, wenn jeder Punkt der einen Seite 
der anderen Seite angehért und umgekehrt. 

Satz 3. Sei ABC ein gegebenes Dreieck; es wird dann jede 
Gerade der Ebene, welche die Strecke BC schneidet, entweder 
den Punkt A oder einen anderen Punkt der Strecken AB oder 
AC enthalten. 

Satz 4. In einer gegebenen Ebene hat eine Gerade zwei und 
nur zwei nicht identische Seiten; eine Strecke, die zwei Punkte 
derselben Seite verbindet, schneidet die Gerade nicht, wiaihrend 
eine Strecke, die zwei Punkte verschiedener Seiten verbindet, die 
Gerade immer schneidet. 

Satz 5. Jede Menge von m verschiedenen Punkten einer 
Geraden kann in der Weise wohlgeordnet werden, daf, wenn 
A, A,...A, die Wohlordnung angibt und A,, A, AA, een drei 
Padkte’ der Menge sind, A, immer dann Pees ue und A, liegt, 
wenn p<qg<r. ares dieser Wohlordnung gibt es noch eine 
und nur eine, die umgekehrte, mit derselben Piiconseian (vel. 
E. H. Moore, Trans. of the Amer. Math. Society 3, 150 (1 902)). 


§ 2. Die Teilung der Ebene durch Polygone. 


Def. 6. Ein Polygon ist eine wohlgeordnete Menge von 
nm Punkten einer Ebene, von denen keine drei aufeinander fol- 
gende in einer Geraden ieee ist das Polygon ABC... K, so 
setzen wir 


Me he BO KA =20-? RAB =.) = K-2 CRA 


Die Strecken AB, BC... KA sind die Seiten des Polygons; die 
wohlgeordnete Menge dieser Strecken heiBt der Umfang des Poly- 
gons. Die Punkte ABC... heiBen die Ecken des Polygons; 
eine Strecke zwischen zwei Ecken, die keine Seite ist, heiBt eine 
Diagonale. Kin Polygon heibt honver, wenn alle Helen: mit Aus- 
nahme von irgend zwei aufeinanderfolgenden Ecken, auf derselben 
Seite von der Verbindungslinie dieser zwel Ecken legen. Ein 
Dreieck ist immer konvex. 

Es 1a8t sich sehr einfach zeigen, da8 es immer ein kon- 
vexes m-Hck gibt. 

Def.7. Das Innere des konvexen Polygons ABC...JK 
ist die Menge, die aus dem Innern der Dreiecke ABC, ACD,..., 
AJK und den Diagonalen AC, AD,..., AJ besteht; ein Punkt 
gehért dem Innern des Polygons an, wenn derselbe einer der ge- 
nannten Teilmengen angehért. Hin Punkt, der weder dem Innern 
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noch dem Umfang des Polygons angehort, legt auferhalb des 
Polygons. 

Es zeigt sich leicht, daB man ebensogut das Innere durch 
die Dreiecke bestimmen kann, die eine gemeinsame Ecke in 
B,O,... oder K haben. Auch kann man nun ohne Schwierigkeit 
die der Anschauung sofort zuginglichen Tatsachen des Schneidens 
eines konvexen Polygons mit einer Geraden herleiten. 

Def. 8. Wenn die Ecken eines Polygons simtlich verschieden 
sind, keine drei dieser Ecken in eine gerade Linie fallen und end- 
lich irgend zwei nicht zusammenstoBende Seiten des Polygons 
keinen Punkt miteinander gemein haben, so heiBt das Polygon ezn- 
fach. Es sei F'G eine beliebige Seite eines einfachen Polygons und 
K, K, ... K,, die wohlgeordnete Menge (Satz 5) der Schnittpunkte 
des Giraden FG mit den Seiten-des Polysons: fallt K, in eine Ecke 
des Polygons, so setzen wir K,,,—K,. Wir markieren: 1. die un- 
geteilten Seiten des Polygons, 2. die Strecken, in welche die anderen 
Seiten zerlegt werden, 3. die Strecken K, K,, K,K,,...,Ky,,_1Ke,, 
wenn n= 2u, oder G-K,, K, K,..., Ky "Ko gayy Wenn n=2u+1. 
Es werden nun auch die Werlauperancer aller anderen Seiten 
jedesmal mit den tibrigen Seiten des Polygons zum Schnitt ge- 
bracht und die zu markierenden Strecken bestimmt. Die letzteren 
bestimmen eine Anzahl konvexer Polygone, deren Ecken sind: 
1. die gegebenen Ecken, 2. Schnittpunkte der Verliingerung einer 
Seite mit einer anderen Seite, 3. Schnittpunkte zweier Verlinge- 
rungen der Seiten. Diese konvexen Polygone, die eindeutig durch 
das gegebene Polygon bestimmt werden, heifen die Teilpolygone 
des gegebenen Polygons. 

Das Innere eines einfachen Polygons besteht aus dem Innern 
und dem Umfang der konvexen Teilpolygone, ausgenommen den 
Umfang des gegebenen Polygons. 

Ein eee Punkt ist ein Punkt der Ebene des Polygons, 
der weder dem Umfange noch dem Innern angehért. 

Der Umfang und ein aiuferer Punkt bestimmen eine Menge, 
die das AuBere des Polygons heiBt; ein iuBerer Punkt gehdrt dem 
AuBern des Polygons an. 

Ein Streckenzug ist eine wohlgeordnete Menge von Strecken 
Joh 3 Sad ok One ere  @ Us 

Sate 6 (Hilber t, Grundlagen 8.7). Ist ein einfaches Poly- 
gon, dessen Heken siimtlich in eimer Ebene liegen, gegeben, so 
hat jeder Streckenzug der Ebene, der einen Punkt A des Innern 
mit einem Punkte B des AuBern verbindet, mindestens einen Punkt 
mit dem Umfang gemein; sind dagegen A, A’ zwei Punkte des 
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Innern und B, B’ zwei Punkte des AuBern, so gibt es stets Strecken- 
ziige der Ebene, die A mit A’ und B mit B’ verbinden und keinen 
Punkt mit dem Umfang gemein haben. Es gibt Gerade der Ebene, 
die ganz im Aufern des Polygons verlaufen, dagegen keine solche 
Gerade, die ganz im Innern des Polygons verlauft. 

Dieser Satz bildet die Grundlagen des Jordanschen Kurven- 
satzes (C. Jordan, Cours d’ Analyse I, 92 (1893)). 


§ 3. Die Teilung des Raumes durch ein Tetraeder. 


Def. 9. Nach Axiom 10 liegen nicht alle Punkte in derselben 
Ebene ABC. Ein Tetraeder ist die Menge von vier nicht in einer 
Ebene liegenden Punkten ABCD und den Strecken, die je zwei 
der Punkte verbinden. Die Punkte ABCD sind die Ecken, die 
Strecken zwischen je zwei der Ecken sind die Kanten, die Drei- 
ecke, die von irgend drei Ecken bestimmt werden, heiBen die 
Flichen des Tetraeders. AB und CD z. B. sind gegeniiberliegende 
Kanten, ebenso liegen die Ecke A und die Fliche BCD gegeniiber. 

Ein Punkt F liegt innerhalb des Tetraeders ABCD, wenn 
£ entweder einer Strecke zwischen A und einem innern Punkte 
des Dreiecks LCD oder einer Strecke zwischen B und einem 
innern Punkt des Dreiecks ACD usw. angehért. Die vier Fille 
sind nach Axiom 8 identisch. 

Das Tetraeder und ein innerer Punkt bestimmen eine Menge, 
das Innere des Tetraeders, welche jeden innern Punkt enthilt. 
Aus Axiom 8 folgt nunmehr, daB ein Punkt der Verbindungsstrecke 
yon Punkten zweier gegeniiberliegender Kanten dem Innern an- 
gehért. Umgekehrt schneidet die Ebene, die durch eine Kante und 
einen innern Punkt bestimmt wird, die gegeniiberliegende Kante. 

Def. 10. Raum heiBt die Menge von vier nicht in einer 
Ebene liegenden Punkten A, B, C, D; ein Punkt E gehért dem 
Raum an oder liegt innerhalb des Raumes, wenn die Ebene durch 
den Punkt und eine Kante die gegentiberliegende Kante schneidet 
(wir sagen auch: wenn der Punkt aus einer Kante auf die 
gegentiberliegende Kante projiziert wird). Eine Gerade oder eine 
Ebene gehdren dem Raume an, wenn jeder Punkt der Geraden 
oder der Ebene dem Raume angehért. 

P gehort der Menge (BCD) an, wenn P von A auf das 
Innere des Dreiecks BCD in Q projiziert wird und @ zwischen 
A und P liegt; liegt dagegen A zwischen P und Q, dann gehdért 
P einer Menge (A) an. P gehdrt einer Menge (AB) an, wenn die 
Ebene (PAB) die Kante CD in @Q schneidet und wenn P im 
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Dreieck (Q. AB) der Menge (AB) angehért. In dieser Weise ent- 
stehen im ganzen 4 + 4+ 6+ 1—15 Mengen; kein Punkt ist 
zwei dieser Mengen gemeinsam, und jeder Punkt des Raumes, der 
keiner Kante angehért, gehdrt einer dieser Mengen an. — Hine 
Ebene « und ein Punkt A bestimmen einen Raum (eA). 

Sate 7. Ist ABCD ein Raum und sind #, F, G, H vier 
Punkte dieses Raumes, die nicht in einer und derselben Ebene 
liegen, dann sind die Riume ABCD und EFGH identisch. 

Def. 11. Eine Ebene « und ein Punkt A auferhalb der 
Ebene definieren eine Menge {aA}, die wir eine Seite der Ebene a 
oder einen Halbrawm nennen; ein Punkt B des Raumes (« A) liegt 
auf der Seite {aA}, wenn die Strecke AB die Ebene a nicht 
schneidet. Zwei Seiten einer Ebene sind identisch, wenn jeder 
Punkt der einen Seite der andern Seite angehért und umgekehrt. 

Satz 8. In einem gegebenen Raum hat eine Ebene zwei 
Seiten; eine Strecke, die zwei Punkte derselben Seite verbindet, 
schneidet die Ebene nicht, wihrend eine Strecke, die zwei Punkte 
verschiedener Seiten verbindet, die Ebene immer schneidet. 

Aus diesem Satze folot nunmehr der Hauptsatz: 

Satz 9. Zwei Ebenen eines Raumes, die einen Punkt gemein 
haben, haben auch eine Gerade gemein. 

Die Beweise der vorstehenden Sitze finden sich bei F. Schur, 
Math. Ann. 55, S.264—270. 


§ 4. Die Anordnungssitze der Ebene. 


Nach Satz 5 ($1) ist jede endliche Menge von Punkten einer 
Geraden einer solchen Wohlordnung A, A,...A, fihig, da8 immer 
A zwischen A, und A, fillt, wenn p< q<r. Diese Wohl- 
ordnung wird eine natiirliche genannt. Jede Gerade hat zwei 
nattirliche Woblordnungen. 

Def. 12. Unter einem Umlaufssinn auf einer Geraden ver- 
stehen wir eine wohlgeordnete Menge von drei Punkten der 
Geraden. Die Umlaufssinne ABC und DEF derselben Geraden 
sind identisch oder verschieden, je nachdem diese Wohlordnungen 
mit derselben natiirlichen Wohlordnung der séimtlichen Punkte 
ABCD EF ibereinstimmen oder nicht. Sind die Punkte D, E, F 
nicht alle von A, B,C verschieden, so kénnen wir doch dieselbe 
Erklirung beibehalten. 

«) Drei Punkte einer Geraden, A, B, C, bestimmen zwei 
verschiedene Umlaufssinne: 


ABO = BOA= CAB und ACR = CRU 
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. B) Sind ABCD vier Punkte einer Geraden, dann ist der 
Umlaufssinn ADB entweder mit ABC oder ACB identisch. 
y) Wenn zwei Umlaufssinne mit demselben dritten identisch 
sind, dann sind sie auch miteinander identisch. 
0) Sind A, B,C, D vier Punkte einer Geraden und sind die 
Umliufe ADB und ABC identisch, so ist auch 


ADC = DBC= ADB= ABC. 


é) Sind A, B, C, D vier Punkte einer Geraden a, Uml. 
ADB = Uml. ABC, und werden A, B, C, D aus einem Punkte S 
auf eine Gerade b in A, B,, C,, D, projiziert, dann ist auch 
- Umi. AD, B, = Umi. AB, C;,. 

Der letzte Satz wird unter besonderer Heranziehung der 
Axiome 8 und 9 bewiesen. Hine einfache Folge dieses Satzes ist 
der nachstehende: 

Satz 10. Sind A, B,C,D vier Punkte einer Geraden a, ist 
Uml. ADB = Uml. ABC, und werden A, B,C, D aus einem 
Punkte S in die vier Punkte A, B,C,D, einer Geraden 0 proji- 
ziert, dann ist auch Uml. A, D, B, = Uml. A, B, C,. 

Def. 13. Sind A und B zwei Punkte, so nennen wir die 
Menge, die aus der Strecke AB und deren Verlingerung iiber B 
hinaus besteht, einen Halbstrahl mit dem Endpunkt A; es gilt 
dann der einleuchtende Satz: 

Jeder Punkt einer Geraden teilt dieselbe in zwei Halbstrahlen 
mit diesem Punkt als gemeinsamem Endpunkt. 

Hin Hineck (ab) besteht aus zwei Halbstrahlen a und b 
mit gemeinsamem Endpunkt O, die Ecke des Hinecks; ist A ein 
Punkt von a, B ein Punkt von 0, dann bilden die Mengen 
(OAB), (AB) und die Strecke AB selbst das Innere des Ein- 
ecks (ab). Sind a, b,c drei Halbstrahlen mit gemeinsamem End- 
punkt und gehéren b und ¢ derselben Seite der Geraden a an, 
dann gehdrt entweder 6 dem Innern des Hinecks (ac) oder ¢ 
dem Innern des Einecks (ab) an. 

Def. 14. Ein Umlaufssinn in einer Ebene um einen Punkt 
ist eine wohlgeordnete Menge von drei Halbstrahlen der Ebene, 
die von dem Punkte ausgehen. Zur Vergleichung zweier Um- 
laufssinne um denselben Punkt dienen die folgenden beiden Regeln: 
Ein Umlaufssinn andert sich, wenn ein Halbstrahl durch den ent- 
gegengesetzten ersetzt wird, dann und nur dann, wenn einer der 
letzteren beiden Halbstrahlen dem Eineck der zwei andern an- 
gehért. Sind nun a,, b,, ¢,, d,, ¢,, f; sechs Halbstrablen mit dem- 
selben Ausgangspunkt, dy, Dy, C:, dy, €, f, die entgegengesetzten 
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Halbstrahlen, welche die ersteren zu den Geraden a, b, ¢, d, ¢, f 
ergiinzen, dann bestimmen wir unschwierig eine Gerade J, welche 
die Geraden in Punkten A, B, C, D, HE, F schneidet. Gehdren 
diese Punkte bzw. den Halbstrahlen a,, b,, ¢,, ds, ey fy (&, By 7s 
6, ¢, p = 1 od. 2) an, dann sollen die: ialantsaine Oy * 3ly und 
dye, f,, identisch oder verschieden genannt werden, je mache die 
Umlaufssinne 4 BC und DEF der Geraden / identisch oder ver- 
schieden sind. 

Auf Grund des Satzes 10 ist diese Bestimmung der zwei 
Umlaufssinne in der Ebene um einen Punkt herum von der Wahl 
der benutzten Geraden unabhiangig. 

Von dem Begriffe des Umlaufssinnes um einen Punkt gelten 
nun die den Sitzen a, 6, y,d und dem Satze 10 dualistisch ent- 
sprechenden Sitze: 

e’) Drei Halbstrahlen a,,b,,¢, eines Punktes bestimmen 
zwei verschiedene Umlaufssinne: 

a6, ¢, = bye,a, = C,a,0, und a,¢,b, = ¢,b,a, = bya. 

6’) Sind a,,b,,¢,,d, vier Halbstrahlen eines Punktes, dann 
ist der Umlaufssinu a,d,b, entweder mit a,b,c, oder mit a,¢,b, 
identisch. 

y’) Wenn zwei Umlaufssinne mit demselben dritten identisch 
sind, dann sind sie auch untereinander identisch. 

0’) Sind a,, b,, ¢,, @, vier Halbstrahlen eines Punktes und 
Uml. a,d,b, = Uml. a,b, ¢,, dann ist auch 


Uml. a, d,¢, = Uml. d, b,c, = Uml. a, d, b, = Uml. a,b, & - 


&) Sind a,,.0,,¢; 0; vier Halbstrahlen eines Punktes O und 
Uml. a, d,b, = Uml. a,b, ¢,, a4’, by’, &', d,’ vier Halbstrahlen eines 
Punktes O° und (a, a,’), (6,0, ‘)s (c4 0" ) a, d,’) Punkte derselben 
Geraden, dann ist auch Uml. a,’ d,’b,’ ae ay GOS ee 

Un die Umlaufssinne der Ebene um zwel Pankts O und P 
zu vergleichen, nennen wir b, den Halbstrah] der Geraden PO, der 
von P aus tiber O geht; sind dann a, und a,’ je ein Halbstrahl 
durch O und P auf derselben Seite der Geraden PO, ebenso c, und 
c, zwei Halbstrahlen durch O und P, die beide an? der enigegen- 
gesetzten Seite von PO liegen, dann sind die Umlaufisinne 
(a,b,¢,) und (a,'b,¢,/) nach Verabredung identisch. Wenn nun 
ein Umlaufssinn um O sowohl mit einem Umlaufssinn um P als 
mit einem solchen um Q iibereinstimmt, dann sind auch die beiden 
letzten Umlaufssinne identisch. So wird aus dem Umlaufssinn um 
einen Punkt herum der Umlaufssinn in einer Ebene. 
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_ Wenn man nun den graphischen Axiomen ein Axiom der 
Stetigkeit zur Seite stellt, dann 148t sich die ganze Geometrie, ins- 
besondere die Kongruenzlehre, definitionsmdfig aufbauen; um aber 
nicht aus den elementaren Bahnen hinauszutreten, soll hier nur 
die axtomatische Behandlung der Kongruenzlehre gegeben werden. 


$5. Die Axiome der Kongruenz. 


Diese Axiome sind nach D. Hilbert (Grundlagen 8.7): 

1. Sind A, B zwei Punkte auf einer Geraden a, ist ferner 
A’ ein Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden a’, so 
kann man auf a’ nach jeder Seite von A hin stets einen und nur 
einen Punkt B’ finden, so daB die Strecke AB der Strecke A’ B’ 
kongruent oder gleich ist, in Zeichen: 

AB == ACB. 
Jede Strecke ist sich selbst kongruent, d. h. es ist stets 
AB=AB wnd AB=BA. 

2. Wenn eine Strecke AB sowohl der Strecke A’ B’ als auch 
der Strecke A” B” kongruent ist, so ist auch A’B’ kongruent A” B”. 

3. Hs seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame 
Punkte auf der Geraden a und ferner A’B’ und B’C’ zwei 
Strecken auf derselben oder auf einer andern Geraden a’ eben- 
falls ohne gemeinsame Punkte; wenn dann 

Ape TA, Bo cand: (BCS BOC, 
so ist auch stets 
AC=AC’. 

Unter einem Winkel <c (hk) verstehen wir im folgenden das 
System zweier Halbstrahlen h,% mit demselben Ausgangspunkt. 

4, Bs sei gegeben ein Winkel << (hk) in einer Ebene « und 
ein Halbstrahl a’ in einer Ebene a’, so wie in dieser Ebene eine 
bestimmte Seite der Geraden, zu der der Halbstrahl gehért, dann 
gibt es in der Ebene o einen und nur einen Halbstrahl kh’, so daB 
der Winkel (hk) kongruent oder gleich dem Winkel (W’k’) ist und 
zugleich alle innern Punkte des Winkels (h'k’) auf der gegebenen 
Seite von a’ liegen, in Zeichen: 


XK (hk) = <x (Wk). 


Jeder Winkel ist sich selbst kongruent, d. h. es ist stets 


XK(hk)=xK(hk) und X (hk) =X (KA). 
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5. Wenn ein Winkel (h,k) sowohl dem Winkel (h'k’) als 
auch dem Winkel (h”k’) kongruent ist, so ist auch (h’k’) kon- 
gruent (hk’"), d. h. aus 


KOH = KWH) und KO) = WK) 


XK (Wh) = <x (h"k’). 

6. Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ die Kon- 
gruenzen AB = A'B’, AC=A'C’, K BAC=X BAC’ gel- 
ten, so sind auch stets die Kongruenzen < ABC= XA BC 
und X ACB=<x A’C’B’ erfillt. In engerer Fassung hat Hil- 
bert dieses Axiom Grundlagen Anh. It benutzt. Anstatt den 
Axiomen diese Form zu geben, kann man die Axiome der Be- 
weeung aufstellen, wie Peano (Riv. di mat, 4 (1894)) und nach 
ihm F. Schur (Math. Ann. 55, 274) getan hat. Die drei letzten 
Axiome Hilberts kénnen nach J. Mollerup (Math. Ann. 58, 
479 (1904)) durch zwei andere ersetzt werden; es gelingt so, die 
Geometrie ohne den Begriff der Winkelkongruenz aufzubauen. 

Es wird dann definiert: Zwei Dreiecke ABC und A’ B’C’ 
sind kongruent, wenn AB = A’B’, AC=A'C’, BC=B'C’ 
und es werden die Axiome aufgestellt: 

a) Es sei ein Dreieck ABC und eine Strecke 4,C, = AC 
gegeben; dann gibt es zwei und nur zwei Punkte B, und B,, 
so daB 

AA,B,C,= AABC und AA, B,C, =AABC. 


b) (Axiom V in Veroneses ,,Grundztige der Geometric.) 
Es si AABC= AA, B,C,; man trigt die paarweise kongru- 
enten Strecken AD und A,D, auf AB und A,B, (oder A, C,) 
und AE und A, #, auf AC und A,C, (oder A,;B,) ab; dann ist 
immer Di = D, E,. 

Hilbert beweist (Grundl. § 11) die Unabhingigkeit seines 
Axioms 6, indem er eine Geometrie angibt, in der die tibrigen 
Axiome erfiillt sind, das Axiom 6 aber nicht (vgl. Eugen Meyer, 
Uber die Kongruenzaxiome, Math. Ann. 64, 197 (1907)). 

Aus den Hilbertschen Kongruenzaxiomen leitet man nun 
ohne Schwierigkeit die gewéhnlichen Kongruenzsitze yon Drei- 
ecken her; ebenso leicht laBt sich der Begriff des rechten Winkels 
bestimmen; insbesondere beweist man mit Hilfe jener Axiome den 
Satz, den Euklid als Axiom hinstellt: ,,Alle rechten Winkel sind 
einander kongruent.“ Auch die Erweiterung der Kongruenz auf 
den Raum ist ohne ein weiteres Axiom miglich. 


folet 
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§ 6. Parallelenaxiom. 


Sind in einer Ebene « eine Gerade a und ein Punkt A auBer 
a gegeben, dann wird in der Ebene « eine durch A gehende Gerade, 
die a nicht schneidet, dadurch bestimmt, daB man zuerst A mit 
einem Punkte von a durch eine Gerade ¢ verbindet und dann die 
gesuchte Gerade b durch A so annimmt, daB ¢ die Geraden a, b 
unter gleichen Gegenwinkeln schneidet. Weil ¢ beliebig bleibt, 
werden in dieser Weise zuniichst unendlich viele nicht schneidende 
Geraden bestimmt. Da8 dieselben siimtlich identisch sind, wird 
durch das Parallelenaxiom postuliert. Dieses lautet: 

(Euklidisches Axiom) Es sei a eine beliebige Gerade und A 
ein Punkt auBerhalb a, dann gibt es in der durch a und A be- 
stemmten Ebene « nur eine Gerade b, die durch A geht und a 
nicht schneidet; diese heiBt die Parallele zu a durch A. 

Nachdem man Jahrhunderte lang versucht hatte, das Paral- 
lelenaxiom als Lehrsatz zu beweisen, gelang es im Anfang des 
19. Jahrhunderts Gau8, Lobatschefskij und Bolyai zu zeigen, 
daB es méglich ist, eine Geometrie ohne das euklidische Axiom 
aufzubauen, bei der in einer Ebene durch einen gegebenen Punkt 
unendlich viele Geraden gehen, die eine gegebene Gerade nicht 
schneiden (die hyperbolische oder Lobatschefskij-Bolyaische 
Geometrie). Fiir die Vorgeschichte dieser Geometrie vgl. Stickel- 
Engel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gauf, 
Leipzig 1895. 

Aus dem Euklidischen Axiom folgen die Sitze: 

1. Wenn zwei Parallelen von einer dritten Geraden ge- 
schnitten werden, so sind die Gegenwinkel und Wechselwinkel 
gleich, und umgekehrt. 

2. Die Winkel eines Dreiecks machen zusammen ewer Rechte aus. 

In den Lehrbiichern der Elementargeometrie stellt man oft 
den letzten Satz als Grundsatz (Axiom) auf; in diesem Falle gelingt 
es, das Parallelenaxiom als Lehrsatz zu beweisen, aber nur unter 
Hinzunahme des sogenannten Archimedischen Axioms (s. u.). 

Definition: Wenn M ein beliebiger Punkt in einer Ebene « 
ist, so heiBt die Gesamtheit aller Punkte A, fiir welche die 
Strecken M/A einander gleich sind, ein Kreis; M heipt der Mittel- 
punkt des Kreises. 

Auf Grund dieser Definition folgen nun leicht die bekannten 
Sitze tiber den Kreis, insbesondere die Konstruktion eines Kreises 
durch irgend drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte, sowie 
der Satz tiber die Kongruenz aller Peripheriewinkel tiber der nim- 
lichen Sehne und der Satz von den Winkeln im Kreisviereck. 


16 Kapitel I. Grundlagen der Elementargeometrie. 


§ 7. Die Lehre von den geometrischen Proportionen und 
das Rechnen mit Strecken. 


Die arithmetische Behandlung geradliniger Strecken hat 
Euklid auf den Satz gegriindet: 

Gripen haben zueinander ein Verhdiltnis, wenn sie sich durch 
Vervielfiltigung iibertreffen kinnen. Dab die Strecken solche 
GréBen sind, wird dann als selbstversténdlich angesehen und 
darauf die Proportionenlehre begriindet. 

Heute wird dieses Prinzip allgemein das Archimedische Axiom 
genannt und nach Hilbert (Grundlagen S. 16) folgendermaSen 
formuliert: 

Es sei A, irgendein Punkt auf einer Geraden zwischen den 
beliebig gegebenen Punkten A und B; man konstruiere dann die 
Punkte A,, Az, A,,... 80, dag A, zwischen A und A,, ferner 
A, zwischen A, und Ag, ferner A, zwischen A, und A, usw. liegt 
und iiberdies die Strecken 

A Ay, ApA, Ag Ag, ApAt a 


einander gleich sind, dann gibt es in der Reihe der Punkte Ag, 
A,, A,,... stets emen solchen Punkt A,, daB B zwischen A und 
A, leg. 

Den Aufbau der Streckenrechnung auf der Grundlage dieses 
Axioms findet man im Lehrbuch der analytischen Geometrie von 
F. Schur (1898). Aber schon die Euklidischen Elemente ent- 
halten im fiinften Buch eine Proportionenlehre, deren Gedanken- 
gang mit den modernen Gesichtspunkten durchaus tibereinstimmt. 
Die Definition der Proportionengleichheit ist diese: Es wird 


Nae 
(eae ey 
wenn fiir irgend zwei positive ganze Zahlen m, » mit 
= 
ma Ss nb 
= 
auch 
= 
me Snd 
<< 
wird. 


Im Gegensatz zu dieser sogenannten Archimedischen Propor- 
tionenlehre hat es sich seit zehn Jahren herausgestellt, daB man die 
Satze der elementar-geometrischen Proportionenlehre so wie auch — 
die daraus flieBenden Formeln der Trigonometrie und analytischen 
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Geometrie ebenso einfach ohne Gebrauch des Archimedischen 
Axioms begriinden kann. Hs ist dies zuerst von Veronese (Grund- 
elige der Geometrie, deutsche Ausgabe, Leipzig 1894) und in 
strenger Weise von Hilbert (Grundl. § 12) geschehen. Wir 
bringen hier die micht-archimedische Proportionenlehre in der Form, 
die ihr von Kneser (Sttzwngsber. der Berl. Math. Ges. 1, 4 (1902)) 
und Mollerup (Math. Ann. 56, 277 (1903), 58, 479 (1904)) ge- 
geben worden ist. 

Auf dem einen Schenkel eines rechten Winkels O werden 
die Punkte A und B, auf dem andern C und D abgetragen; AC 
ist parallel zu BD. Diese Lage der vier Strecken OA, OB, 
_ OC, OD ariicken wir in der Gleichung 


OA _ 00 
OR ae OD 


aus; die einzelnen Verhiltnisse haben vorliiufig keine Bedeutung. 
Wir kénnen auch schreiben: 


OIS= OW Oc OA 
OA OC ee LOD! OB. 

Die drei Glieder der Proportion bestimmen das vierte ein- 
deutig. Aus dieser Definition folgt sofort der Satz: In thnlichen 
rechtwinkligen Dreiecken sind die entsprechenden Katheten pro- 
portional. 

a c a b 
rid. auch, ya 
ist, zeigt sich entweder als eine Folge des Satzes tiber die Kon- 
gruenz aller Peripheriewinkel tiber der niimlichen Sehne oder des 
Satzes vom gemeinsamen Schnittpunkt der Héhen eines Dreiecks. 


(2) Das distributive Gesctz, wonach aus = = _ ee oe ue 
folgt, ergibt sich einfach aus der Definition der Proportionen- 


gleichung. 


(1) Das kommutative Gesetz, daB, wenn 


aye a € a f 
(3) Das assoziative Gesetz, daB aus = —-; und —- =~, 
= z folet, stellt sich nach Kneser als eine formale Folge 


der andern Gesetze, insbesondere des kommutativen Gesetzes, 
heraus. 


Aus (1) folgt unmittelbar: Wenn + = + und . = 
. (G¢; é 
dann ist auch aaa Es 


Pascal, Repertorium, I. 2. Anfl. 2 
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Aus (1) und(2): Wenn + = =, dann ist ; = ‘i = wee 

Aus diesen Siitzen (ohne das assoziative Gesetz) folgt nach 
Hilbert (Grundl. 8.36) der Hauptsatz von den ahnlichen Drei- 
ecken: In zwei dhnlichen Dreiecken sind die entsprechenden Seiten 
proportional. 

Hieraus folgt wieder der spezialisierte Desarguessche Satz: 
Wenn zwei Dreiecke in einer Ebene so gelegen sind, daB je zwer 
entsprechende Seiten einander parallel sind, so laufen die Verbin- 
dungslinien der entsprechenden Ecken durch denselben Punkt oder 
sind einander parallel, und umgekehrt. - 

Aus dem assoziativen Gesetze folgt unmittelbar der Pascal- 
sche Satz in der speziellen Formulierung: Es seien A, B, C bzw. 
A’, B’, CO’ je dre Punkte auf zwei sich schneidenden Geraden, 
die vom Schnittpunkte der Geraden verschieden sind; ist dann CB’ 
parallel BO’ und CA’ parallel AC’, so ist auch BA’ parallel 
AB’. Fiir diesen Satz findet man in den Hilbertschen Grundlagen 
zwei Beweise mittels der hier angefiihrten Axiome; die Strecken- 
rechnung wird dann auf diesem Satze aufgebaut (vgl. Kap. V). 


Nunmehr zeigt es sich, daB die Proportionen - den Sitzen 


der reellen Arithmetik mit Ausnahme der Stetigkeitssiitze gentigen. 
Die Proportionen lassen sich somit selbst als Zahlen auffassen. 

Um nun zu untersuchen, welche der gewohnlichen reellen 
Zahlen sich unter den Proportionen der nicht-archimedischen 
Geometrie finden, kann man mit Hilbert (Grundl. Kap. VII) die 
innerhalb dieser Geometrie ausfiihrbaren fundamentalen on- 
struktionen bestimmen. Diese sind: 

1. Zwei Punkte durch eine Gerade zu verbinden und den 
Schnittpunkt zweier nicht parallelen Geraden zu finden. 

2. Eine gegebene Strecke auf einer gegebenen Geraden von 
einem gegebenen Punkte aus abzutragen. 

3. Einen gegebenen Winkel an eine gegebene Gerade an- 
zutragen. 

4. Durch einen gegebenen Punkt zu einer Geraden eine 
Parallele zu ziehen. 

5. Zu einer gegebenen Geraden eine Senkrechte zu ziehen. 

Zur Ausfiihrung dieser Aufgaben bediirfen wir des Lineals 
und des Aichmafes, eines Instrumentes, welches das Abtragen einer 
einzigen bestimmten Strecke erméglicht (J. Kurschak, Math. Ann. 
55, 597 (1902)). 

Es zeigt sich dann, dag man auf diese Weise lediglich solche 
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Ausdriicke konstruieren kann, die sich aus gegebenen Parametern in 
der Weise durch Quadratwurzelziehung bestimmen lassen, dap eine 
n-fache Quadratwurzel fiir beliebige Werte der Parameter immer 
2” reelle Werte hat. 

Der Satz ist von Hilbert in dem Falle bewiesen (Grumdl. 
S. 79), wo der Ausdruck nur von einem gegebenen Parameter ab- 
hingt. Auf diese Weise ist die mittlere Proportionale nicht kon- 
struierbar, weil Vab fiir negative Werte des einen Parameters 
imaginiir wird. Dagegen ist Ya?+}? konstruierbar und ebenso 
die gewohnlichen reguliiren Polygone. — So ergibt sich: die 
Zahlen, die sich unter den nicht-archimedischen Proportionen 
finden, sind die reellen rationalen Zahlen und die irrationalen 
Zahlen, die nur von solchen Quadratwurzeln abhingen, welche 
lauter reelle Werte liefern. 

Die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden und die 
Schnittpunkte zweier Kreise kénnen, auch wenn sie reell sind, in 
unserer nicht-archimedischen Geometrie nicht nachgewiesen werden 
und miissen durch ein neues Axiom postuliert werden. Wird ein 
solches ergiinzendes Axiom hinzugefiigt — was auch dann not- 
wendig ist, wenn das Archimedische Axiom vorausgesetzt wird —, 
so gelangt man zu allen Konstruktionen mit Lineal und Zirkel, und 
das zugehérige Zahlensystem enthilt alle Quadratwurzeln. Da- 
gegen ist das genannte Axiom iiberfltissig, wenn man von vorn- 
herein das Dedekindsche Axiom der Stetigkeit (s. u.) aufstellt. 

Hilbert (Grundl. 8. 22) hat bewiesen, daB das Archime- 
dische Axiom von den tibrigen angenommenen Axiomen unabhingig 
ist. Er konstruiert den Bereich 2 (¢) aller derjenigen algebraischen 
Funktionen yon ¢, welche aus ¢ durch die fiinf Rechnungsopera- 
tionen der Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und 
durch die fiinfte Operation |\V1 + oe | hervorgehen, wobei o selbst 
eine durch diese fiinf Operationen entstandene Zahl ist. Ist ¢ eine 
beliebige Funktion des Bereiches 92(¢), so kann sie nur fiir eine 
endliche Anzahl von Werten verschwinden; deshalb muf ¢ fir 
gentigend groBe Werte von ¢ entweder stets positiv oder negativ 
ausfallen. Je nachdem nun der erste oder letztere Fall eintritt, 
soll ¢ positiv oder negativ heiBen; sind a und 6 zwei GréBen 
unseres Gebietes, dann heiBe a gréfer oder kleiner als b, je nach- 
dem a — 6 nach der genannten Regel positiv oder negativ ausfillt. 

Fiir die Zahlen unseres Gebietes gelten dann dieselben Regeln 
der Verkniipfung, Rechnung und Anordnung wie fiir die reellen 
Zahlen; dagegen gilt das Archimedische Axiom nicht. Z. B. ist 

9% 
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immer 
1T+ti-+i1i-+---<t. 


Brauchen wir nunmelhr diese nicht-archimedischen Zahlen in ge- 
wohnlicher Weise zum Aufbau einer analytischen Geometrie, so 
sind in dieser Geometrie die graphischen Axiome, die Axiome der 
Kongruenz und das Parallelenaxiom erfiillt, das Archimedische 
Axiom ist es aber nicht, womit die Unabhangigkeit dieses letzteren 
Axioms von den iibrigen bewiesen ist. 


§ 8. Der Flacheninhalt eines ebenen Polygons. 


Man stellt sich hier die Aufgabe, jedem einfachen Polygon 
eine Zahl zuzuordnen, die das Inhaltsmaf genannt wird und die 
folgenden zwei Higenschaften besitzt: 

1. Kongruente Polygone haben dasselbe Inhaltsmap. 

2. Ist das Polygon P” aus den beiden Polygonen P und P’ 
zusammengesetat, dann ist das Inhalismap von P” der Summe der 
InhalismaBe von P und P’ gleich. 

In der gewoéhnlichen Darstellung der Lehrbiicher geht man 
axiomatisch von der Existenz einer solchen Zahl aus [vgl. z. B. 
J. Hadamard, Lecons de géométrie élémentaire I, 238 (1906)]. 

Es ist indessen weder ein neues Axiom tiber F ldcheninhalte 
noch das Archimedische Axiom notwendig, um eine Zahl mit den 
Eigenschaften 1. und 2. zu finden. 

Wir brauchen vielmehr dazu nur die im vorigen Paragraphen 
skizzierte, nicht-archimedische Proportionenlehre. 

Dieselbe gestattet eime Streckenrechnung, die den Gesetzen 
der. Arithmetik gehorcht, wenn wir die Addition durch das An- 
einanderfiigen der Strecken definieren und die- Multiplikation, 
indem wir die Gleichung OC = OA-OB durch die Proportion 
0C:0B=0OA:0E, wo OF die Lingeneinheit bedeutet, ersetzen. 
Mittels dieser Streckenrechnung bilden wir eine analytische Geo- 
metrie, indem wir jedem Punkte seine Abstiinde von zwei zueinander 
senkrechten Geraden, den Koordinatenachsen, als seine Koordinaten 
a, y zuweisen. Hat dann ein einfaches Polygon der Reihe nach 
die Ecken (2,4,) (%e%) --. (@,y,), 80 hat der Ausdruck 


F ("Yo — B41) + es — 23a) +> + + ¥ (ats — 2414p) 
die Higenschaften 1. und 2. Zuerst ist niimlich dieser Ausdruck 
won der Wahl der Koordinatenachsen unabhingig, woraus 1. her- 
vorgeht; zweitens sieht man, da8, wenn ein Polygon durch eine 


Transversale zerlegt wird, die Summe der zwei Ausdriicke, die 
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den Teilpolygonen entsprechen, dem ursprtinglichen Ausdruck 
gleich wird. Der aufgestellte Ausdruck ist dann das gesuchte 
InhaltsmaB. Die gewéhnlichen Sitze von dem InhaltsmaB eines 
Dreiecks, eines Parallelogramms usw., ebenso der pythagoreische 
Lehrsatz sind sofort abzuleiten. 

Aus der Eigenschaft 2. folgt speziell, daB eine ganze Fliche 
numerisch gréfer ist als jeder Teil derselben, ein Satz, den 
Euklid (Erstes Buch der Elemente, Satz 39) ohne Beweis benutzt. 

Setzt man nun auch das Archimedische Axiom voraus, dann 
laBt sich der Satz beweisen: Haben zwei Polygone dasselbe In- 
haltsmaB, so sind sie zerlegungsgleich, d.h. sie zerfallen durch 
geeignete Einteilung in paarweise kongruente Teilpolygone. 

Dagegen hat es sich herausgestellt (M. Dehn, Uber rawn- 
gleiche Polyedcr, Gétt. Nachr. 1900, 345, sowie Uber den Raum- 
inhalt, Math. Ann. 55, 465 (1902); vgl. auch Kagan, Math. Ann. 
57, 421 (1903)), da® die Lehre von den riéumlichen Inhalten sich 
nicht in derselben Weise aufbauen liBt; es gelingt, zwei Tetraeder 
mit gleicher Grundfliche und von gleicher Héhe anzugeben, die 
sich auf keine Weise in kongruente Tetraeder zerlegen lassen, 
und die sich auch durch Hinzufiigung kongruenter Tetraeder nicht 
zu solchen Polyedern ergiinzen lassen, fiir die ihrerseits eine Zer- 
legung in kongruente Tetraeder méglich ist. 


§ 9. Rektifikation und Quadratur des Kreises. 

Um die Linge der Kreisperipherie zu bestimmen, miissen wir 
die foleende Definition zugrunde legen: Ist ein Kreis gegeben, 
dann heiBt der Umfang eines konvexen Polygons ein duperer Um- 
fang, wenn saimtliche Punkte desselben auf oder auSerhalb der 
Kreisperipherie liegen; wenn aber siimtliche Punkte des Umfangs 
auf oder innerhalb der Kreisperipherie liegen, dann heiBt der Um- 
fang eum immnerer. 

Definition. Die Ldnge der Kreisperipherie ist eine Strecke, 
die gréfer als jeder innere Umfang und kleiner als jeder cupere 
Umfang ist. 

Um zu beweisen, da8 eine solche Strecke existiert, tragen 
wir die inneren und iiuBeren Umtinge auf einem Halbstrahl von 
dessen Endpunkte O aus auf. Wird die Richtung des Halbstrahls 
»rechts“ genannt, ,,links“ die entgegengesetzte Richtung, dann 
gelten die Sitze (vgl. Weber und Wellstein, Enzyklopddie der 
Elementar - Mathematik 11, 262 —265 (1905)): 

1. Jeder Endpunkt A eines tiuferen Umfangs liegt rechts 
von jedem Endpunkt J eines inneren Umfangs. 
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2. Ist ¢ eine beliebige Strecke, dann kénnen die Punkte A 
und J so bestimmt werden, daB JA <e. 

3. Dedekindsches Axiom (Dedekind, Stetigkeit und irratio- 
nale Zahlen 1892, 8.11): Zerfallen alle Punkte einer Geraden in 
zwei Mengen A, und A,, so daB jeder Punkt von A, links von 
jedem Punkte der Menge A, liegt, dann gibt es immer einen be- 
stimmten Punkt, der entweder zu A, gehért und dann rechts von 
allen andern Punkten der Menge A, liegt oder zu A, gehért und 
links von allen anderen Punkten der Menge A, liegt. 

Die Menge A, wird jetzt durch die Punkte A, die Menge 
A, durch die iibrigen Punkte der Geraden des Halbstrahls ge- 
liefert. Dann gibt es nach dem letzten Axiom hier einen 
Punkt C, der rechts fiir alle Punkte J und links fiir alle Punkte A 
liest. OC ist sodann die gesuchte Linge der Kreisperipherie. 

Das Verhialtnis zwischen der Kreisperipherie und dem Durch- 
messer 27 ist eine Konstante, die mit w bezeichnet wird. a laBt 
sich dadurch bis auf» Dezimalen bestimmen, daB man zwei regu- 
lire Umfinge findet, einen auBern und einen innern, deren Unter- 
schied kleiner als ‘/» Kreisdurchmesser ist. 

In ganz uhnlicher Weise kann man das Inhaltsmaf der Kreis- 
flache durch Vergleichung mit den inneren und iiuBeren Polygonen 
bestimmen; dasselbe muB $1r- 2ur =x sein. 

Wegen dieser Paragraphen vergleiche man: Enriques 
e Amaldi, Elementi di geometria, Bologna 1903, 360—373. 


§ 10. Konstruktiv unausfiihrbare Aufgaben. 


Schon im Altertum beschaftigte man sich viel mit der Auf- 
gabe von der Quadratur des Kreises; im engern Sinne versteht 
man hierunter die Aufgabe, ein Quadrat von demselben Inhalt 
wie die Kreisfliiche oder eine Strecke von derselben Linge wie 
die Kreisperipherie zu zeichnen. Ein algebraischer Ausdruck ist 
mittelst Zirkels und Lineals dann und nur dann konstruierbar, 
wenn er aus gewissen gegebenen Strecken durch ausschlieBliche 
Benutzung der vier Spezies und Quadratwurzelziehung entstehen 
kann; solcher Art mtiBte m sein, wenn die Quadratur des Kreises 
méglich wire. Im Jahre 1882 bewies aber F. Lindemann (Uber 
die Ludolphsche Zahl, Berl. Sitzungsber. Jahrg. 1882, I. Halbband, 
679), daB w transzendent, nicht Wurzel einer algebraischen Glei- 
chung mit rationalen Koeffizienten ist. 

Hin viel behandeltes Problem ist auch die Dreiteilung des 
Winkels. Um die Unmiglichkeit der Lisung dieser Aufgabe 
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mittelst Lineals und Zirkels zu erkennen, brauchen wir einen 

Satz von der kubischen Gleichung 7° + ax +b = 0, in der a 

und 0 rational sind. Derselbe lautet: Ist die Gleichung irreduzibel, 

d. h. hat sie keine rationale Wurzel, so ist sie auch nie durch eine 

Kette von Quadratwurzeln lésbar (Weber und Wellstein, En- 

zyklopddie der Elementar-Mathematik 1, 319 (1908)). 
Aus der Formel 


cos 30 = 4 cos? 8 — 3 cos 6 
erhalten wir, wenn cos30 = a, cos0 = u gesetzt werden, 
4a? — 34=4,; 


diese Gleichung gibt also dann und nur dann einen konstruier- 
baren Wert von #, wenn sie eine Wurzel hat, die rational durch 
a@ ausdriickbar ist. Dieses ist aber fiir unendlich viele Werte 
von a nicht der Fall, z. B. nicht fiir a = cos 60° = ¢. 

Derselbe Satz reo auch die Unméglichkeit der Wiirfelver- 
doppelung, die von der Gleichung x® = 2 abhingig ist. 

Uber die hier beriihrten Aufgaben vgl. man insbesondere das 
Sammelwerk: Enriques, Fragen der Elumentargeometrie, Deutsche 
Ausgabe von Fleischer, Teil II, Leipzig 1907. 


§ 11. Kongruenz und Symmetrie. 


In der Hilbertschen Kongruenzlebre (Grundl. § 5 und 6) 
wird zwischen kongruenten Figuren mit demselben und mit ver- 
schiedenem Umlaufssinn nicht unterschieden; diese Unterscheidung 
findet man aber im Anhang II der Grundlagen: ,,Uber den Satz 
von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck“. 
Wird der Unterschied festgelegt, so liBt sich sofort beweisen: 

Wenn zwei ebene Figuren A und B mit demselben Umlaufs- 
sinn kongruent sind, so werden sie entweder durch eine Drehung 
um einen bestimmten Punkt, das Drehzentrum, oder durch eine 
Parallelverschiebung zur Deckung gebracht; sind sie aber vom ent- 
gegengesetzten Umlaufssinn, dann mu die eine Figur an einer 
Geraden gespicgelt werden. 

Nach Hjelmslev (Nyt Tidsskrift for Matematik B 18, 1 
(1907) und Math. Ann. 64, 449 (1907)) ist es aber méglich, eine 
Lehre von Kongruenz und Symmetrie in ganz anderer Weise zu 
-begriinden. Wenn man auf die graphischen Tatsachen der Geo- 
metrie verzichten will, braucht man auch nicht die Feststellung der- 
selben mittelst der Anordnungsaxiome (jedenfalls nicht in der eukli- 
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dischen Geometrie). Das Axiomensystem der (nicht-archimedi- 
schen) Geometrie ist dann das folgende: 

1. Durch irgend zwei Punkte geht eine und nur eine Gerade. 

Definition: Das System von zwei Punkten A und B wird 
eine Strecke genannt. 

2. Zwei Strecken, die einer dritten Strecke kongruent sind, sind 
untereinander kongruent. 

3. Ist A ein gegebener Punkt einer gegcbenen Geraden, so 
kann man auf dieser Geraden zwei und nur zwei Punkte B so 
bestimmen, daB die Strecke AB einer gegebenen Strecke kongruent 
wird. 

Definition: Jede Beziehung, durch welche jeder Geraden eine 
Gerade und jedem Punkte auf der ersteren ein Punkt auf der 
letzteren eindeutig so zugeordnet wird, daB die in dieser Weise 
einander entsprechenden Strecken kongruent sind, soll eine Be- 
wegung heien. 

4, Es gibt auBer der Identitdt eine und nur eine Bewegung, 
bei welcher alle Punkte einer gegebenen Geraden a fest bleiben. Bet 
dieser Bewegung bleibt keim auperhalb a gelegener Punkt fest. 

Definition: Jede solche Bewegung heiBt eine Spiegelung. 

5. Es gibt emme Bewegung, bei welcher ein beliebiges gleich- 
schenkliges Dreieck in sich selbst tibergeht, so dafB die Spitze fest 
bleibt und die beiden Schenkel vertauscht werden. 

6. Jede Strecke hat eimen und nur einen Mittelpunkt. 

7. Das Parallelenaxiom. 

Nach dem Axiom 4 wird, wenn A durch Spiegelung in B 
iibergeht, auch B in A iibergeben. Der Mittelpunkt J von AB 
gehért zu a; AB hei®t senkrecht auf a in M. Es 14Bt sich nun 
der folgende Satz beweisen: 

In jedem Punkte einer Geraden gibt es eine und nur eine 
Senkrechte. 

Die Hauptsitze tiber Spiegelungen sind die folgenden: 

Zwei Spiegelungen S, und S, kénnen durch zwei andere 
Spiegelungen dergestalt ersetzt werden, daB die Achse der ersten 
oder der zweiten dieser Spiegelungen in irgendeine gegebene 
Gerade ¢ durch den Schnittpunkt von a und 0 fiallt. 

Irgend vier beliebige Spiegelungen kinnen immer durch zwei 
ersetzt werden. 

Drei Spiegelungen, deren Achsen nicht durch denselben Punkt 
gehen, kénnen nicht durch eine einzige Spiegelung ersetzt werden. 

Hieraus folgt: Hine ungerade Anzahl von Spiegelungen la8t 
sich durch drei oder eine Spiegelung ersetzen. Kine gerade An- 
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zahl von Spiegelungen lift sich durch zwei Spiegelungen (oder 
die Identitiét) ersetzen. Eine ungerade Anzahl von Spiegelungen 
kann nicht durch eine gerade Anzahl von Spiegelungen ersetzt 
werden. 
Drei Spiegelungen kiénnen einander nicht aufheben. 
Definition: Zwei Figuren, welche durch die Aufeinanderfolge 
geraden 


einer eet Anzahl von Spiegelungen ineinander iiber- 


: kongruent 
gehen, nennen wir | 2 . 


| symmetrisch 

Zwei kongruente Figuren werden also durch zwei Spiege- 
lungen zur Deckung gebracht. Schneiden sich die Achsen, dann 
ist der Schnittpunkt fest und wird der Drehpunkt genannt; die 
Bewegung heift eine Drehwng. Sind die Achsen parallel, so hat 
die Strecke zwischen zwei entsprechenden Punkten eine kon- 
stante GréBe und Richtung, und die Bewegung heiBt eine 
Parallelverschiebung. 

Definition. Ein vollstindiger Winkel (ab) ist ein geordnetes 
System von zwei Geraden a und 6, die einen eigentlichen Punkt 
gemein haben. 

Hjelmslev beweist nun den Satz: Wenn zwei kongruente 
Biischel mit verschiedenen Mittelpunkten nicht auseinander durch 
Parallelverschiebung hervorgehen, dann schneiden sich ent- 
sprechende Strahlen in den Punkten eines Kreises durch die 
beiden Mittelpunkte. 

Hiermit ist aber der zweite Beweis fiir den Pascalschen 
Satz giiltig, der in den Hilbertschen Grundlagen (S. 30) ge- 
geben ist; die Proportionenlehre luBt sich genau wie friiher auf- 
bauen. 

Es ist also hier gelungen, den Pascalschen Satz lediglich 
auf Grund der Kongruenzaxiome zu beweisen; dagegen hat Hil- 
bert (Grundl. § 33, 24,19) den fundamentalen Satz bewiesen: 
Der Pascalsche Satz ist keine Folge der graphischen Axiome, 
selbst dann nicht, wenn man das Parallelenaxiom zu Hilfe nimmnit. 


Kapitel IL. 


Ebene Kreisgeometrie. 


Von H. Liebmann in Leipzig. 


§ 1. Folgerungen aus dem Satz vom Peripheriewinkel. 


Die Kreisgeometrie ist geeignet, in gewissem Sinne den Uber- 
gang von der elementaren zur hdheren Geometrie zu vermitteln, 
indem sie aus Sitzen der Elementargeometrie Folgerungen zieht, 
die in der Art ihrer Formulierung auf die Ideengiinge der neueren 
Geometrie vorbereiten. So ergeben sich aus dem Satze, da8 im 
Kreis der Peripheriewinkel tiber einem gegebenen Bogen konstant 
ist, nimlich gleich dem halben Zentriwinkel tiber demselben Bogen, 
verschiedene Folgerungen, die hier als Grundlagen und Vorliufer 
fiir weitere Untersuchungen kurz zusammengestellt werden sollen. 

1. Lehrsate des Ptolemaeus: Im Sehnenviereck ist die Summe 
der Produkte der beiden Paare gegeniiberliegender Seiten gleich dem 
Produkte der Diagonalen. 

Beweis: Sei ABCD das Kreisviereck, so wird AC durch 
einen Punkt EF derart geteilt, daB << ABE = < DBC und folg- 
lich HBC =< ABD wird. Dann ist AABE~A DBO, 
A EBC~A ABD und somit 


woraus, da AH + HCO = AC ist, sich ergibt: 
AC: BD=AB-CD+BC.-DA. 


2. Erzeugung des Kreises durch Zuordnung von Strakl- 
biischeln. Sind A und B zwei gegebene Punkte, und ordnet man 
den Strahlen g durch A die Strahlen h durch B in der Weise zu, 
daB zunichst einem Anfangsstrahl g) ein bestimmter Anfangs- 
strahl hy entspricht, da ferner <C yg = Chk ist, und die 
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Drehung von g) nach g in demselben Sinne erfolgt wie die von 
hy nach h, so ergibt die Umkehrung des Satzes vom Peripherie- 
winkel, daB der Ort der Schnittpunkte P entsprechender Geraden 
g und h ein Kreis durch A und B ist; dem Strahl g = AB ent- 
spricht dabei die Tangente in B, dem Strahl h = BA die Tan- 
gente in A. Der Kreis ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen zweier gleichsinnig-kongruenter Strahlbiischel. 

3. Die Potenz. Legt man durch einen nicht auf der Peripherie 
des Kreises K gelegenen Punkt P zwei Sekanten, welche K in 


A, und B,, bezw. in A, und B, treffen, — man bezeichne so, 
daB, wenn P auerhalb liegt, die Reihenfolge PA, B, und PA, By 
ist — so sind auf Grund des Satzes vom Peripheriewinkel die 


Dreiecke PA, B, und PB, A, einander ihnlich, daher 
PA, - PB, = PA,- PB 


Dieses fiir alle Sekanten durch P konstante Produkt heiBt die 
Potenz des Kreises K im Punkte P; man versieht es mit negativem 
oder positivem Vorzeichen, je nachdem P innerhalb oder arfer- 
halb liegt. 

Fiir einen Punkt auferhalb ist die Potenz auch gleich dem 
Quadrat PT? oder PT,” der von P an den Kreis gelegten Tan- 
genten (Fig. 1, Seite 29), 

4, Die Ahnlichkeitspunkte und Ahnlichkeitsachsen. Zieht man 
yon den Mittelpunkten M, und M, zweier Kreise K, und K, 
parallele gleichgerichtete adie 


UP, | M;P,, 


so treffen sich die Verbindungslinien P,P, alle in einem Punkte 
A,, auf der verlingerten Zentrale, wie aus der Betrachtung ihn- 
licher Dreiecke folgt. Ist 7,, der Zentralabstand M, M, und ist 
etwa 7, <7, so liegt M, zwischen M, und Aj, und es ist 


ror re 
M, Ay = eae A M; Ay, = (et 
Liegt nicht ein Kreis véllig innerhalb des andern, so gehen 
durch A,, auch die gemeinsamen ' (auBeren) Tangenten, was wieder 
aus ihnlichen Dreiecken folgt. A; heiBt der dupere Ahnlichkeits- 
punkt der beiden Kreise K, ell Hee 
Zieht man durch M, a M, die Paare entgegengesetzt gerich- 


teter Radien | 
MP, | Pre, 
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so erhilt man als Schnittpunkt aller Geraden P,P, den inneren 
Ahnlichkeitspunkt J, auf der Zentrale und es wird 


"Tie 
oe, 
Seat 


Liegt K, auBerhalb K, (wie in Fig. 4, Seite 36, angenommen), 
so gehen durch J;, auch die gemeinsamen inneren Tangenten. 

Spater (§ 3,3) werden wir uns nochmals mit den Ahnlich- 
keitspunkten beschiftigen, hier wollen wir nur noch den Satz an- 
fiihren: Die sechs Ahnlichkeitspunkte von drei Kreisen liegen vier- 
mal zu je dreien auf einer Geraden, einer sogenannten Ahnlich- 
keitsachse. 

Betrachten wir nimlich das Dreieck M,2/,M, der Mittel- 
punkte, so liegt A,, auf M,M,, A,, auf M,M,, A;, auf M,M, 
und es ist 

A,, M, ili A,, M, Vp A,, M; Ys 


Udy, = 


Ay,M, 1,” A,,M, 1,’ A,, My, | #2 


daher 
A, M, : Ags Hy, : As, M; a Ay, Hy, ; Ass HU; ; As, M,; 


nach der Umkehrung des Satzes des Menelaos legen also 
Ajs, Ags, As, 


auf einer Geraden; diese ist die dufere Ahnlichkeitsachse. (Vel. z. B. 
Steiners Vorl. ib. synth. Geom., Teil 1, S. 9 ff.) 
Ebenso zeigt man, daB 


Ay, Fos, Is13 

Ti, Ass,  Is13 

Ji, Io3,  Agy 
auf je einer Geraden liegen. Fir diesen Satz bringen wir spiiter 
aus der Theorie der Kreisbiindel einen anderen Beweis (§ 3, 8). 


Die Siitze dieses Paragraphen gehéren samt und sonders der 
Geometrie der Alten an, nur das Wort Potenz stammt von Steiner. 


§ 2. Die Lehre von den Polaren. Steiners Lineal- 
konstruktionen mit festem Kreis. 


1. Die harmonische Eigenschaft der Beriihrungssehne. (Fig. 1.) 
Durch den Punkt P auBerhalb des Kreises K (Radius r) im Ab- 
stand MP =c>-r legen wir die beiden Tangenten, welche K in 
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T, und 7, beriihren mégen; die Zentrale MP bringen wir zum 

Schnitt mit dem Kreis (A, B) und mit der Beriihrungssehne T, Ty. 

@ ist die Mitte der letzteren. 
Das rechtwinklige Drei- 

eck MT, P, auf dessen Hypo- 

tenuse MP die Gerade 7; Q T, 

senkrecht steht, ergibt 

y? 

= 


QM = 


(P und Q heiBen inverse Punkte 
in bezug auf K, vgl. § 5, 2.) 
Es wird weiter 


r(¢—7r) 


ee) 


re+n) 
gp", 


Fig. 1. 


also 
AQ:QB=c—r:e+r=PA: PB. 


Unterscheidet man Strecken entgegengesetzter Richtung durch 
das Vorzeichen, setzt man also 


Q4=— AQ 
so folgt: 
QA PA QA-PB_ 
OP ePB = if, oder Guo PA ma 


Vier Punkte auf einer Geraden g, welche diese Bedingung 
erfiillen, hei8en harmonisch; man sagt auch: P und Q sind durch 
A und B, oder A und B durch P und Q harmonisch getrennt. 
Halftet A die Strecke PQ, dann liegt B unendlich fern; fallen A 
und B zusammen, dann fillt einer der beiden Punkte P und Q 
ebenfalls damit zusammen, die Lage des andern auf g ist vdllig 
_ unbestimmt. — 

Legt man durch P eine beliebige zweite Sekante, die mit der 
ersten den Winkel (in Fig. 1 ist » = 42 — a — 8) einschlieft, 
K in. A, und B,, 7,7, in Q, trifft, so wird 

P Jig 2 ce? — r? 
PQ, = PM.cosp  c¢-cosg_ 
Fallt man von Df auf die zweite Sekante das Lot, so folgt 


PA,+ PB. 
tt = ¢C:eos Q; 


= 
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§ 1, 8 endlich ergibt 
PA, : PB, = PA: PB= CSF 
Daraus folgt 


Q,4,:PB,  PB,-(Q,P—A,P) _ PB, (PA, — PQ) 
Q, By PA, PA, -(Q, P— B, P) PA, (PB, — PQ) 


2 3 LE fae 2 PA 
=(@-r)(1 a tee 7 (1 a 
— 4(PA, a Veit : 4(PB, — PA,)=—1. 


Ks ist also bewiesen: 

Schneidet man eine beliebige Sekante durch einen duperen 
Punkt P mit dem Kreis in A,, B, und mit der Beriihrungssehne 
in Q,, 80 ergeben sich vier harmonische Punkte PA, Q, By. 

2. Pol und Polare. Liegt P innerhalb K (PM = c¢ <r), und: 
man errichtet im Punkte Q, der zu P invers ist (QM = 7?: c), 
das Lot p auf QM, so ergibt die entsprechende Betrachtung, daB 
eine beliebige Gerade durch P den Kreis (in A, und B,) und p 
(in Q,) so trifft, daB PA,Q,B, wieder vier harmonische Punkte 
sind. Anders gefaBt: 

Legt man durch P alle miglichen Sekanten, die den Kreis in 
A’, B’ schneiden migen, so ist der Ort der vierten harmonischen 
Punkte Q', d. h. derjenigen Punkte Q’ auf den Sekanten, fiir die 

CAT BAGa Te 
OCR Ph s y 
eine Gerade p. 

Diese Gerade hei®t die Polare von P in bezug auf K, P ihr 
Pol. Thre Definition findet man in Pappus’ Collectionis liber VU, 
prop. 154. Die heutige Bezeichnungsweise stammt von Servois 
und Gergonne, Gergonnes Annalen 1 (1811), 337, 3 (1813), 
293. Die Polare steht auf der Zentrale MP senkrecht und geht 
durch den zu P inversen Punkt Q auf MP. Es folgt unmittelbar: 

Alle Geraden, welche durch einen Punkt P gehen, haben thre 
Pole auf der Polaren p von P; alle Punkle auf einer Geraden p 
senden thre Polaren durch den Pol P von p. 

Wendet man dies auf die Punkte P innerhalb K an und be- 
ricksichtigt die Bedeutung der Polaren von fiuSeren Punkten als 
Beriihrungssehne, so erkennt man, daf die Polare eines inneren 
Punktes der Ort der Schnittpunkte der beiden Tangenten ist, 
welche den Kreis K in seinen Schnittpunkten 7’, 7, mit irgend- 
einer durch P gelegten Geraden beriihren. 
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3. Konstruktion der Polare. Um die Polare von P zu kon- 
struieren (Fig. 1), zieht man zuerst die Zentrale, dann eine zweite 
Sekante durch P beliebig, bringt sodann BA, mit AB, zum 
Schnitt in H und AA, mit BB, in F. ~< BB,A und X BAB 
sind dann als Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser AB Rechte. 
Im Dreieck EBF sind EB, und FA, zwei Hiéhen, also ist A, 
das auf diesen beiden Linien liegt, der Héhenschnittpunkt, folglich 
ist BQ oder AP die dritte Héhe, und 


(1) QF 1 MP. 


Fiihrt man die Winkel < ABA, =< AB,A,=XQFA=8 
und < ABB, = ein und beriicksichtigt, daB 


xX PAA, == +8, KAA, P= a, 


so ergibt der Sinussatz 
Pe Pa pee a 


sine cos’ cosa  sinf’ 
also 
PA: PB = tang «a - tang B; 
anderseits ist 


AQ = FQ tang B, QB = FQ cota, 


also 
(2) PA: PB= AQ: QB (= tang a - tang B). 


Aus (1) und (2) zusammen folgt nach Nr. 2 dieses §, dag EF 
die Polare von P ist. Bei dieser Konstruktion ist auBer dem ge- 
gebenen Kreise K nur das Lineal benutzt worden (vgl. Nr. 5 
dieses §). Wendet man die harmonischen Higenschaften des 
vollstindigen Vierecks an, wie sie im folgenden Kapitel gegeben 
werden, so zeigt sich, da8 auch die erste Sekante PAB ganz will- 

_kiirvlich gewihlt werden darf; sie braucht nicht Zentrale zu sein; 
immer wird die Verbindungslinie der Schnittpunkte E (von AB, 
und BA,) und F (von AA, und BB,) die Polare von P sein. 
Vgl. Steiners Vorl. iiber. synth. Geom., 1. Teil, S. 24 ff. 

4. Involutionen auf dem Kreis. Zwischen den Punkten A, B; 
A,B, usw., die aus dem Kreis von den Sekanten durch einen 
festen Punkt P ausgeschnitten werden, besteht eine Beziehung, die 
Involution oder involutorische Zuordnung heiBt. Liegt P auBer- 
halb, so entsprechen 7, und Z, sich selbst (sie bilden die Doppel- 
punkte der Involution). — 
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Vier harmonische Punkte auf einer Geraden werden von 
einem Punkte S auBerhalb durch harmonische Strahlen projiziert. 
Die letzteren haben die Higenschaft, jede Gerade, die nicht durch 
ihren gemeinsamen Punkt geht, in vier harmonischen Punkten 
zu treffen. Verbindet man (Fig. 1) etwa 7, oder 7, mit P, Q, 
A, und B,, so erhalt man, weil ja P, A,, Q, B, vier harmonische 
Punkte sind, demnach vier harmonische Strahlen; nimmt man noch 
eine beliebige Sekante durch P, die K in A’ und B’, 7, 7, in Q’ 
trifft, so sind auch 7, P, 7,4’, 7,7, 7B’ immer vier harmo- 
nische Strahlen. 

Projiziert man jetzt 7, A’ 7, B’ von einem andern Punkte S 
der Peripherie aus, so lassen sich die Strahlen 7, P (Tangente in 
T,), T,A’, T,T,, T,B’ durch Bewegung (vgl. § 1, 2) mit ST,, 
SA’, ST,, SB’ zur Deckung bringen; diese letzteren sind also 
ebenfalls harmonisch. 

Allgemein heift die Zuordnung der Strahlen, welche entsteht, 
wenn man die Punktepaare einer Involution auf dem Kreise (A’ B’) 
mit einem Punkte S der Peripherie verbindet, die der Involution 
der Punkte auf dem Kreis zugeorduete Strahleninvolution. 

Liegt P, der Schnittpunkt aller die Involution bestimmenden 
Sekanten, auBerhalb, so heiBt die Involution hyperbolisch, und es 
gibt dann, wie wir sahen, immer zwei reelle Doppelelemente, d. h. 
bei der Zuordnung sich selbst entsprechende Punkte bzw. Strahlen. 
Jedes Paar zugeordneter Elemente wird durch die Doppelelemente 
harmonisch getrennt, wie aus den vorausgeschickten Auseinander- - 
setzungen hervorgeht. 

Liegt P innerhalb, so heiBt die Involution elliptisch, es gibt 
dann keine reellen Doppelelemente. — 

Involutionen der Punkte einer Geraden werden durch Involu- 
tionen eines Strahlbiischels ausgeschnitten. Die weitere Theorie 
der Involutionen gehért in die projektive Geometrie (Kap. IIL), wo 
von anderen Definitionen ausgegangen wird. 

5. Die Sieimerschen Konstruktionen mit dem Lineal bei ge- 
gebenem festem Kreis. Auf die Polarentheorie stiitzen sich die von 
J. Steiner angegebenen ,,Constructionen ausgefiihrt mittelst der 
geraden Linie und eines festen Kreises“. (Berlin 1833, Werke 1, 
461, Ostwalds Klassiker Nr. 60.) 

Um z. B. von M, dem Mittelpunkt des gegebenen Kreises, 
ein Lot auf eine beliebige Gerade g zu fallen, wird man zuniichst 
den Pol P von g als Schnittpunkt der nach Nr. 3 dieses § zu 
konstruierenden Polaren p, und pg zweier Punkte P, und P, auf 
g finden; PM steht auf g senkrecht. 
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Zu einem Durchmesser A MB konstruiert man die Parallele, 
die den gegebenen Punkt P enthiilt, mit Hilfe der Umkehrung des 
bekannten Satzes: Die Mitten der Abschnitte paralleler Geraden 
zwischen zwei gegebenen Geraden g und h B 
liegen auf einer Geraden, die durch den We 
Schnittpunkt von g und’ geht; auf dieser ve 
Geraden liegen auch die Schnittpunkte der 
Sekanten (z. B. S, A und PB in Fig. 2), 
welche die Endpunkte der parallelen Ab- 
schnitte verbinden. Hs ergibt sich die Kon- ze 
struktion: Man verbindet P mit Aund B, 90-7" 
nimmt S auf PA beliebig an, zieht noch ag eas 
SM, SB, PB; darauf AS,, eolehe Gerade Fig. 2. 

SBinS, trifft, dann ist PS, zu A B parallel. 

Hiernach kann man auch von einem bcliebigen Punkte P aus 
das Lot auf cine belicbige Gerade g fallen, namlich zuniichst fallt 
man das Lot von M aus, und dann zieht man durch P die Pa- 
rallele. — Mit diesen Aufgaben sind auch alle anderen Aufgaben 
der metrischen Geometrie, soweit sie nur gerade Linien betreffen, 
lésbar, wie man aus der Steinerschen Abhandlung ersehen kann. 


§ 3. Kreisbtischel, Kreisbiindel und die Aufgabe des 
Apollonius, 


An das Problem des Apollonius hat die Entwicklung der 
modernen Kreisgeometrie angekniipft, zu der Gaultier in einer 
Arbeit tiber jenes Problem (Journ. ccole polyt., Cah. 16 (1813), 
124) den Grund gelegt hat. Hieran schlieBt sich Steiner (Kinige 
gcometrische Betrachtungen, Werke 1, 17). Das Néhere hieriiber 
_ findet man in dem Bericht von Kotter itiber die Kntwicklung der 
synth. Geometrie, Math. Ver. 5, 1901. 

1. Elliptische und hyperbolische Kreisbiischel. Unter einem 
elliptischen Kreisbiischel versteht man die Gesamtheit der Kreise, 
die durch zwei feste Punkte A und B gehen. Durch jeden anderen 
Punkt P geht ein Kreis des Biischels. Das Mittellot der Strecke 
AB ist die Zentrale des Biischels, auf der die Mittelpunkte aller 
Biischelkreise liegen. Die Linie AB, die Chordale des Biischels, 
hat die Eigenschaft, daB in einem beliebigen Punkte S von ibr 
die Potenz fiir alle Kreise des Biischels dieselbe, nimlich = SA- SB, 
ist. Sie heiBt deswegen auch die Potenzlinie des Biischels. 

Legen wir an einen beliebigen Kreis K des Biischels (Mittel- 
punkt M) in einem Punkte P die Tangente, die AB in M’ trifft, 


Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 3 
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und schlagen um M’ mit M’P als Radius den Kreis K’, der AB 
in S, und 8S, trifft, so wird (Fig. 3) 


M’ P? = W'S? = M’S,? = M’A-U'B, 
also werden A, B harmonisch getrennt durch S,,S,. Ferner wird 
Xx BS,P=XS8,PM'=XS8,PB4+ BPM’ =<X8,PB+S8,AP; 
anderseits ist dieser Winkel als AuSenwinkel des Dreiecks AS, P 
= ~S,PA+ x8, AP, 


also wird << 8, PB = <8, PA, d.h. S, liegt auf der Halbierungs- 
linie des Winkels 
APB=y und ana- 
log S, auf der Hal- 
bierungslinie des 
Nebenwinkels. 

Da ferner die 
Tangente PDI’ des 
Kreises K der Ra- 
dius des Kreises K’ 
ist, schneiden die 
beiden Kreise ein- 
ander rechtwinklig. 

Durch jeden 
Punkt P geht ein 
Kreis K und ein Kreis K’, und jeder Kreis K trifft jeden Kreis K’ 
senkrecht. 

Die Gesamtheit der Kreise K’, zu denen als Ausartungen 
(Nuilkreise, d. h. Kreise vom Radius Null) auch die Punkte A 
und B gehéren, heift ein hyperbolisches Kreisbiischel. 

Fiir einen Punkt M auf der Zentrale des Biischels (K) ist 
die Potenz aller Kreise K’ demnach konstant, gleich dem Quadrat 
des Radius desjenigen Kreises K, dessen Mittelpunkt M ist; d.-h.: 

Die Zentrale des Biischcls K ist die Potenzlinie des Biischels 
K’ (und umgekehrt: die Potenzlinie des Biischels K Zentrale des 
Biischels K’). 

Zwei Kreise K, und K, haben stets eine gemeinsame Potenz- 
linie, sie bestimmen ein elliptisches Biischel, wenn sie sich schnei- 
den, ein hyperbolisches, wenn sie sich nicht schneiden. Beriihren 
K, und Ky, einander in A, so bestimmen sie ein parabolisches 
Biischel; dies besteht aus der Gesamtheit aller Kreise, die K, in A 
beriihren. 


Fig. 3. 
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Die Potenzlinie von K, und K, kann man, wenn K, und Ky 
einander nicht schneiden, dadurch finden, daB man K, und K, mit 
einem beliebigen dritten Kreis K, zum Schnitt bringt; die beiden 
Chordalen von K, und K, und von K, und K, treffen sich in einem 
Punkt, in dem K,, K, und Ky, gleiche Potenz haben (Potenzpunkt 
von K,, K, und K;). Die Potenzlinie von K, und K, ist dann 
das Lot von diesem Potenzpunkt auf die Zentrale M, M,, und ein 
Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Potenzlinie liegt, und der K, 
senkrecht schneidet, trifft M,M, in den Nullkreisen des durch K, 
und A, bestimmten hyperbolischen Bischels. 

2. Kreisbiindel. Die Gesamtheit aller Kreise, welche in einem 
Punkte O dieselbe Potenz haben, heiBt ein Kreisbiindel. Ist die 
Potenz positiv (c*), so schneiden die Kreise einen festen Kreis mit 
dem Mittelpunkt O und dem Radius ¢, den Or'thogonalkreis, senkrecht 
(Orthogonalbiindel). Der Orthogonalkreis kann in eine Gerade aus- 
arten, das Biindel besteht dann aus allen Kreisen, deren Mittel- 
punkte auf dieser Geraden liegen, oder in einen Punkt (¢ = 0), 
das Biindel besteht dann aus allen Kreisen durch diesen Punkt 
(Nullbiindel). 

Ist die Potenz in O negativ (— c*), so besteht das Biindel 
aus allen Kreisen, welche den Kreis mit dem Mittelpunkt O und 
dem Radius ¢ (Diametralkreis) in den Endpunkten eines Durch- 
messers treffen (Diametralbiindel). 

Da die Potenzlinie zweier Biindelkreise K, K, stets durch O 
gehen muf, so haben umgekebrt alle Kreise des Bischels (K,, K,) 
in O dieselbe Potenz: Je zwei Biindelkreise bestimmen ein Biischel, 
welches dem Biindel volistindig angehért. 

Ferner: Haben K, und K, gleiche Potenz sowohl in O, wie 
in O,, so miissen alle Kreise, welche sowohl in O, wie O, dieselben 
Potenzwerte haben wie K, und K,, dem Biischel K, und Ky an- 
gehoren: 

Alle Kreise, die zwei Biindeln gleichzeitig angehoren, bilden 
ein Biischel. 

3. Der Winkel zweier Kreise. Ziehen wir von den Mittel- 
punkten M/,, 1/7, zweier Kreise die Radien nach einem ihrer Schnitt- 
punkte M7, S (=7,), M,S(=72), so ist der Schnittwinkel p definiert 
als Supplement des Winkels M,SM,, daher: 


2 ee es 
Tighe Noe 


COS — 
ue Qn, , 


Nach dieser Definition bilden zwei Kreise, die einander be- 
riihren, entweder den Winkel Null, wenn nimlich der Berithrungs- 
3* 
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punkt zwischen den Mittelpunkten liegt (r1, = 7, + 72), oder den 
Winkel x, wenn der Beriihrungspunkt auBerhalb liegt (7,27, —1). 
Die Gesamtheit aller Kreise K’, welche K, und K, unter 
@, gleichem Win- 
kel treffen, oder 
unter Winkeln, 
1 die einander zu 
A,, zwei Rechten er- 
: ginzen, hiangt 
aufs engste zu- 
sammen mit den 
Ahnlichkeits- 
punkten A,,,Ji9 
(§ 1, 4). 
Legen wir durch A,, eine Sekante (Fig. 4), welche K, in 
P,Q, trifft und K, in P,Q,, so daB (§ 1, 4) 


NG eNO Bh 2% YM, Q, || Me Qe; 


2 Fig, 4. 


so ist 
K Q, P.M, =a + y, 


KP, O15 = KOPP UW, =a + 7. 


Hieraus folgt, daB <¢ M, P, MW’ = < U,Q,M’, wenn U’P, = N’Q, 
ist, daB also jeder Kreis K’ durch P, und Q, (oder auch durch Q, 
und P,) K, und K, unter gleichen Winkeln trifft. 

Die leicht zu beweisende Umkehrung lautet: Trifft K’ die 
Kreise K, und K, unter gleichen Winkeln, so gehen zwei der Ver- 
bindungslinien der vier Schnittpunkte von K’, K, und K’, K, durch 
den duBeren Ahnlichkeitspunkt Aj, . 

An Stelle von A,, tritt J, wenn die Winkel (K’X,) und 
(K’ K,) supplementiir sind. 

Legt man durch P, und Q, im besondern den Kreis, welcher 
K,, daher auch K, auf der Zentrale M, My trifft, so erkennt man, 
dap die Poteng aller Kreise K’ fiir Ay, konstant ist, nimlich 


ee re ee 
Aye Ps AysQ) = Aye P, - Aye = les 3 +n) FS ze F 15) 


aber auch 


BS pa pein en C 
fea oer 
(die gleichstehenden Vorzeichen gehdren zusammen). 


' Alle Kreise K’, welche K, und K, unter demselben Winkel treffen, 
gchiren einem Biindel mit dem Potenzpunkt A,, und der Potenz 
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Te 
M19 fis) SE meas i} 

an. Hiervon gilt auch die Umkehrung. Der Orthogonalkreis des 
Bindels heiBt der (auBere) Steinersche Potenzkreis. 

Dem Biindel gehéren im besondern auch die K, und K, senk- 
recht schneidenden und die gleichsinnig berithrenden aie an. 

Alle Kreise, welche E 
i Ke, Ay; drei mpeliebis 
gegebene Kreise, unter 
gleichen Winkeln treffen, 
bilden, weil sie zwei 
Biindeln angehéren, ein 
Biischel (Nr.2 dieses Para- 
graphen), und nach dem 
letzten Satz liegen sowohl 
Ay, wie A, und ~A,, 
auf der Potenzlinie des 
Biischels, womit der Satz 
in § 1, 4 new bewiesen ist. 

Von den = andern 
drei Ahnlichkeitsachsen 
ist z. B. Aj .JogJ3, die 
Potenzlinie des Kreis- 
biischels, welches K, und Fig. 5. 
4, unter gleichen, K, und 
K,, daher auch K, id K, unter supplementiren Winkeln trifft, usw. 

4. Die ‘Apiiteinlsche Aufgabe. Wir kénnen jetzt cithe die 
Apollonische Aufgabe lésen, die Kreise K zu bestimmen, welche 
‘drei Kreise K,, K,, K, beriihren. Weil Bertihrung in doppelter 
Weise méglich ist, Ae es acht solcher Kreise, entsprechend den 


Winkeln P i , 
(K’K,) (K’K,) (K's) 


Saga aoasdzo 


BNAOTRwWd 
acaoccya 
acca aogo 


Wir konstruieren hier (Fig. 5) das erste Kreispaar (0, 0, 0) 
und (x, =, =), diese beiden gehdren einem Biischel an, von dem 
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wir bereits in drei Punkten A,,.A,;A;, die Potenz kennen. Hier- 
nach kann die Konstruktion schon ausgefiihrt werden. Da im be- 
sondern der Orthogonalkreis K, von K,, K, und K; dem Biischel 
angehért, so ist das von dem Potenzpunkt S der drei gegebenen 
Kreise auf die Potenzlinie des Biischels, d.h. die dupere Ahnlich- 
keitsachse gefdllte Lot die Zentrale der gesuchten Kreise. 

Wird ferner K, von K (0, 0, 0) in U beriihrt, und trifft die 
gemeinsame Tangente die auBere Abnlichkeitsachse a in Q, so 
haben in Q einerseits K, und K, andrerseits K und K, dieselbe 
Potenz; durch Q geht also auch die Chordale von K, und K,, 
da S der Pol dieser Chordalen in bezug auf K, ist und andrerseits 
U der Pol von UQ, so ist SU die Polare von Q in bezug auf K, 
(§ 2,2), enthalt also den Pol A, von a. Man hat also, um U zu 
finden, nur den Pol A, von a in bezug auf K, zu konstruieren 
und mit S zu verbinden. Der eine Schnittpunkt U dieser Geraden 
mit K, ist der Berithrungspunkt mit K (0, 0, 0); der andere V 
der Berihrungspunkt mit K’ (2, 7,7). Weil aber die Zentrale 
der Kreise K und K’ bereits konstruiert ist, hat man unmittel- 
bar die Mittelpunkte und die Kreise selbst. 

Die sechs weiteren Kreise sind paarweise eitsprechend zu 
finden; an Stelle von a treten hier die drei weiteren Ahnlichkeits- 
achsen (siehe § 1 am Ende). 

Fir die weitere Entwicklung dieser Probleme sind charak- 
teristisch die folgenden Arbeiten: Gergonne, Ann. de math. 7 
Tey. 289, Durrande, ibid. 11 (1821), 1, Poncelet, ibid. 11 
(1821), 317, Fr. Neumann, Okens Isis 1826, p. 349, 466, 
Pliicker, <Analytisch geometrische Entwicklungen 1828, 1831, 
Journ. f. Math. 10 (1833), 293 (Abhdign. I, 251), Darboux, 
Ann. éc. norm. (2) 1 (1872), 323, Frobenius, Journ. f. Math. 
79 (1875), 185, Study, Math. Ann. 49 (1897), 497. 


§ 4. Das Malfattische Problem. 


Hin anderes Beriihrungsproblem, das Malfattische, besteht 
in der Aufgabe (vgl. Mem. della Soc. Ital. Modena 101 (1803), 235): 
Es sollen in einem Dreieck drei Kreise gezeichnet werden, von denen 
jeder die beiden andern und zwei Dreiecksseiten beriihrt. 

Steiner gab eine suBerst elegante Lisung dieser Aufgabe 
(Werke 1, 35), fiir die Schréter die Begrimdung nachtrug (Journ. 
f. Math. 77 (1874), 230). Die folgende trigonometrische Lisung 
riihrt von Schellbach (Journ. f. Math. 45 (1853), 91) her: 

Die Seiten des Dreiecks seien a, b, c (a+ b+ ¢ = 2s), die 
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‘gogentiberliegenden Winkel «, 8, y. Gesucht sind (Fig. 6) die Ab- 
stiinde 
AF, =AE,=2, BF,=BD,=y, CE,=CD,=2z 


der Beriihrungspunkte der gesuchten Kreise (Radien 7,, 72, 73) von 
den Kcken. Es ergibt sich: 


",) = x tang 


no | 


BS r, =y tang 5, ry =e tang Z, 
auBSerdem 
D,D, = Vrs + 75)? — (%_ — ¥3)? = 2V 7975, 


E, By = 215, FF, = 2V 1,75. 
Da a= BD, + D,D, + D,C, wird 


QQ) a=y+et 2Vyz// tang & tang 2. 


Die weitere Rechnung vereinfacht sich, wenn man als gegebene 
GréBen Hilfswinkel 2, uw, v einfihrt durch 


@ = Ss sin’ i, 
b=ssin’ p, 
c=s sin? v, 

und als gesuchte GrdBen 


Hilfswinkel gp, 4, w 
durch 


Z=ssin’ o, 


y= ssin® x, 


z=ssin? wp. 


Benutzt man jetzt die trigonometrischen Formeln 


Raye 
tang foe — /E=DE— 9) Wiis!) usW., 


8 (8s — a) 
so folgt aus (1) 
(2) sin? 4 = sin? y + sin? w + 2 sin x sin y cos A, 


wozu zwei entsprechende Gleichungen treten. 
Nach (2) liegt im Dreieck mit den Seiten sin 4, sin y, sin p 
der ersten Seite der Winkel 7 — A gegeniiber, die beiden andern 
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Winkel sind, wie der umbeschriebene Kreis zeigt, 4 und y. Also wird 
w—h+y+ p=n, oder 

ye i 1 —— A, 
und ebenso 


PY Tis, 
oder, wenn gesetzt wird 
domdtuty, 
p=o—d, yro—p, peo—y. 


Hieraus folgt z. B. fiir D, folgende Konstruktion: Uber 
BS =s als Durchmesser wird der Halbkreis konstruiert, ferner 
BU =b, BV = ¢ abgetragen, in U, V, C die Lote auf der Grund- 
linie errichtet und mit dem Halbkreis zum Schnitt gebracht 
(U’, V’, C’). Die zu den Bogen BC’, BU’, BV’ gehorigen Zentri- 
winkel sind dann 24, 2u, 2v. MM’ sei der Punkt, zu dem der 
Zentriwinkel 26 gehort, I’ D,’ gleich BU’; dann gehért zu BU’ 
der Zentriwinkel 2(¢ — mu) (= 24), und es trifft das von D,’ auf 
BC gefallte Lot BC im gesuchten Punkt D,; denn 


xX BD, D, =X BSD, = 4, 


so kommt 


also 
BD, =s'sin7y. 


Hiermit ist der in D, und F, bertihrende Malfattische Kreis ge- 
funden, die andern ergeben sich entsprechend. 

Auf die Kugel ist das Malfattische Problem erweitert von 
F. Mertens, Journ. f. Math. 76 (1873), 92: 

Literatur zu diesen Problemen findet man bei Simon, Be- 
richt tiber die Entwicklung der Elcmentargeometrie (Math. Ver., 
Erg.-Bd. 1, 1906, S. 97), Wolffing, Math. Biicherschatz, Leipzig 
1903, 8. 222 ff. Man vgl. ferner, auch zu dem folgenden, den 
Bericht von E. Kétter (Math. Ver. 5 (1901), 107). 


§ 5. Die stereographische Projektion und die Kreis- 
verwandtschaften. 


1. Die stereographische Projektion der Kugel. So heiBt die 
Abbildung der Kugel, welche entsteht, wenn man die Punkte Q 
der letzteren mit einem festen Punkt N (Nordpol) verbindet, und 
den Strahl VQ in P zum Schnitt bringt mit einer Ebene, welche 
auf der durch N gehenden Kugelachse senkrecht steht. Als Pro- 

-jektionsebene wihlt man am besten die Aquatorebene. Ist O der 
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Mittelpunkt, a der Radius der Kugel, S der Stidpol, so sind die 
rechtwinkligen Dreiecke NQS und NOP einander shnlich, daher 


NP -NQ= 2a? = constans. 


Was wird das Bild eines Kreises auf der Kugel? @Q sei ein 
bestimmter Punkt, Q, ein beliebiger Punkt dieses Kreises. Legt 
man durch den Kreis und das Bild P von Q eine Hilfskugel, so 
treffen die Strahlen NQ, die Hilfskugel zum zweiten Mal in den 
Punkten P,, fiir die (§ 1, 3) 


N OPN BNO GN P20 07 


d.h. P/ fallt mit dem Bild P; von Q; zusammen; das Bild des 
Kreises auf der gegebenen Kugel ist also der Schnitt der Hilfs- 
kugel mit der Aquatorebene: Durch die stereographische Projektion 
bilden sich die Kreise der Kugel auf Kreise in der Ebene ab. (Die 
Bilder der Kreise durch N werden Gerade.) 

Legt man durch Q und N die beiden Kreise k,kg auf der 
Kugel, welche in @ vorgeschriebene Tangenten haben und den 
Winkel  einschlieBen, so entspricht diesem Winkel in der Pro- 
jektionsebene der Winkel, welchen die Schnittgeraden der k, und k, 
projizierenden Ebenen und der Projektionsebene bilden, er ist gleich 
dem Winkel der Geraden, welche von den projizierenden Ebenen 
aus der Tangentialebene NV ausgeschnitten werden, oder gleich dem 
Schnittwinkel von k,k, in N, d.h. auch ihrem Schnittwinkel in Q. 
Die stereographische Projektion ist mithin winkeltreu. Den Kreis- 
biischeln der Ebene entsprechen auf der Kugel Kreise; deren 
Ebenen gehen durch eine Gerade, die die Kugel trifft oder nicht 
trifft, je nachdem das Biischel elliptisch oder hyperbolisch ist; die 
Kreise eines Biindels in der Ebene sind Bilder von Kreisen auf 
der Kugel, deren Ebenen durch einen Punkt gehen, der aufSerhalb 
(Orthogonalbiindel), innerhalb (Diametralbiindel), auf der Kugel 
(Nuillbiindcel) liegen kann. 

Die Sa&tze tiber Biindel und Biischel § 3, 2 entsprechen den 
einfachen Beziehungen von Ebenen und Geraden. 

Der Strahl, der N mit dem Mittelpunkt eines Kreises (K,) in 
der Ebene verbindet, geht durch die Spitze des Kegels, welcher 
die Kugel lings des (K,) entsprechenden Kreises beriihrt. 

2. Die Inversion. Projiziert man den Punkt @ auf der Kugel 
vom Nordpol stereographisch in P und ebenso Y vom Siidpol aus 
in P,, so wird 


OP,: OS = ON: OP, 


oder 
= OP OP, = 
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P und P, sind inverse Punkte (§ 2,1), die entstehende Re- 
ziehung zwischen P und P, ist in der Ebene so definiert: 

Gegeben ist ein Kreis vom Radius a mit dem Mittclpunkt O. 
P und sein Bild P, liegen auf demselben Strahl durch O, und die 
Entfernungen OP = r und OP, = 1, slehcn in der Beziechung 


rer =o. 

Diese Abbildung hei8t Inversion, auch Transformation durch 
reziproke Radien oder Spiegelung am Inversionskreis (O, a). 

Die Art, wie wir die Inversion durch doppelte stereogra- 
phische Projektion gefunden haben, gibt den Satz: 

Die Inversion ist eine eindeutige Abbildung, die Kreise als 
Kreise darstellt und winkeltreu (konform) ist. 

Elliptische Kreisbiischel (Kreise durch A, B) gehen iiber in 
elliptische Kreisbiischel (Kreise durch die Bilder A,, B, von A, B), 
hyperbolische Kreisbiischel, die aus den Orthogonalkreisen ellip- 
tischer Biischel bestehen, gehen bei der winkeltreuen Abbildung 
wieder in hyperbolische Kreisbiischel tiber; Kreisbiindel gehen in 
Kreisbtindel tiber. 

Die Eigenschaften der Inversion hitten auch leicht ohne 
Anwendung der stereographischen Projektion begriindet werden 
kénnen, man wiirde zuniachst aus 


ee 
rr, =a 


ableiten, daB Kreise, welche den Inversionskreis senkrecht schnei- 
den, also in O die Potenz a? haben, in sich tibergehen, weiter, 
daB Gerade in Kreise durch O iibergehen und umgekebrt. 

Aus § 3,3 erkennt man sofort, daB O der iuBere Abnlich- 
keitspunkt des Kreises K und seines Bildkreises ist, und der In- 
versionskreis der iuBere Steinersche Potenzkreis. 

3. Der Steinersche SchlieBungssatz. Schneiden zwei Kreise 
K, und Ky, einander nicht, und sind A und B die im hyperbo- 
lischen Biischel K, K, enthaltenen Nuilkreise (§ 3, 1), so wird 
nach Nr. 2 eine Inversion mit dem Zentrum A (oder B) das 
orthogonale hyperbolische Biischel in gerade Linien durch den 
Bildpunkt von B (oder A) verwandeln, K, und K, daher in kon- 
zentrische Kreise K,’, K,’. 

Gibt es nun eine Reihe von Kreisen k, ky... k,,, welche sdimt- 
lich K, und Ky beriihren, und von denen jeder den folgenden, der 
letzte, k,, aber wieder den ersten, k,, beriihrt, so werden bei der In- 
version daraus kongruente Kreise k,'k,' ...k,/, welche wieder K,’ 
und K,’ bertihren, und von denen jeder den folgenden beriihrt. 
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Dreht man die Kette der Kreise &’ um den Mittelpunkt von 
K,’ und K,’, wobei der Drehwinkel véllig beliebig ist, so erhilt man 
durch die Inversion wieder eine Kreiskette x,%,...%, von der- 
selben Beschaffenheit wie k,k,...k,, d. h.: Konstruiert man 
unter der oben ausgesprochenen Voraussetzwng irgendcinen Kreis % 
der K, und Ky beriihrt und mit keinem der Kreise k, zusammen- 
fallt, dann anschlieBend x, der K, K, und x, beriihrt, usw., so be- 
rihrt x, wieder x,; die Figur schlirBt sich immer, bei beliebig ge- 
wahltem Anfangskreis x,. Dieser SchlieBungssatz riihrt von Steiner 
her (Werke 1, 43). 

Statt zu fordern, daf& die Kette k,...k, zwei bestimmte 
Kreise K,K, beriihrt, kann man auch allgemeiner voraussetzen, 
da8& jeder Kreis k,...k, je zwei bestimmte (fiir jedes k, ver- 
schiedene) Kreise eines hyperbolischen Biischels beriihrt; die 
SchluBweise andert sich dadurch nicht. 

4. Die allgemeime Kreisverwandtschaft. Die Lehre der all- 
gemeinen Kreisverwandtschaficn ist von F. Mobius aufgestellt 
(zuerst Leipz. Ber. 5 (1853), 14, 176, dann ausfiihrlich Leipz. 
Abh. 2 (1855), 529, Gesammelie Werke 2, Leipzig 1886, S. 205, 
219, 243), und gezeigt worden, daf die allgemeinste Kreisverwandt- 
schaft, d. h. eindeutige Punkttransformation der Ebene, bei der 
Kreise wieder in Kreise (oder teilweise in gerade Linien) tiber- 
gehen, sich aus Inversion, Bewegung, Spiegelung und &hnlicher 
Vergré8erung (Ahnlichkeitstransformation) aufbauen lift. — Wir 
gehen hierauf nicht ein, ebensowenig auf die imaginiren Kreise, 
die Moebius in einer klassischen Arbeit (Leipz. Ber. 9 (1857), 
38, Werke 2, 315) behandelt hat. 

Bei der Inversion kehrt sich der Umlaufssinn eines Kreises 
um; durchliuft P die Kreisperipherie A positiv, d h. so daB das 
Innere zur Linken bleibt, so durchlauft P, die Peripherie K, ne- 
gativ, so da das Kreisinnere zur Rechten liegt. 

Man fiihrt daher, und das ist fiir die héhere Kreisgeometrie 
wichtig, orientierte Kreise ein; ein und derselbe Kreis ist zu zer- 
spalten in zwei Kreise K, und K_ von entgegensetztem Um- 
laufssinn. 

Beim positiven Umlauf ist das Kreisinnere zur Linken, beim 
negativen zur Rechten. A, und K_ kann man durch das Vor- 
zeichen des Radius unterscheiden. Laguerre (Nowv. Ann. 1882, 
1883, Guvrcs 2, p. 608, 651) hat die orientierten Kreise Zykeln 
genannt. Er stellt ihnen die orientierten Geraden als Halbstrahlen 
zur Seite und gelangt dann zu einer bemerkenswerten, der In- 
version analogen Beziehung, die durch einen Zykel zwischen den 
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Halbstrahlen einer Ebene vermittelt wird, und die er als Trans- 
formation durch reziproke Halbstrahlen bezeichnet: Entsprechende 
Halbstrahlen schneiden sich hierbei auf einer festen Achse, der 
Transformationsachse, und sind gleichgerichtet mit zwei Tangenten 
des Zykels, d. h. zwei mit dem Umlaufssinne des Zykels tiberein- 
stimmenden und den Zykel beriihrenden Halbstrahlen, deren Be- 
riithrungspunkte mit einem festen Pole in gerader Linie liegen. 
Parallelen Halbstrahlen entsprechen wieder parallele Halbstrahlen, 
und irgend zwei Paare entsprechender Halbstrahlen sind Tan- 
genten eines Zykels. Gleitet ein Halbstrahl an einem beliebigen 
Zykel entlang, so umhiillt der entsprechende Halbstrahl einen 
anderen Zykel. Die Transformationsachse ist immer die Potenz- 
linie der beiden Zykeln, und ihre gemeinsamen Tangenten sind 
den aus dem Pol an den Grundzykel gelegten Tangenten, den 
»Haupttangenten“, parallel. Insbesondere folgt: Den Halbstrahlen, 
die durch einen Punkt P gehen, entspricht ein (so dem Punkte P 
zugeordneter) Zykel a. Die Tangenten, die von P an x gehen, 
sind den Haupttangenten parallel und werden durch die Trans- 
formationsachse halbiert. Die Radien der Zykeln, die man so er- 
halt, sind den Abstinden ihrer Mittelpunkte von der Trans- 
formationsachse proportional. Irgend zwei einander entsprechende 
Paare von Zykeln haben gemeinsame Tangenten von gleicher 
Linge. 

Sind a, 6 die Winkel, welche ein Halbstrahl mit den von 
einem seiner Punkte an einen Zykel gehenden Tangenten ein- 
schlieBt, so ist: 

saitngcdncsal 9 


a 
tang 5 tang Se rere 


wenn 7 der Radius des Zykels und p der Abstand seines Mittel- 
punktes von dem Halbstrahl ist, positiv gerechnet, wenn der 
Halbstrahl eine positive Umkreisung des Mittelpunktes festlegt, 
negativ im entgegengesetzten Falle. Dieses Produkt, das sonach 
fiir alle Punkte eines Halbstrahls dasselbe ist, heiBt nach Epstein 
(Zischr. f. math. Unt. 37, 1906, 499) die Potenz des Hatbstrahls 
bez. des Zykels. Der gewéhnlichen Potenzlinie ist hier ein Potenz- 
punkt analog, durch den alle Halbstrahlen von gleicher Potenz 
bez. zweier Zykeln hindurchgehen. Dies ist der Schnittpunkt der 
beiden gemeinsamen Tangenten der Zykel, d. h. ihr Ahniichkeits- 
punkt. 

Die Apollonische Beriihrungsaufgabe verindert sich bei Hin- 
fiihrung der Zykeln derart, daB zu drei Zykeln nur zwei sie alle 
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bertihrende Zykeln existieren kénnen, da die Berthrung auch 
immer gleichen Richtungssinn an der Beriihrungsstelle (als ob es 
sich um rotierende Friktionsriider handelte) einschlieBt. So haben 
zwei Zykeln auch héchstens zwei gemeinsame Tangenten und 
einen Ahnlichkeitspunkt, drei Zykeln also eine einzige Ahnlichkeits- 
achse. Die Lésung des Apollonischen Problems, die sich aus der 
Laguerreschen Theorie ergibt, findet man in dessen Cuvres 2, 
p. 618, und bei Epstein, l.c. 

Alle Zykeln, die zwei gemeinsame Tangenten besitzen, bilden 

eine Zykelreihe. Die Zykeln, deren Radien zu den Abstinden der 

Mittelpunkte von einer festen Achse a in einem konstanten Ver- 
hiltnisse stehen, bilden ein Zykelnetz. Fir irgend drei Zykel des 
Netzes ist die Achse a die Ahnlichkeitsachse. In dem Zykelnetz 
sind doppelt unendlich viele Zykelreihen enthalten. 

Die Laguerresche Linieninversion kann dadurch gekenn- 
zeichnet werden, da8B sie die Punkte der Ebene in die Zykeln 
eines Netzes transformiert. Sie ist im Lieschen Sinne eine Be- 
rihrungstransformation und als solche von Scheffers, Leipz. Ber. 
51 (1899), 145, elementar behandelt worden. Aus dem Begriff 
der Linienpotenz folgt sofort, daB die Winkel a, B, die zwei 
korrespondierende Halbstrahlen mit der Transformationsachse a 
bilden, durch eine Relation 


tang = tang a = const. 

verkniipft sind. Da die Halbstrahlen sich ferner auf a schneiden, 
ist die Linieninversion so véllig bestimmt. Statt des Zykels, aus 
dem Laguerre sie ableitet, kann ein beliebiger Zykel aus einem 
bestimmten Netz mit der Achse a verwendet werden. Die Linien- 
inversion transformiert jede Zykelreihe in eine Zykelreihe, jedes 
Zykelnetz in ein Zykelnetz. 

Die Zykeln einer Ebene kénnen mit den Punkten des Raumes 
in eindeutige Beziehung gebracht werden, indem man in ihrem 
Mittelpunkte auf ihrer Ebene ein Lot gleich ihrem Radius (bei 
positivem Radius nach oben, bei negativem nach unten) errichtet 
und dem Zykel den Endpunkt dieses Lotes zuweist. Dann ent- 
sprechen den Zykelreihen die geraden Linien, den Zykelnetzen die 
Ebenen des Raumes. Dies ist der Grundgedanke der Fiedler- 
schen Zyklographic (Leipzig 1882). Vgl. E. Miller, Math. Ver. 
14 (1905), 574. 
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§ 6. Die Konstruktionen von Mascheroni. 


Mascheroni hat in seiner Geometria del compasso, Pavia 1797 
(Deutsche Ubers. von Griison: Gebrauch des Zirkels, Berlin 1825) 
ein Gegenstiick oder vielmehr ein Vorbild fiir die Steinerschen 
Konstruktionen mit dem Lineal (§ 2,5) geschaffen. Es werden 
die Fundamentalkonstruktionen an Kreisen und Punkten einer 
Ebene mit Hilfe des Zirkels allein ausgefiihrt. Eine gerade Linie 
kann so nur in Gestalt von einer endlichen Anzahl Punkte, die 
auf ihr liegen, auftreten. Eine Strecke AB =a ist dabei nur 
durch ihre Endpunkte gegeben. Zur Charakterisierung dieser Geo- 
metrie mégen ein paar einfache Beispiele geniigen. 

Um AB zu verdoppeln, hat man um B einen Kreis mit dem 
Radius a zu konstruieren und auf ihm yon A aus @ dreimal 
abzutragen; so. erhiilt 
man bekanntlich B,, das 
mit A und B in einer 
Geraden liegt, und es 
ist AB, =2a, Ent- 
sprechend kann man 
Strecken ver-»-fachen. 

Die Teilung einer 
Strecke AB=a in n 

uy glciche Teile wird (fiir 

Fig, 7. m= 3) so ausgefiihrt 

(Fig.7): Es sei AB, = 3a, 

um B, beschreibe man den Kreis K, mit dem Radius A B,, der mit 

dem Kreis um A (Radius a) zum Schnitt gebracht wird (U,V). ZuU 

wird der diametral gegentiberliegende Punkt U, konstruiert, man 

sieht dann sofort, da{ U, V zu AB parallel ist. Denkt man sich 

U;V bis zum zweiten Schnitt V’ mit K, verliingert, desgleichen A By 

bis zum zweiten Schnitt A’ mit K,, so ist << VAA’ = <x V'A'A, 

U, A daher parallel zu V’A’, und U,V’ = AA’ = 6a. Die Potenz 
von K, fiir U,; aber ist demnach: 


U; 


U,A-U,U (= 2a*) = U,V- 6a, 
woraus 
U,V = 4a. 


Die Kreise mit den Radien a (Mittelpunkt V) und 4a (Mittel- 
punkt A) geben also den gesuchten Teilpunkt. 
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Bogenhalbierung. (Fig. 8.) Um die Mitte des Bogens AB 
(Sehne AB=s) auf dem Kreis (Mittelpunkt 0, Radius a) mu 
finden, konstruiert man zuerst C und D (OC =OD=s, AC= 
BD =a), COD liegen dann in einer Geraden. E ist so bestimmt, 
daB CE = DE = CB(= DA) ist, also 

) 2 
CE? = CB? = (Fs) +. (7 _~ x) ae mele Fa 
daher 
OE? = CE? — 3? = r? 4+ 57, 


Andrerseits ist der Abstand Ci, wo M die gesuchte Mitte des 
Bogens AB ist, gegeben 
durch 


CM? = r? + 387, 
also wird 
CM = O£, 


woraus sich M sofort ergibt. 
Mascheroni list weiter 
die Aufgaben: den FuBpunkt 
des Lotes, das aus einem 7 
Punkte auf eine durch ihre 
Endpunkte gegebene Strecke 
gefallt wird, zu bestimmen, 
denSchnittpunktzweier durch 
je zwei Punkte gegebenen Fig. 8. 
Linien zu finden, er kon- 
struiert alle Strecken, die sich aus gegebenen Strecken durch die 
Konstruktionen der euklidischen Geometrie finden lassen, er zeichnet 
die reguliren Polygone usw. Das Genauere kann man in dem 
Originalwerke nachlesen. 


Kapitel III. 


Ubergang zur neueren Geometrie. 
Von H. Timerding in StraBburg und L. Heffter in Kiel. 


A. Metrischer Ursprung der projektiven Geometrie. 
Von H. Timerding. 


§ 1. Ansatz der neueren Geometrie. 


Aus der Geometrie der Alten hat sich die neuere Geometrie 
wesentlich dadurch entwickelt, daB gewisse systematische Gesichts- 
punkte in den Vordergrund gestellt wurden. Der Weg, den sie ging, 
muBte deswegen der sein, daB sie aus dem in den Schriften der 
alten Geometer, namentlich des Apollonius und Pappus, tiber- 
lieferten Material diejenigen Sitze auswihlte, welche einer be- 
sonderen systematischen Auffassung Spielraum gaben, und dann 
aus diesem zuniichst spezialisierten Inhalte heraus zu véllig neuen 
Betrachtungen fortschritt, die den Umfang der alten Geometrie als 
ein eng umgrenztes Gebiet in sich schlossen. Dieser Gang der 
Entwicklung ist schon an den Arbeiten der dlteren franzésischen 
Geometer, Desargues, Pascal, La Hire u.a., zu erkennen und 
tritt an den grundlegenden Werken, der Géometrie de position von 
Carnot (1803) und dem Traité des propriétés projectives des 
figures von Poncelet (1822) deutlich zutage. Des niheren vgl. 
man den Bericht von Kitter, Math. Ver. 5, 1901. 

Als den Ausgangspunkt kann man die etwas umgeformte 
Euklidische Streckenrechnung ansehen. Man unterscheidet an 
einer geraden Linie den doppelten Sinn, in welchem sie durch- 
laufen werden kann, und bezeichnet den einen als positiv, den 
anderen als megativ. Eimer Strecke auf der Geraden gibt man 
dann das Vorzeichen -++ oder —, je nachdem sie im positiven oder 
negativen Sinne durchlaufen werden soll. Bezeichnet man die 
Strecke durch die begrenzenden Punkte A, B, so nimmt man dem- 
gemiB AB = — BA an. 
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Fur irgend vier Punkte A, B, C, D gilt die Hulersche 
Formel 
BC-AD CA-BD+AB-CD=0 
und die Simsonsche Formel 
mee BC+ BD? .CA-) CD? -AB+ BC: CA: AB= 0; 


Insbesondere betrachtet man solche Strecken, die von einem 
Punkte A ausgehen. Dann ergeben die drei verschiedenen Mittel- 
werte eine einfache Art, aus zwei Strecken eine dritte abzuleiten. 
Das arithmetische Mittel 


AM =4}(AB+ AC) 


liefert die Mitte der Strecke BC. Das geometrische Mittel ist nur 

dann anwendbar, wenn die Strecken AB und AC gleichen Sinn 

haben, und wird eee 
AE=VAB-AC, 

liefert also zwei Punkte EZ, EL’, so daB AH = — AL’ wird. Der 

Punkt # liegt hierbei immer zwischen B und M, wenn AB die 

ktirzere Strecke ist. Das harmonische Mittel ergibt: 


i al ih al 
ADL ors ine a a 


oder 
1 See tls by 
Abi. AD ead AC! 
woraus 
pe CD. AB DB 
peer so.A AC. DC 


folgt. Man sagt dann, die Punkte B, C werden durch A, D har- 
monisch getrennt, oder A, B, D, C bilden vier harmonische Punkte. 
Die verschiedenen Mittelwerte sind derart miteinander verkniipft, 
daB, wenn man wie oben 

AM =4(AB+ AC), AE=VAB-AC 
setzt, 

AM:AH=AE:AD 

_ wird, und aus den Gleichungen fiir harmonische Punkte folgt: 
MB? = MC?=MA-MD. 


Sind a, 6, c, d die Abstiinde der vier harmonischen Punkte 
A, B, C, D von einem beliebigen Punkte ihrer Geraden, so gilt 
die Gleichung 
ad—t(a+d)(b+c)+be=0. 


Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 4 
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§ 2. Doppelverhiltnisse. 
AB DB 
Wie 4 =son als Proportion oder Verh4ltnis, so wird nun AG DG 
als ee hilinis (nach Moebius’ Baryzentrischem Kalkul, 
1827, Doppelschnitiverhdlinis) bezeichnet. Ist das Wee 


hiltnis = — 1, so sind die vier Punkte harmonisch. Das Doppel- 
verhiltnis kann nur dann verschwinden, wenn zwei der vier Punkte 
zusammenfallen. 
Wir schreiben 
AB DB 
46 pg ~ (AD, BC), 
dann wird 


(DA, CB) =(AD, BC), (BC, AD) =(AD, BC); 


ferner kénnen wir ansetzen: 
(AD, BC)=1, (AB, DC)=1—1, (40,DB)=*>", 
a 


a 1 


a ? 

So ergeben sich die simtlichen Doppelverhiltnisse, die sich aus 
vier Punkten einer Geraden bilden lassen. 

Nach Moebius ergibt sich das Doppelverhiltnis aus den Ab- 

standen eines der Punkte von den tibrigen auf Grund der Formel 


ae 1 


AD AB Ae 


(Vel. Moebius’ Werke, Ba. 4, 8. 541.) 

Das Doppelverhaltnis wird zum einfachen Verhiltnis, wenn 
einer der vier Punkte in unendliche Entfernung riickt. . 

Der entscheidende Gedanke war nun der, den Punkten, die 
auf einer Geraden liegen, die Geraden der Ebene, die durch einen 
Punkt gehen, gegeniiber zu stellen. Die Gesamtheit der ersteren 
bezeichnet man als eine (gerade) Punktreihe, die Gesamtheit der 
letzteren als einen Strahlenbiischel. 

Der Punkt S, durch den alle Strahlen des Biischels hin- 
durchgehen, heiBt dessen Schettel oder Mittelpunkt. Ein Strahl 
kann das Biischel in einem doppelten Sinne durchlaufen, der als 
positiver und negativer Drehsinn geschieden wird. Der Winkel 
(ab) zweier Strahlen a, b wird positiv oder negativ gerechnet, je 
nachdem a@ in 6 durch eine Drehung um den Scheitel in positivem 
oder negativem Sinne tibergeht. 
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Fir irgend vier Strahlen eines Biischels gilt die der Euler- 
schen Formel analoge Gleichung 


sin (bc) sin (ad) + sin (ca) sin (bd) + sin (ab) sin (cd) = 0. 


Als das dem Verhiltnis AB: AC bei drei Punkten analoge 
Verhiltnis bei drei Strahlen a, b,c eines Biischels sieht man den 
i b 
Bruc map an und entsprechend als das Doppelverhaltnis von 
vier Strahlen a, b, c, d den Wert 
__ sin (ab) | sin (db) 
~~ gin (ae) * sin (de) 
Aus dieser Definition folgt: 


cit tip ae ae She ae 
tang(ad)  tang(ab) ‘tang (ac) 


., sin(ab)*° sin (db) 

Wird sin(be) — sin (de)? 
werden durch die Strahlen a, d harmonisch getrennt. 

Dann gilt der fundamentale Satz: Das Doppelverhdiltnis von 
vier Strahlen eines Biischels ist gleich dem entsprechenden Doppel- 
verhdlinis der Schnittpunkte dieser Strahlen mit irgendeiner geraden 
Linie, die nicht durch den Scheitel des Btischels geht, und um- 
gekehrt, das Doppelverhdlinis von vier Punkten einer Punktreihe 
ist gleich dem entsprechenden Doppelverhdltnis der Strahlen, welche 
die vier Punkte aus irgendcinem auBerhalb threr Geraden gelegenen 
Punkte projizieren. 

Dieser Satz bleibt im vollen Umfange richtig, wenn man auch 
eine Gesamtheit von parallelen Geraden als ein Strahlenbiischel 
bezeichnet, und dann definitionsweise als Doppelverhiltnis von 
vier Strahlen eines solchen Biischels das Doppelverhialtnis ihrer 
Schnittpunkte mit irgendeiner Geraden festsetzt. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satze ist der Satz 
vom volistindigen Vierseit. Ein solches Vierseit wird gebildet 
durch vier Gerade, von denen keine drei einem Biischel angehéren. 
Die Schnittpunkte dieser Geraden heiBen die Lcken des Vierseits, 
die drei Verbindungslinien der Ecken, die keine Seiten des Vier- 
seits sind, heiBen dessen Diagonalen. Dann ergibt sich: Die Ecken, 
die auf eimer Diagonale liegen, werden harmonisch getrennt durch 
die Schnittpunkte dieser Diagonale mit den beiden anderen. 

Diesem Satze steht gegentiber ein Satz vom vollstdndigen Vier- 
eck, Bin solches wird gebildet von vier Punkten, von denen keine drei 
4* 


so sagen wir: die Strahlen b, -¢ 


52 Kapitel IU. Ubergang zur neueren Geometrie. 


einer Geraden angehéren. Die Verbindungslinien dieser Punkte heiBen 
die Sciten des vollstindigen Vierecks. Die drei Schnittpunkte der 
Seiten, die keine Ecken des Vierecks sind, heiBen dessen Diagonal- 
punkte. Dann ergibt sich: Die Seiten, die durch einen Diagonal- 
punkt gehen, werden harmonisch getrennt durch die Verbindungs- 
linien dieser Diagonalpunkte mit den beiden anderen. 


§ 3. Involutionen. 


Name und Begriff der Involutionen stammt von Desargues 
(Brouillon project etc. 1639, Cuvres p. 97). Die Punkte einer 
geraden Linie bilden eine Involution, wenn sie einander derart 
paarweise zugeordnet sind, daB die Abstiinde x, x’ der Punkte 
P, P’ eines Paares von einem festen Punkt O einer Gleichung 
von folgender Form geniigen: 


Age’+ Bia +2) +C=0 
oder, wenn A + 0, 
ae —a(v@t+e2')+b=0. 


Legt man einen Punkt M durch seine Abszisse OM = a fest, so 
folgt aus der vorigen Gleichung: 


MP- MP’ =k, 


wobei k = a® — b positiv oder negativ sein kann. Jf heiBt dann 
der Mittelpunkt der Involution. Der ihm in der Involution zu- 
geordnete Punkt fallt in unendliche Entfernung. 

Ist k > 0, so findet man zwei Punkte B, C, fiir die 


MB? — MO? = K 


wird. Dann werden 5, C durch jedes Punktepaar der Involution 
harmonisch getrennt und heiben die Doppelpunkte der Involution, 
weil in jedem von ihnen ein Punktepaar der Involution sich ver- 
einigt. In diesem Falle hei®t die Involution hyperbolisch. 

Ist / <0, so werden die Doppelpunkte der Involution ima- 
ginir, und diese heibt elliptisch. 

Die Involution ist in eindeutiger Weise bestimmt durch irgend 
zwei Punktepaare. Werden die Punkte des einen von diesen durch 
die Punkte des anderen getrennt, so ist die Involution elliptisch, 
im entgegengesetzten Falle hyperbolisch. 

Sind (P, P,’) (P, P,’)(P; Ps’) drei Punktepaare einer Involu- 
tion, so wird 

P,P,’ P, Ps. Ps Py = P,P’ - Py Py’ + Ps P,. 


§ 8. Involutionen. 53 
Diese Chaslessche Gleichung kann auch durch die Gleichheit 
zweier Doppelverhaltnisse ausgedriickt werden; es ist ndmlich 


PPP EP Bi Pe Py Py 
Bila cee. Gil P,P, Py, 


Wird in der ersten Gleichung A = 0, so ist 
e+ a’ C 
cet eu a So. Wl 
Die Punktepaare der Involution haben alle denselben Mittelpunkt, 
und die Involution hei8t gleichscitig. In diesem Falle wird in der 
Chaslesschen Gleichung P, P,’ = P,P,’ usf. 

Fuhrt man in die Chaslessche Gleichung die Abstinde aller 
Punkte von einem festen Punkte O ihrer Geraden ein, indem man 
OP, = «,, OP; = x; (=1,2,8) setzt, so wird sie 

(a, — M9") (a, — 5’) (3 — 2°) = (@, — My’) (a, — 0’) (3 — 9’) 
oder in Determinantenform geschrieben 

Dee is it ama Nat 

Naat ae ey de a= 0. 

tg, t+ a, 11] 

Ist die Involution durch die zwei Punktepaare mit den Ab- 
szissen (i; , 2,'), (We, “) gegeben, so sind die Abszissen fiir irgend- 
ein weiteres Paar durch die quadratische Gleichung bestimmt 

(@ — a%)(w — ay’) + Aw — 2) (@ — 2) = 0, 
wobei 4 ein von Paar zu Paar wechselnder Parameter ist. Die 
Diskriminante der Gleichung lautet: 
D = (a, — 0,’ — 4[ aya — $ (ay + 0’) (Wg + 9") + My ate’ 

+ (ay — 2")? A?. 

Nur wenn D> 0, ergibt sich ein reelles Punktepaar. D—=0O 
liefert die zu den Doppelpunkten der Involution gehérenden Para- 
meterwerte A. 

Der Punktinvolution steht die Strahleninvolution, welche die 
Strahlen eines Strahlenbiischels paarweise einander zuordnet, 


gegentiber. Sind p, p’ zwei Strahlen eines Paares, m ein fester 
Strahl, so ist die Involution definiert durch die Gleichung 


tang (mp)- tang (mp’)=k (k 20). 
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Ist k > 0, so hat die Involution zwei Doppelstrahlen, d. h. sich 
selbst zugeordnete Strahlen 0, c, die durch 


tang” (mb) = tang? (me) = 7 


definiert sind, deren Winkel also durch m und den dazu senk- 
rechten Strahl m’ halbiert werden. m, m’ sind das einzige Paar 
zueinander senkrechter Strahlen in der Involution. Die letztere 
heiBt in diesem Falle hyperbolisch und, wenn insbesondere k = 1, 
gleichscitig. Dann sind die Doppelstrahlen zueinander senkrecht, 
und die Involution besteht aus allen Strahlenpaaren, deren Winkel 
durch diese Doppelstrahlen halbiert werden. 

Ist k <0, so werden die Doppelstrahlen imaginir, die In- 
volution heiBt elliptisch. Ist insbesondere k = — 1, so sind je zwei 
zugeordnete Strahlen der Involution zueinander senkrecht. Die 
Involution heiBt dann orthogonal. 

Eine Punktinvolution wird*aus einem aufSerhalb ihrer Ge- 
raden gelegenen Punkt immer durch eine Strahleninvolution pro- 
jiziert. Danach lassen sich die fiir die Punktinvolution gefundenen 
Sitze auf die Strahleninvolution iibertragen. 

Umgekehrt wird eine Strahleninvolution von einer Geraden, 
die nicht durch den Biischelscheitel geht, in einer Punktinvolution 
geschnitten. 

. elliptische 

a ean 
stimmten, symmetrisch beztiglich ihrer Geraden tiber und unter 

orthogonale 
gleichseitige 
Strahleninvolution projiziert. Nur wenn die Punktinvolution selbst 
gleichseitig ist, gilt dies fiir alle Punkte einer zu dem Trager der 
Punktinvolution senkrechten Geraden. 

Weiteres s. z. B. in Hesse, Vorlesungen aus der analytischen 
Geometrie der geraden Linie usw., 4. Aufl. 1906, Sturm, Lehre 
von den geometrischen Verwandtschaften 1, 1908 und in der grund- 
legenden Arbeit von Seydewitz, Archiv f. Math. 4 (1844), 246. 


Punktinvolution wird aus zwei be- 


ihrem Mittelpunkt gelegenen Punkten durch eine | 


§ 4. Projektive Eigenschaften der Figuren. 


Eine unmittelbare Folge aus dem Satz vom Doppelverhiltnis 
(§ 2) ist auch der folgende: Sind A, B, C und A’, B’, C’ je drei 
Punkte zweier geraden Linien, die sich in einem Punkte D schneiden, 
und ist das Doppelverhiltnis (AD, BC) = (AD, B’C’), so 
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gehen die Linien AA’, BB’, COC’ durch einen Punkt oder sind 
alle drei parallel. 

Auf Grund dieses Satzes kann man den folgenden sog. Des- 
arguesschen Satz beweisen: Kann man den Seiten cines Dreiecks 
die Seiten eines anderen Dreiecks so zuweisen, daB die drei Paare 
entsprechender Seiten sich in drei Punkten einer geraden Linie durch- 
schneiden, so schneiden sich die drei Verbindungslinien der Ecken, 
die je zwei entsprechenden Seiten in den beiden Dreiecken gegen- 
tiberliegen, in einem Punkte oder sind einander parallel. 

Statt sich in drei Punkten einer Geraden zu schneiden, kénnen 
die Seiten auch paarweise parallel sein, oder ein Paar ist der 
Verbindungslinie der Schnittpunkte der beiden anderen Paare 
parallel. Diese Falle sollen in die Aussage des Satzes mit ein- 
geschlossen sein. Dann ist der letztere auch umkehrbar, und diese 
Umkehrung betrachten wir als die zwette Aussage des Desargues- 
schen Satzes. 

Ebenso ist der folgende Pascalsche Satz leicht zu beweisen: 
Sind A, B, C und A’, B’, C’ je dret Punkte zweier geraden Linien 
und zieht man die folgenden Paare von Verbindungslinien: 


BO’ und CB’, CA’ und AC’, AB’ und BA’, 


so liegen die Schniitpunkte dieser Linienpaare entweder auf emer 
geraden Linie, oder wenn die Linien emes Paares parallel sind, ist 
ihnen auch die Verbindungslinie der Punkte parallel, im denen sich 
die beiden anderen Paare schneiden, oder wenn die Linien zweier 
Paare parallel sind, sind auch die Linien des dritten Paares 
parallel. 

Die Bedeutung dieser Sitze fiir die neuere Geometrie besteht 
weniger in ihrem Gehalt an sich als in ihrer systematischen Ver- 
wertung. Das Charakteristische an ihnen liegt darin, daB die 
Konstruktionen, auf die sie sich griinden, allein mittels des Lineals 
ohne Zuhilfenahme des Zirkels ausfiihrbar sind. Daraus folgt, 
daB die ausgesprochenen Higenschaften unverindert erhalten bleiben 
bei allen Transformationen der Figuren, die die Punkte und Ge- 
raden einer Ebene in die Punkte und Geraden einer anderen Ebene 
so tiberftihren, daB, wenn in der ersten Ebene ein Punkt auf einer 
Geraden liegt, der ihm in der anderen Ebene eindeutig zugeord- 
nete Punkt auf der entsprechenden Geraden liegt, und somit, wie 
wir uns ausdriicken, alle Inzidenzen erhalten bleiben. Diese 
Eigenschaften werden daher als graphische oder projektive Kigen- 
schaften der Figuren bezeichnet. Solchen projektiven Charakter 
haben z. B. die Involutionen. 
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Was hier zuniichst fiir die ebene Geometrie ausgefiihrt ist, 
laBt sich sofort auf den Raum erweitern. Der geraden Punktreihe 
tritt dann das ebene Punktfeld zur Seite, d. h. die Gesamtheit aller 
Punkte einer Ebene. Die Geraden, die im Raum durch einen 
Punkt gehen, bilden ein Strahlenbiindel, und die Gesamtheit aller 
Ebenen, die durch einen Punkt gehen, heiBt ein Hbenenbiindel. Der 
Punkt selbst heiBt wieder der Scheitel oder Mittelpunkt des Biindels. 
An die Stelle des Strahlenbiischels tritt jetzt das Mbenenbiischel, 
als die Gesamtheit aller Ebenen, die durch eine bestimmte gerade 
Linie, die Achse des Biischels, hindurchgehen. Der Winkel zweier 
Ebenen «, 8 des Biischels wird positiv oder negativ genommen, 
je nach dem Sinn der Drehung um die Achse, die w in 6 tiber- 
fiihrt. Als Doppelverhaltnis von vier Ebenen «, 6, y, 0 des Biischels 
wird der Ausdruck bezeichnet 


sin (wf) _ sin (08) 
sin (wy) ° sin (Oy) 


Hier gilt dann wieder der fundamentale Satz: Das Doppel- 
verhalinis von vier Ebenen eines Biischels ist gleich dem entsprechen- 
den Doppelverhilinis threr Schnittpunkte mit irgendeiner geraden 
Tinie, welche die Achse des Biischels nicht schneidet und ihr nicht 
parallel ist, und das Doppelverhdltnis von vier Punkten einer Ge- 
raden ist gleich dem entsprechenden Doppelverhdltnis der vier Ebenen, 
welche diese Punkte mit irgendeiner (die Gerade der vier Pumkte 
nicht schneidenden) Geraden des Rawmes verbinden. 

Dieser Satz ist noch der Erweiterung fihig, da auch eine 
Gesamtheit paralleler Ebenen als Ebenenbiischel angesehen wird, 
und das Doppelverhiltnis von vier Ebenen eines solchen Biischels 
definitionsweise als das Doppelverhiiltnis ihrer Schnittpunkte mit 
irgendeiner ihnen nicht parallelen Geraden festgelegt wird. 

Im Raum gilt der Satz, der in der Ebene kein Analogon hat: 
Haben je vier Punkte zweier Geraden dasselbe Doppelverhdltnis, so 
konnen sie wmmer durch vier Ebenen eines Ebenenbiischels aus- 
geschnitten werden. Dies Ebenenbiischel kann nur dann aus 
parallelen Ebenen bestehen, wenn nicht bloB die Doppelverhélt- 
misse, sondern auch die homologen Abstandsverhdltnisse dev Punkte 
gleich sind. 


§ 5,6. Bedeutung der Transformationen. Uneigentliche Elemente. | 


B. Gruppentheoretische Begriindung der 
Euklidischen Geometrie. 


Von L. Heffter. 


§ 5. Bedeutung der Transformationen fiir die 
Charakterisierung der Geometrie. 


Die Euklidische Geometrie untersucht alle gesetzmibig ge 
stalteten Gebilde des Raumes in bezug auf diejenigen Higen- 
schaften, die ihnen bei gewissen Verwandlungen treu bleiben. 
Wenn wir z. B. die geometrischen Higenschaften eines Rechtecks 
untersuchen, so ist es uns gleichgiiltig, wo das Rechteck im 
Raume gedacht, auch in welcher GréBe es vorgestellt wird. Also 
héchstens diejenigen Eigenschaften des Rechtecks interessieren 
uns, die ihm bei allen dhnlichen Abbildungen erhalten bleiben. 
Man kann aber sein Interesse auch auf solche Eigenschaften des 
Rechtecks beschrinken, die nicht nur bei allen ahnlichen Abbil- 
dungen, sondern iiberhaupt bei allen denen erhalten bleiben, die 
Parallele stets wieder in Parallele tiberfiihren; d. h. man bertick- 
sichtigt nur die Higenschaften des Rechtecks, die ihm schon als 
Parallelogramm eigen sind. Endlich kann man noch einen Schritt 
weiter gehen und das Interesse auf solche Eigenschaften be- 
schrinken, die bei allen perspektiven (oder projektiven) Abbildungen 
erhalten bleiben, d. h. die dem Rechteck schon als Viereck zu- 
kommen. 

Diese elementaren Betrachtungen veranlassen den Versuch, 
alle geometrischen Beziehungen und die Lehre von ihnen je nach 
der Art der Abbildungen oder Transformationen, die ihr Wesen 
ungedindert (invariant) lassen, in verschiedene Abstufungen zu 
gliedern. Um dies durchzufiihren, miissen wir auf die Definition 
der zu benutzenden Transformationen und dazu wiederum zunichst 
auf die geometrischen Elemente und die elementaren Beziehungen 
zwischen ihnen niher eingehen. 


§ 6. Uneigentliche Elemente. 


Als die uns gegebenen geometrischen Elemente betrachten wir 
Punkt, Gerade und Ebene, und wir denken uns den gesamten Raum 
angetan mit allen méglichen Punkten, Geraden, Ebenen. Aber die 
yon uns in Betracht gezogenen Sitze (S. 54) verlangen jedesmal eine 
Unterscheidung, welche ihre Einheitlichkeit zerstért. Denn die 
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Parallelitit bedingt Ausnahmefille, welche besonders zu bertick- 
sichtigen sind. Die vorstellbaren Elemente jener drei Arten ge- 
niigen deshalb noch nicht zur ausnahmlosen Formulierung jener 
Sutze, weil z. B. die Satze ,,Zwei nicht identische Gerade derselben 
Ebene haben stets einen und nur einen gemeinsamen Punkt“, ,,Zwei 
nicht identische Ebenen haben stets eine und nur eine gemeinsame 
Gerade“ nicht ausnahmlos gelten, sondern ungiiltig werden, wenn 
die beiden Geraden oder Ebenen parallel sind. Fitigen wir aber 
noch eine gedachte ,,wneigentliche“ (unendlich ferne) Ebene mit 
allen ihren Punkten und Geraden jenen ,,eigentlichen“ Elementen 
hinzu mit der Festsetzung, daB jeder ihrer Punkte als der Schnitt- 
punkt einer Schar paralleler Geraden, jede ihrer Geraden als die 
Schnittlinie einer Schar paralleler Ebenen gelten soll, so fallen 
jene Ausnahmen fort. Die in gewissem Sinne offene Mannigfaltig- 
keit aller eigentlichen Punkte, Geraden, Ebenen des Raumes ist 
durch diese kiinstliche Erginzung zu einer geschlossenen geworden. 
Die methodische Durchfiihrung dieser Gedanken ist in aller Strenge 
zuerst von Pasch (Vorlesungen tiber neuere Geometrie 1882) ge- 
geben worden. Das Nihere dariiber findet man in Kap. VI. 

In der so gewonnenen geschlossenen Mannigfaltigkeit wird 
nunmehr zuniichst zwischen eigentlichen und uneigentlichen Ele- 
menten keinerlei Unterschied gemacht; d. h. wir vergessen vorerst 
vollstiindig wieder jene Unterscheidung und betrachten eigentliche 
und uneigentliche Elemente als véllig gleichberechtigt. Die Kigen- 
schaften der riiumlichen Figuren, die wir als projektive zu bezeichnen 
haben, lassen unberticksichtigt, ob die betrachteten Punkte, Geraden 
und Ebenen eigentliche oder uneigentliche sind. 


§ 7. Projektive Gruppe und projektive Geometrie. 


Unter den elementaren Beziehungen, die zwischen verschie- 
denen Elementen bestehen kénnen, betrachten wir als erste die 
Inzidenz zweier verschiedenartiger Elemente (ein Punkt liegt auf 
einer Geraden, in einer Ebene = die Gerade, Ebene geht durch 
den Punkt; eine Gerade liegt in einer Ebene = die Ebene geht 
durch die Gerade). 

Schon diese Beziehung geniigt, um die allgemeinste Trans- 
formation des Raumes, die wir in Betracht zu ziehen haben, zu 
charakterisieren. Man nennt eine Transformation des Raumes, bei 
der jedes Element in ein gleichartiges tibergeht und alle Inzidenzen 
erhalten bleiben, d. h. je zwei inzidierende Elemente wieder in 
solche tibergehen, eine projektive Transformation. Geht man niim- 
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lich z. B. von einer Ebene mit allen ihren Punkten und Geraden 
dadurch zu einer neuen Ebene iiber, daB man sie von einem Punkte 
auBerhalb aus projiziert, das entstehende ,,Btindel“: durch eine 
andere Ebene schneidet und jedem Element (Punkt, Gerade) der 
ersten Ebene dasjenige der zweiten Ebene zuordnet, das mit dem- 
selben Element des vermittelnden Biindels (Strahl, Ebene) inzidiert, 
so werden in der Tat inzidierende Elemente der ersten Ebene stets 
wieder in solche der zweiten Ebene iibergefiihrt. Man kann auch 
umgekehrt zeigen, daB wenn zwei Ebenen in dem angegebenen 
Sinn (durch Erhaltung aller Inzidenzen) projektiv einander zu- 
geordnet sind, diese Zuordnung durch eine Reihenfolge von Pro- 
jektionen und Schnitten hergestellt werden kann. Hierdurch wird 
der Name ,,projektive Transformation“ gerechtfertigt. 

Fiihrt man nacheinander zwei projektive Transformationen 
aus, so kommt dies einer elnzigen solchen gleich. Die Gesamtheit 
aller projektiven Transformationen besitzt daher die Eigenschaft 
einer Gruppe; sie heiBt die Gruppe der projektiven Transforma- 
tionen des Raumes oder kurz die projektive Gruppe. 

Diese projektive Gruppe benutzen wir nun als Reagens, um 
alle geometrischen Beziehungen zwischen den Elementen und alle 
aus diesen — auch unter Zuhilfenahme des Zahlbegriffs — ab- 
geleiteten geometrischen Begriffe daraufhin zu priifen, ob sie bei 
allen Transformationen der projektiven Gruppe ungeiindert bleiben. 
Alle Beziehungen und Begriffe, die dieser Priifung standhalten, 
und nur diese bezeichnen wir als projektive Beziehungen und Be- 
griffe. Jeden Lehrsatz, in dem nur projektive Beziehungen und 
Begriffe der Voraussetzung zu Schlubfolgerungen benutzt werden, 
nennen wir einen projektiven Lehrsatz. Die Gesamtheit aller dieser 
Beziehungen, Begriffe, Lehrsitze nennen wir prajektive Geometrie. 

So ist die harmonische Lage von zwei Punktepaaren einer 
Geraden eine projektive Beziehung zwischen den vier Punkten; das 
Doppelverhiltnis von irgend vier Punkten einer Geraden ein pro- 
jektiver Begriff; der Satz, daB im vollstindigen Viereck je zwei 
Gegenseiten durch die beiden von ihrem Schnittpunkt verschie- 
denen Diagonalpunkte harmonisch getrennt werden, ein projek- 
tiver Satz. 


§ 8. Affine Gruppe und affine Geometric. 


Jetzt fiihren wir als zweite elementare Beziehung die Pa- 
rallelitdt-(zweier Ebenen, zweier Geraden, einer Ebene und einer 
Geraden) ein und bezeichnen eine projektive Transformation des 
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Raumes, bei der alle Parallelitaten erhalten bleiben, als affine 
Transformation. Auch die Gesamtheit der affinen Transformationen 
bildet eine Gruppe, die affine Gruppe, die nur einen Teil der Trans- 
formationen der projektiven Gruppe enthalt und deshalb Unter- 
gruppe von dieser heiBt. 

Benutzen wir diese engere affine Gruppe als Reagens, so er- 
halten wir den mehr umfassenden Bereich der affinen Beziehungen, 
Begriffe, Lehrsiitze, kurz die affine Geometric. Sie enthalt in der 
Tat die gesamte projektive Geometrie in sich; denn was bei 
der ganzen Gruppe der projektiven Transformationen ungeandert 
bleibt, bleibt natiirlich auch bei der Untergruppe der affinen 
ungeiindert. Aber die affine Geometrie enthilt mehr als die 
projektive; denn z. B. die Parallelitét ist eine der affinen Geo- 
metrie angehirige Beziehung, die in der projektiven Geometrie 
nicht auftreten kann, da sie nicht bei allen projektiven Trans- 
formationen erhalten bleibt. Wir nennen deshalb den iiber die 
projektive Geometrie hinausreichenden Teil der affinen Geometrie 
Parallelmetrik. 

Wenn z. B. ein Punkt die Entfernung zweier andern halbiert, 
so ist dies eine affine und zwar parallelmetrische Beziehung zwi- 
schen den drei Punkten; das Abstandsverhiltnis eines Punktes in 
bezug auf zwei andere ist ein affiner und zwar parallelmetrischer 
Begriff; der Satz, daB sich in jedem Parallelogramm die Diago- 
nalen halbieren, ist ein affiner und zwar parallelmetrischer. 


§ 9. Aquiforme Gruppe und aquiforme Geometrie. 


Wir fiihren endlich als dritte elementare Beziehung die Ortho- 
gonalitat (einer Geraden und einer Ebene, zweier Ebenen, zweier 
Geraden) ein und bezeichnen eine affine Transformation des Raumes, 
bei der auch noch alle Orthogonalitiiten erhalten bleiben, als 
diquiforme oder Ahnlichkeits- Transformation. Denn es 188t sich 
leicht zeigen, daB mit der Erhaltung der rechten Winkel auch 
alle Winkel erhalten bleiben, also alle Figuren in solche der 
gleichen Form, d. h. abnliche tibergehen. Denken wir uns nim- 
lich ein rechtwinkliges Dreieck ABC, so geht dies wieder in ein 
rechtwinkliges Dreieck A’ B’C’ tiber. Konstruieren wir iiber der 
gréBeren Kathete AB des ersteren das Quadrat ABD E, so ent- 
spricht diesem wieder ein Quadrat A’ B’D’E’, denn es muB ihm 
ein Rechteck entsprechen, dessen Diagonalen wieder aufeinander 
senkrecht sind. Nach der allgemeinen Higenschaft affiner Trans- 
formationen muf nun 
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ae = ae d.h. tang ~ BAC = tang X B’A'C’, 
und mithin << BAC=< B’A'C’ sein, w. z. b. w. Auch die 
Gesamtheit der iquiformen Transformationen bildet eine Gruppe, 
die dgquiforme Gruppe, die wieder eine Untergruppe der affinen 
Gruppe ist. 

Fragen wir nun nach allen Beziehungen, Begriffen, Lehr- 
sitzen, die bei dieser %quiformen Gruppe invariant bleiben, so er- 
halten wir die diquiforme Geometrie. Sie umfaBt die gesamte affine 
Geometrie, aber noch mehr. Denn z. B. ein Geradenpaar durch 
einen Punkt und das Paar seiner Winkelhalbierenden stehen in 
einer A4quiformen, aber nicht affinen Beziehung zueinander, da ja 
die Winkelhalbierenden orthogonal sind und diese Higenschaft 
nicht bei allen affinen Transformationen erhalten bleibt. Die tiber 
die affine Geometrie hinausreichenden Teile der tiquiformen Geo- 
metrie wollen wir als Orthogonalmetrili bezeichnen, so da8 also 
jene Beziehung zwischen zwei Geraden und ihren Winkelhalbieren- 
den eine orthogonalmetrische ist. Hbenso ist die Winkelgrife ein 
aiquiformer und zwar orthogonalmetrischer Begriff, der Pythago- 
reische Satz ein orthogonalmetrischer. 

Man k6énnte in Erwigung ziehen, ob nicht von der iiqui- 
formen Gruppe aus noch ein weiterer Schritt zu machen sei, in- 
dem man zu der noch engeren Untergruppe von ihr, bei der nicht 
nur die Gestalt, sondern auch die GréBe aller Figuren erhalten 
bleibt, tiberginge. Allein die dabei resultierende ,, Kongruenz- 
Geometrie“ wiirde zu der iaiquiformen Geometrie nur noch Be- 
ziehungen, Begriffe usw. hinzufiigen, die sich auf die absolute Gripe 
der Figuren beziehen. Diesen aber kénnen wir kein eigentlich 
geometrisches, sondern nur noch ein geoddtisches Interesse zusprechen. 
Wir bleiben deshalb bei der tiquiformen Geometrie stehen und 
umfassen mit ihr den Gesamtbereich der Euklidischen Geometrie, 
die sich entsprechend den drei immer enger werdenden Transfor- 
mationsgruppen in den drei immer wetter werdenden Abstufungen 
der projektiven — affinen — iiquiformen Geometrie aufbaut. 


§ 10. Parallel- und Orthogonalmetrik als spezialisierte 
projektive Geometrie. 


Wiahrend nach dem Vorhergehenden die projektive Geometrie 
ein Teil der affinen und Aquiformen, die affine ein Veil der aqui- 
formen Geometrie ist, lassen sich andererseits Parallel- und Ortho- 
gonalmetrik als projektive Geometrie darstellen, wenn deren Be- 


62 Kapitel Il]. Ubergang zur neueren Geometrie. 


ziehungen, Begriffe, Siitze unter Auszeichnung gewisser Elemente 
und Gebilde spezialisiert werden. 

Dies ist ftir die Parallelmetrik leicht darzutun. Die bei ihr 
allein neu hinzutretende elementare Beziehung der Parallelitat 
zweier Elemente kann als Inzidenz (also projektive Beziehung) 
des ihnen gemeinsamen dritten Elementes mit der wneigentlichen 
Ebene aufgefaBt werden. Wir kénnen daher alle parallelmetrischen 
Beziehungen, Begriffe, Siitze als projektive auffassen, bei denen nur 
die uneigentlichen Elemente nicht mehr gleichberechtigt mit den 
eigentlichen wie vorher benutzt, sondern ausgezeichnet werden. Die 
Parallelmetrik ist also in der Tat eine durch Auszeichnung der 
umeigentlichen Elemente spezialisierte projcktive Geomeirie. 

Um das Entsprechende fiir die Orthogonalmetrik, die durch 
Hinzutreten der elementaren Beziehung der Orthogonalitét ent- 
stand, zu erliutern, miissen wir etwas weiter ausholen. Die Rich- 
tung einer Geraden und aller ihrer Parallelen im Raum kann 
durch den gemeinsamen uneigentlichen Punkt aller dieser Geraden 
repriisentiert werden. Ebenso die Stellung einer Ebene und aller 
ihr paralleler Ebenen durch die ihnen allen gemeinsame uneigent- 
liche Gerade. Sind jene Geraden orthogonal zu diesen Hbenen, 
so werden wir auch die beiden uneigentlichen Elemente — Punkt 
und Gerade — orthogonal nennen. Durch die Orthogonalitit 
findet also in der uneigentlichen Ebene eine Paarung aller Punkte 
und Geraden statt, so da& jedem Punkt eine bestimmte Gerade 
und dieser wieder jener Punkt zugeordnet ist: die orthogonale 
Paarung in der uneigentlichen Ebene. Dabei entspricht stets einer 
Geraden und einem Punkt, die miteinander inzidieren, ein Punkt 
und eine Gerade, die wiederum miteinander inzidieren; dagegen 
inzidiert niemals ein reeller Punkt mit seiner orthogonalen Ge- 
raden. Wir werden zwei Gerade orthogonal nennen, wenn die 
eine durch den zu der anderen orthogonalen Punkt hindurchgeht, 
und wir werden zwei Punkte orthogonal nennen, wenn der eine auf 
der zu dem anderen orthogonalen Geraden liegt. Ist eine Gerade 
orthogonal zu zwei anderen, so ist sie auch orthogonal zu deren 
Schnittpunkte, ist ein Punkt orthogonal zu zwei anderen Punkten, 
so ist er auch orthogonal zu deren Verbindungsgeraden. Eine 
Paarung aller Punkte und Geraden einer Ebene von der be- 
schriebenen Art wird in den Grundlagen der projektiven Geo- 
metrie (Kap. VI) als Polaritdét wieder auftreten. 

Andererseits ist aber die Festlegung der Orthogonalitaét auch 
méglich, indem man jeder durch einen bestimmten Punkt A gehenden 
Geraden die zu ihr orthogonalen Ebenen zuweist. Diese Ebenen 
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sind zueinander parallel und lassen sich gewinnen als Polarebenen 
der einzelnen Punkte auf der Geraden beztiglich einer beliebigen 
Kugel mit dem Mittelpunkte A. Die Polarebene eines Punktes P 
ist hierbei der Ort der Punkte P’, die von P durch die Schnitt- 
punkte der Verbindungslinie PP’ mit der Kugel harmonisch ge- 
trennt werden. Fallt P auf die Kugel, so ist seine Polarebene die 
Tangentialebene der Kugel in P. 

Hitte nun die Kugel mit der uneigentlichen Ebene Punkte 
gemein, so wtirde jeder dieser uneigentlichen Punkte auf der ihm 
bei der orthogonalen Paarung entsprechenden, uneigentlichen Ge- 
raden liegen, und zwar miiBte diese Gerade die Tangente des un- 
eigentlichen Kugelkreises in dem betr. Punkte sein. Dieser un- 
eigentliche, imaginiire Kugelkreis bildet dann, wie man sagt, die 
Ordnungskurve der orthogonalen Paarung. Man findet (wenn man 
so spricht, als ob die in Betracht kommenden Gebilde reell wirer) 
die zu einem Punkte orthogonale Gerade, indem man aus dem 
Punkte die Tangenten an die Ordnungskurve legt und die Be- 
rihrungspunkte dieser Tangenten verbindet. Denn die Ver- 
bindungslinie ist zu den beiden Tangenten orthogonal, weil sie 
durch den ihnen zugeordneten Punkt (den Beriihrungspunkt) hin- 
durchgeht, und damit auch zu dem Schnittpunkte der beiden Tan- 
genten. So kénnen wir die Orthogonalitiit als eine projektive 
Beziehung in bezug auf den imaginiren Kugelkreis auffassen, und 
damit erscheint dann in der Tat die gesamte Orthogonalmetrik als 
durch Auszeichnung des imagindren Kugelkreises spezialisierte pro- 
jektive Geometrie. In dieser Form hat sie Chasles in duferst 
fruchtbringender Weise benutzt. 

Wir haben auf Grund der letzten Betrachtungen zur Ein- 
ordnung von irgendwelchen geometrischen Beziehungen, Begriffen, 
Sutzen in die projektive Geometrie, Parallelmetrik oder Ortho- 
gonalmetrik nur zu priifen, ob sie keinerlei Auszeichnung un- 
eigentlicher Elemente erfordern, oder ob sie zwar die uneigentliche 
Ebene auszeichnen, aber noch nicht den Kugelkreis in ihr, oder ob 
auch letzteres der Fall ist. 

Dies mége noch an dem Beispiel der Theorie der ebenen 
Kegelschnitte naber erdrtert werden, so wie sie im zweiten Ab- 
schnitt ihre Erledigung finden wird. Die projektive Geometrie 
kennt nur eine einzige Gattung nicht entarteter reeller Kegel- 
schnitte. Sie handelt von deren Tangenten, von Pol und Polare, 
konjugierten Geraden und Punkten in bezug auf den Kegel- 
schnitt usw. Die Parallelmetrik erst unterscheidet Ellipse, Hyper- 
bel, Parabel, je nachdem der Kegelschnitt mit der uneigentlichen 
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Geraden seiner Ebene zwei imaginire, reelle oder zusammen- 
fallende Punkte gemein hat. Sie fiihrt den Mittelpunkt als Pol 
der uneigentlichen Geraden, die Durchmesser als Polaren der un- 
eigentlichen Punkte und die Asymptoten als die Tangenten in den 
uneigentlichen Punkten des Kegelschnittes ein. Aber erst die Ortho- 
gonalmetrik kennt den Kreis als eine Ellipse, die durch die beiden 
in ihrer Ebene liegenden unendlich fernen Kreispunkte geht (vel. 
Poncelet, Traité des propriétés proj., 1822, p. 48), und die 
gleichseitige Hyperbel als eine solche, deren uneigentliche Punkte 
jene beiden Kreispunkte harmonisch trennen. Ihr erst gehdren 
die Hauptachsen an als orthogonale konjugierte Durchmesser und 
die Brennpunkte als Traiger von orthogonalen Involutionen kon- 
jugierter Strahlen. 

Wir mochten diese dreifach abgestufte Aaquiforme Geometrie 
mit einem Gemilde vergleichen, dessen Zeichnung durch die pro- 
jektive Geometrie geliefert wird und dessen Farbung sich aus 
zwei Grundfarben zusammensetzt; die eine, die Parallelmetrik, wird 
beim Aufsteigen zur affinen, die andere, die Orthogonalmetrik, bei 
dem weiteren Aufsteigen zur aquiformen Geometrie aufgetragen. 

Als grundlegend fiir die hier skizzierte Darstellung der Geo- 
metrie ist zu nennen: Cayley, A sixth memoir on quantics, Philos. 
Trans. 149 (1859), 61—90; Coll. Math. Papers 2 (1889), 5614f. 
Fiir die Aus- und Weiterbildung der gruppentheoretischen Glie- 
derung der Geometrie sind anzufiihren: F. Klein, Vergleichende 
Betrachtungen tiber neuere geometrische Forschungen, Erlangen 1872; 
abgedruckt in Math. Ann. 43 (1893), 63ff. E. Study, Uber Be- 
wegungsinvarianten und elementare Geometrie, Leipz. Ber. 1896, 
649 ff., Geometrie der Dynamen, Leipzig 1901, II. Abschnitt. 
L. Heffter, Uber das Lehrgebiiude der Geometrie usw., Math. 
Ver. 12 (1903), 490 ff, Uber Anordnung und Aufbau der Geo- 
metric, Wiillnerfesischrift, Leipzig 1905, 77 ff. K. Th. Vahlen, 
Abstrakte Geometrie, Leipzig 1905. 

Eine elementare und ausfiihrliche Darstellung in dem hier 
entwickelten Sinn gibt: L. Heffter und C. Koehler, Lehrbuch 
der analytischen Geometric, Erster Band, Leipzig 1905. 


Kapitel IV. 


Grundlagen der analytischen Geometrie. 


Von G. Guareschi in Pavia. 


§ 1. Koordinaten der Punkte einer Ebene. 
Richtungskosinus. 


1. Um einen Punkt in einer Ebene festzulegen, bedient man 
sich der Koordinaten. Hierunter versteht man zwei Zahlen 4, y, 
die aus den Abstainden p, q des Punktes von zwei festgegebenen, 
sich schneidenden Geraden, den Koordinatenachsen, durch Mul- 
tiplikation mit irgendwelchen konstanten Zahlen a, b hervorgehen, 
so daB 
= OP — 0" 


anzusetzen ist. Diese Koordinaten heiBen im Gegensatze zu den 
spater auftretenden imhomogene cartesische Punktkoordinaten. 

Es wird bei ihnen vorausgesetzt, da8 der Abstand von einer 
Geraden nach der einen Seite positiv, nach der anderen negativ 
gerechnet wird. Die ganze Ebene wird durch die beiden Koordi- 
natenachsen in vier Felder zerlegt, die sich durch die verschiedenen 
Vorzeichen-Kombinationen der Koordinaten charakterisieren lassen. 

Zieht man durch den angenommenen Punkt Parallelen zu den 
Achsen, so entsteht ein Parallelogramm, dessen Seitenliingen 


cae ae a SO ee 

ec sin(wy)’ "> sin (wy) 

sind, wenn (wy) den Winkel, den die Achsen bilden, bezeichnet. 
Die Koordinaten x, y lassen sich sonach auch aus den Stiicken 
&, n, die durch die Parallelen auf den Achsen abgeschnitten wer- 
den, herleiten, indem man 

uy 


3 jong 
Mile eed y No 


Pascal, Repertorium, IJ. 2. Aufl. 5 
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annimmt, also die GréBe der Abschnitte durch das Verhiltnis 
ihrer nach der einen Seite positiv, nach der anderen negativ ge- 
rechneten Liinge zu gewissen Hinheitsstrecken, nimlich 

1 eS 5: 
asin(cy)? "~~ bsin(wy)’ 


50 ae 
festlegt. Man nennt x-Achse die Koordinatenachse, welche so die 
x-Koordinate liefert, und y-Achse die andere Achse. Gewdéhnlich 
nimmt man §)=7)—= 1 an und spricht dann von einfachen Parallel- 


koordinaten. Ist (wy) = 2 so nennt man die Koordinaten recht- 


winklig. Dann 1&8t sich die eine Koordinate y deuten als die 
Linge des Lotes, das man auf die x-Achse fallt, und die andere 
Koordinate 2 als der Abschnitt, den dieses Lot auf der x-Achse 
bildet. In diesem Sinn heiBt y die Ordinate, x die Abszisse des 
betr. Punktes. Der Schnittpunkt der beiden Koordinatenachsen 
heiBt der Koordinaten-Ursprung oder Mittelpunkt und wird gewchn- 
lich mit O bezeichnet. Fiir ihn verschwinden beide Koordinaten, 
fiir die Punkte der Koordinatenachsen dagegen verschwindet je 
eine der Koordinaten. Hin Punkt P, der die Koordinaten 4, y hat, 
werde durch das Symbol P(a, y) bezeichnet. 

Wenn zwei Punkte P’ («’, y’), P”(a”, y”) gegeben sind und 
eine reelle Zahl u, so existiert auf der Geraden P’ P” ein und nur 
ein Punkt P, fiir den 

PAP 
ee gas 
wird, wobei die Abstiinde als orientierte Strecken, also mit einem 
bestimmten Vorzeichen behaftet, gedacht sind. Dieser Punkt P 
hat die Koordinaten 
ee eas BE EE bas 
Ei wae cee 

Der Abstand s der Punkte P’, P” wird in Parallelkoordinaten 

durch die Formel ausgedriickt: 


32 = (a ial a”)? alk (y’ ar y”)? Bie 2 (2’ = a”) (y’ as y”) cos (zy), 
und in rechtwinkligen Koordinaten: 
32 =— (x’ pis a”)? + (y’ — Wa). 


2. Bei der analytischen Festlegung der Winkel sind die ge- 
raden Linien mit einem bestimmten Richtungssinn behaftet, als 
ortentierte Geraden, zu nehmen, sie fallen dann nur zusammen, 
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wenn nicht bloB ihre Lage, sondern auch ihr Richtungssinn der- 
selbe ist. Die Koordinatenachsen selbst sind solche orientierte 
Geraden, wenn man ihnen den Richtungssinn zuweist, der von 
negativen zu positiven Werten der zugehérigen Koordinate fort- 
schreitet. Ferner ist ein bestimmter Drehungssinn als positiver 
anzunehmen. Fiir diesen wahlt man gewdéhnlich den, der die a- 
Achse in die y-Achse auf dem kiirzesten Wege tiberfiihrt. Der 
Winkel zweier orientierter Geraden 7, s wird dann durch die Ro- 
tation bestimmt, welche die erste in die zweite iberfiihrt. Der 
Winkel ist positiv oder negativ, je nachdem die Rotation positiven 
oder negativen Sinn hat. 

Eine Strecke AB auf einer orientierten Geraden wird posi- 
tiv oder negativ gerechnet, je nachdem der Richtungssinn, der 
von A nach B weist, mit dem Richtungssinn der Geraden iiber- 
einstimmt oder nicht. Wird eine Strecke AB von einer orientier- 
ten Geraden 7 auf eine orientierte Gerade 7’ orthogonal projiziert, 
so wird die Projektion 

: A’ B’ = AB - cos (rr’). 

Projiziert man die im Sinn eines bestimmten Umlaufs ge- 
nommenen Seiten eines Dreiecks (oder irgendeines Polygons) auf 
eine Gerade, so verschwindet die (algebraische) Summe der Pro- 
jektionen. Daraus kann man ableiten, da® fiir die Kosinus der 


Winkel, welche drei orientierte Geraden 7, s, ¢ mit drei anderen 
ry’, s’, t’ bilden, die allgemeine Identitiét besteht: 


cos(rr’) cos(sr’) cos (tr’) 
cos(rs’) cos(ss’) cos (ts’) eae 0. 
cos(rt’) cos(st’) cos (tt’) | 
LaBt man insbesondere r’, s’, t’ mit y, Ss, t zusammenfallen 
und nimmt die beiden letzten Geraden als x- und y-Achse, so er- 


gibt sich zwischen den ,,Richtungskosinus“ cos (xr), cos (yr) einer 
orientierten Geraden die Beziehung: 


ee cos(ar) cos (yr) | 
cos (rx) 1 cos (yx) == (0 
eos(ry) cos (xy) 1 


die sich bei rechtwinkligen Achsen (cos (ay) = 0) zur folgenden 
vereinfacht: 
cos (wr)? + cos (yr)? = 1. 
5* 
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La8t man in der Grundformel s’, t’ und s, ¢ mit den Achsen 
“, y zusammenfallen, so erhilt man den Kosinus des Winkels 
zweier Geraden 7, 7’ ausgedriickt durch deren Richtungskosinus 
in folgender Weise: 


Lb ® cos(xr’) cos (yr’) | 
cos (rr’) = — aoa | cos (r@) 1 cos (yx) ; 
| cos(ry) cos (ay) 1 


Die Formel geht bei rechtwinkligen Achsen tiber in: 
cos (rr’) = cos (wr) cos (wr) + cos (yr) cos (yr’). 


§ 2. Gerade Linien in einer Ebene. Koordinaten- 
transformation. Polarkoordinaten. 


3. Der Inhalt des Dreiecks, das drei Punkte P(«,y), P,(«,,4,), 
P,(% 3; Yq) bilden, ist der folgende: 
‘Te! Sie Ba 
A =4sin (wy)| a, y, 1 | 
® Yq I 
Das Vorzeichen ist -+ oder —, je nachdem die Reihenfolge PP, P, 
der Ecken eine Umkreisung des Dreiecksinnern in positivem oder 
negativem Drehungssinn bedeutet. Wenn die drei Punkte in ge- 
rader Linie liegen, verschwindet die vorstehende Determinante, 
d.h. es wird 
(Yr — Yo) @ — (ay — Mg) Y + ay Yy — XY = O. 
Diese Gleichung ist von der Form: 
ax + by+c=0. 


Kiner solchen Gleichung geniigen also, wenn wir P,, P, fest- 
halten und P als veranderlich ansehen, die Koordinaten der Punkte 
einer geraden Linie: durch die lineare Gleichung wird die gerade 
Tinie dargestellt. a, b, c¢ sind dabei Konstante, auf deren Ver- 
hiltnisse es allein ankommt. 

Eine Gerade, die durch den Punkt (a,,y,) geht, hat oine 
Gleichung yon der Form: 


a(e— x) + by —y,) =0. 
Die Gleichungen 


ax+byt+e=0, awatdyt+c’=0 
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stellen zwei parallele Gerade dar, wenn 


ab’ — ba’ = 0 
ist. 
Das Verhaltnis 
@ _ sin (wr) 
~ b. sin(ry) 


hei®t das Richtungsverhdlinis der Geraden 
r) ax + by+c=0. 


Sind die Achsen rechtwinklig, so wird das Richtungsverhiiltnis 
= tang(xr) und die Gleichung der Geraden kann in die Form 
gebracht werden: 

y = yo t @ tang (wr), 
wobei y, = — ¢/b den Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse 
festlegt. 

Die Gerade x geht dann und nur dann durch den Koordi- 
natenursprung O, wenn c= 0 ist. Ist e+ 0, so fille man das 
Lot OP auf 7, dann wird dessen Linge 
“J ce sin (@y) 

Va? + 6? — 2ab cos (wy) 


p 


wo das Wurzelvorzeichen so zu nehmen ist, daB p positiv ausf allt. 
Die Richtung OP hat unter dieser Voraussetzung die Richtungs- 
kosinus: 


— asin (xy) 
= Wh, => —— ) 
cos ( P) Va? + 6? — 2ab cos (wy)’ 
cos (yp) = — 7 = ate 


Va? + b? — 2ab cos (wy) é 
Schreibt man dann die Gleichung der Geraden r: 


(ax + by + ©) sin (xy) 
Va? + b? — 2.ab cos (xy) 


== 


so geht sie tiber in die Form: 
* . 2 cos(xp) + y cos(yp) — p= 9, 


die als die Normalform der Liniengleichung bezeichnet wird. 
Wenn R(X, Y) ein Punkt der Ebene ist, so wird sein Ab- 
stand von der Geraden 


q = Rr = — (X cos (ap) + ¥ cos (yp) — p), 
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wenn er nach der dem Koordinatenursprung zugewandten Seite 
hin positiv und nach der entgegengesetzten Seite negativ ge- 
rechnet wird. 

Ist die Gerade orientiert, so ist auf dem Lote aus dem Ko- 
ordinatenursprung der Sinn als positiv anzunehmen, der mit dem 


Sinn der Geraden den Winkel + 5 einschlieBt, und in diesem Falle 


ist das Wurzelvorzeichen so zu wahlen, daB p die Strecke OP 
auch dem Sinn nach angibt. Dann ist in der vorstehenden Forme! 
q positiv oder negativ, je nachdem es mit dem Sinn des Lotes 
tibereinstimmt oder nicht. 

Bei dieser Festlegung der Wurzelvorzeichen wird der Kosinus 
des Winkels zwischen zwei orientierten Geraden 


r) ax + by +e =0, 
r’) ae+tbyte=0 
gegeben durch die Formel: 
aa’ + bb’ — (ab’+ ba’) cos (xy) 
Va? + b? — 2ab cos (xy): Va"? + b’? — 2a’ b’ cos (xy) 


cos (rr’) = 


Die Bedingung dafiir, daB die beiden Geraden aufeinander senk- 
recht stehen, wird demnach 
aa’ + bb’ — (ab’+ ba’) cos (ay) = 0 
und in rechtwinkligen Koordinaten 
aa’ + bb/=0. 


Die Gleichung der Geraden durch den Punkt (a’, y’), die auf 
der Geraden ax + by + c =O senkrecht steht, lautet: 


— a = Yaw ° 
a—bcos(xy) b—acos(xy) 


Weiter ist allgemein 
(ab’— ba’) - sin (wy) 


sin (rr?) = ———————————— =" 
eo) Va? + b?— 2ab cos (vy) - Ya’? + 6b’? — 2a’b’ cos (xy) 


Ist ab’— ba’ + 0, so hat der Schnittpunkt der Geraden », 7’ 
die Koordinaten 


wenn ; 
Hy 2 %_iX, = be’ — cb’: ca’ — ac’: ab’ — ba’ 


Koordinatentransformation. Polarkoordinaten. Tall 


gemacht wird. Die nur bis auf einen gemeinsamen Faktor fest- 
gelegten drei Zahlen x,, 2, v, heiBen die homogenen cartesischen 
Koordinaten des Punktes. Sie bleiben bestimmt, wenn die Ge- 
raden 7, 7’ parallel sind, nur da8 dann z;=0 wird. Legt man 
die Punkte durch homogene Koordinaten fest, so kann man des- 
halb von ,,wneigentlichen“ Punkten reden, die durch zwei parallele 
Gerade oder ein Biischel von solchen bestimmt werden. Die Glei- 
chung der Geraden 


r) ax +bytc=0 
in homogenen Koordinaten lautet 
GX, + bx, + cx, = 0. 


Die drei Koeffizienten a, b, c, die durch die Gerade auch nur bis 
auf einen gemeinsamen Faktor festgelegt werden, heiBen die 
homogenen cartesischen Koordinaten der geraden Linie. Die Zahlen 
a b 
u = i ) v= a ’ 
die durch die Gerade vollstindig bestimmt sind, heifen dagegen 
ihre inhomogenen oder Pliickerschen Koordinaten. Es ist 
1 Nae ke: 
Ode eon? 


wenn A, B die Schnittpunkte der Geraden mit den Koordinaten- 
achsen bedeuten. Fiir diese Koordinaten ist der Koordinaten- 
ursprung O ein singulirer Punkt, indem mindestens eine von 
ihnen unendlich wird, wenn die Gerade durch O hindurchgeht. 
Sind drei Gerade 

r) ax +by te =O, 

r’) aaz+b’y +c’ =0, 

rae a’ x + by =p C= 6) 
gegeben, so wird der Flicheninhalt des von ihnen gebildeten 
Dreiecks 


A 


) 


(abe)? é 
=l1 
ee a) (ab’ — ba’) (a’b” — b’a’’) (a”b —b” a) sll (xy), 


wobei zur Abkiirzung 


| a c 
(abc) = | Aare b 4 bes 
(GA boa om 


gesetzt ist. 


We, Kapitel IV. Grundlagen der analytischen Geometrie. 


(abc) =0 


ist die Bedingung dafiir, daB die drei Geraden durch einen Punkt 
gehen oder parallel sind. Damit das letztere der Fall ist, mtissen 
die drei Gleichungen 


a= ba 26, WW 0a" 6, “eae 


erfiillt sein. 

4, Wenn die Punkte der Ebene auf zwei verschiedene Ko- 
ordinatensysteme bezogen sind, von denen das eine den Ursprung 
O, die Achsen x und y, das andere den Ursprung 0’ und die 
Achsen X und Y hat, so nenne man %, Y) die Koordinaten von 
O’ im ersten Koordinatensystem, dann bestehen zwischen den 
Koordinaten (x, y) und (X, Y) desselben Punktes P in den beiden 
Systemen die folgenden Gleichungen: 


of sin (Xy) sin (Y y) 
C= Xo + xX ait (wy) ++ i a sin (cy) ’ 
<= , sin (X@) sin (Y 2) 

Y =U + sin (ya) sin (yx) 


(Formeln fiir die Transformation der Koordinaten.) 
Aus den vorstehenden Gleichungen folgt die charakteristische 
Identitat: 


(@ — ay)* + (y —%)*? + 2(@ — %)(y — Y) cos (ay) 
= X?+ Y?+ 2XYcos(XY). 


Sind die beiden Koordinatensysteme rechtwinklig und 
X (ey) =X (KY) = + 9, 


so werden, wenn der Winkel (7X) =a genommen wird, die 
Transformationsgleichungen: 


= % + X cosa — Ysina, 


Y¥=Y + Xsna + Y cose, 
und es ist 


(% — a)" + (Y — yo)” = X? + Y?. 


Die Substitution ist eine ,,orthogonale“. 

Wird in der Ebene ein Punkt O, der Pol, und eine orien- 
tierte Gerade x, die durch O hindurchgeht, die Polarachse, fest- 
gelegt, so ist ein Punkt P der Ebene bestimmt durch die Ent- 
fernung OP = @, den Radiusvektor, und den Winkel m, den die 
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in dem Sinn von O nach P gekommene Gerade OP mit der Ge- 
raden # bildet, die sog. Anomalie oder Winkelabszisse. Die GréBen 
o und  hei&en dann die Polarkoordinaten des Punktes P. 

Nimmt man auSer der x-Achse noch durch O eine y-Achse 
im Winkel (xy) = y gegen die x-Achse an, so werden die so be- 
stimmten Parallelkoordinaten (x, y) des Punktes P ausgedriickt 
dureh seine Polarkoordinaten: 

sin = sin 
=. (y 9) ae pe 


sin y 


und es ist 


0 =Vx? + y? + 2Qaxy cos y. 
Ist insbesondere y = ae so ergibt sich 


Z=09C0SM, ¥y=osng, 9 = Vx? + y*. 


§ 3. Koordinaten. der Punkte im Raum. 


5. Um Koordinaten im Raume einzufiihren, zieht man durch 
einen Punkt O, den Ursprung, drei Gerade, die Koordinatenachsen, 
die man mit x, y, 2 bezeichnet und die nicht in einer Ebene liegen 
diirfen. Sie bestimmen zu je zweien drei Ebenen, die Koordinaten- 
ebenen. Auf jeder der Achsen wird nach Willkir ein positiver 
Richtungssinn festgelegt und daraus in jeder der Koordinaten- 
ebenen ein positiver Drehungssinn hergeleitet. Nun legt man durch 
irgendeinen Punkt P des Raumes die Parallelebenen zu den Ko- 
ordinatenebenen, welche die Achsen z, y, ¢ in drei Punkten X, Y, Z 
schneiden mégen. Dann heiSen cartesische Koordinaten von P 
drei Zahlen x, y, z, welche die drei Strecken OX, OY, OZ der 
GréBe und dem Sinn nach bestimmen. Umgekehrt laBt sich zu 
irgend drei Zahlen w, y, ¢ ein Punkt finden, welcher sie zu Ko- 
ordinaten hat. Statt unmittelbar die Lingen der Strecken OX, 
OY, OZ mw nehmen, kann man auch ihr Verhialtnis zu einer auf 
jeder der Achsen beliebig angenommenen ,,Einheitsstrecke“ angeben. 

Wenn die Koordinatenachsen aufeinander senkrecht stehen, 
heiBen die Koordinaten rechtwinklig. 

Wenn zwei Punkte P’(x’, y’, 2’) und P”(%”,y”, 2”) gegeben 
sind und auferdem eine reelle Zahl wu, so existiert auf der Ge- 
raden P’ P” ein und nur ein Punkt P, fiir welchen 

Popes 
pee # 
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wird, und zwar sind die Koordinaten dieses Punktes 
= x’ + po” Bf y +uy” bh a g - war 


aie Ya ae mi NS Page FP 

Das Koordinatensystem kann durch die drei Winkel (yz), (za), 
(wy) charakterisiert werden, welche seine Achsen miteinander 
bilden. Es ist dann das Quadrat des Sinus der kérperlichen Ecke, 
-welche die drei Achsen bilden (d. h. das Quadrat des sechsfachen 
Volumens desjenigen Tetraéders, welches drei Strecken OE,, OF,, 
OE, von der Linge 1 auf den positiven Koordinatenachsen als 
drei Kanten bestimmen), gegeben durch den Ausdruck 


| 1 cos (wy) cos (xz) | 
| cos (yx) 1 cos (yz) | 
cos (zx) cos (zy) Lowes 


Dieser Ausdruck laBt sich, wenn (yz) + (ex) + (ay) = 26 
gesetzt wird, in die Form bringen 


sin (xyz)? = 


sin (xyz)? = 4 sino - sin [6 — (yz)] - sin [o — (¢x)]-sin[o — (ay)]. 


Fiir den Sinus selbst findet man, wenn 2’, y’, 2’ die Normalen auf 
den Koordinatenebenen bezeichnen, 


sin(wy2) = sin (yz) cos(#a”) = sin (zx) cos (yy’) = sin (ay) cos(zz’). 


6. Bezeichnen r,s, 1, vier orientierte Gerade und x’, s’, t’, 2’ 
irgend vier weitere, so gilt die allgemeine Identitat: 


cos(rr’) cos(sr’) cos(tr’) cos (wr’) 
cos(rs’) cos(ss’) cos(ts’) cos (ws’) 
cos(rt’) cos(st’) cos(tt’) cos(ut’) | 


cos (rw) cos(su’) cos(twu’) cos (ww) 


0. 


Hieraus kann man fiir die Richtungskosinus einer orientierten Ge- 
raden r die Identitit ableiten: 


1 cos(ra@) cos(ry) cos(rz) | 
cos (77) 1 cos(wy) cos(az) | _ 
cos (yr) cos (yx) 1 cos (yz) } 
cos(zr) cos(gx) cos (zy) 1 


Setzt man zur Abkiirzung 


sin (yz) cos(ar) =a, sin (za) cos (yr) = B, sin (ay) cos (er) —y, 
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so kann man diese Identitat in folgender Form schreiben: 
a” + 6? + y? + 2 cos (x) By + 2 cos (y)ya+ 2 cos (2) eB — sin (ays)? 


Dabei bedeuten (x), (y), (z) die Winkel, welche die Koordinaten- 
ebenen miteinander bilden. 

Ferner findet man fiir den Kosinus des Winkels zwischen 
zwei Geraden 1, 7’: 


0 cos(ra) cos(ry) cos (rz) | 

cos (rr) = — __1 cos (sr’) 1 cos (xy) cos (az) | 
sin (TY 2)*| aog (yr’) cos (yx) 1 cos (yz) | 
cos(zr’) cos(g”) cos (zy) toma 


Wird eine orientierte Gerade gegeben durch einen Punkt 
P’(«’, y’, 2’), durch den sie hindurchgehen soll, und die Winkel 
A, u,v, die sie mit den Koordinatenachsen einschlieBt, so findet 
man fiir die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf ihr die 
Parameterdarstellung 

e=a+o-l, y=yt+o-m, ¢e=—2’+06-n, 
wobei 1 . 
Cm Rmesi ee 


und 1, m, m die folgenden Determinanten bezeichnen: 


cosh cos(xy) cos (x2) West cos A cos (x2) 
l= | cos u 1 cos (yz) |, m=! cos(ya) cosmu cos(yz) |, 
cosy cos (zy) LOG | cos(#x) cosy i 


il cos(ay) cosa | 


n= 


cos (yx) 1 Cos | . 
| cos(z#) cos(zy) cosy | 
Das Volumen des Tetraeders, von dem vier Punkte 
P(w, y, #), Py(@y, 4+ 2%)» Pz (@es Yo» #2)» P(g, Ys 2s) 
die Ecken bilden, ist durch folgenden Ausdruck gegeben: 
ane yaenecm «1 


S=—4sin (wyz) | 
x 
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Das Vorzeichen von S ist + oder —, je nachdem der Ubergang 
von P zu P, eine positive oder negative Umkreisung der Richtung, 
die von P, nach P, weist, bedeutet. 

In rechtwinkligen Koordinaten vereinfachen sich alle Formela. 


Der Abstand zweier Punkte P(x, y, 2), P’(x’, y’, 2’) wird in ihnen: 
pr =V@—a¥t @—vF Fe *h 


Zwischen den Richtungskosinus cos A, cos u, cos v einer orientierten 
Geraden r+ besteht die identische Beziehung: 


cos 4? + cos uw? + cos v? = 1. 
Sind cos 4’, cos w’, cos v’ die Richtungskosinus einer zweiten Ge- 
raden r’, so wird: 
cos (7) = cos A cos A’ + cos u cos u’ + cosy cos v’. 
Die Punkte P(a, y, z) einer orientierten Geraden r, die durch einen 
Punkt P’(x’, y’, 2’) geht und mit den Koordinatenachsen die 
Winkel A, uw, v bildet, sind von der Form 
e=a'+scosi, y=y+scosp, z=—2' +s cosy, 
wobei s die Strecke P’ P angibt. 


Schreibt man die vorstehenden Gleichungen, fiir 


Ll: m:n = cos A: COS wu: Cosy, 
in der Form: 
L—x y—y z—éz 
l m nn 


und fiigt ihnen die analogen Gleichungen fiir eine zweite orien- 
_tierte Gerade r’ hinzu: 
x—“” yy z2—2’ 
Vv oO pet, <P 


so wird fiir den Winkel zwischen den beiden Geraden: 
Wl’ + mm’+ nn’ 
VP +m? + n?- Vl? t m+n? 


Die Geraden sind parallel, wenn 


cos (rr’) = 


Ler t= mn. 
sie kreuzen oder schneiden einander rechtwinklig, wenn 
ll’ + mm’ + nn’=0. 
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§ 4. Ebenen- und Linienkoordinaten. 


7. Wenn vier Punkte P(x, y, 2), P, (a1, 45 %), Pa (o> Yor %)s 
P; (3, Ys, %3) mit ihren rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordi- 
naten gegeben sind, so wird die Bedingung, daf sie in einer 
Ebene liegen: 


| e 9, ze 1 
wy & 1 36 
My Yo % 1 


% Ys 2s i 


Wenn wir die Punkte P,, P,, P, festhalten und annehmen, da 
sie nicht in einer geraden Linie liegen, so wird die vorstehende 
Gleichung eine lineare Gleichung von der Form 


ax+bytce+d=0. 


Umgekehrt liegen die Punkte, deren Koordinaten irgendeiner 
solchen Gleichung geniigen, immer in einer Ebene, jede lineare 
Gleichung in «, y, 2 stellt eime Ebene dar. Die Ebene ist bestimmt, 
wenn von den Koeffizienten a, b, c, d die Verhiltnisse bekannt 
sind. Diese Koeffizienten heiBen homogene cartesische Ebenen- 
koordinaten, und als inhomogene oder Pliickersche Ebenenkoordi- 
naten werden die Verhiltnisse 
a b ¢ 


a Te a 


eingefiihrt, Schneidet die Ebene die Koordinatenachsen in A, B, C, 
so wird 


U 


1 if 1 

cat Oem ORs ene OCs 

Der Koordinatenursprung O ist ein singulirer Punkt fiir diese 
Koordinaten. Geht die Ebene durch ihn hindurch, so wird d=0O 
und wenigstens eine der Koordinaten unendlich. Ist « = 0, so ist 
die Ebene der #-Achse parallel, sind v = 0, w = 0, so ist sie zur 
yé-Ebene parallel usw. Die homogenen Ebenenkoordinaten a, b, 
c, d sind, wenn die Ebene durch die drei Punkte P,, P,, P, be- 
stimmt ist, den Determinanten der Matrix 


i 


% 4% 4% 1 


® Yy % I 


ty Ys 23 1 
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proportional. Wenn die drei Punkte P,, P,, P; in einer Geraden 
liegen, verschwinden die simtlichen Determinanten dieser Matrix; 
dann ist durch die Punkte nicht eine Ebene, sondern ein ganzes 
Biischel von Ebenen bestimmt. 

8. Die Verbindungslinie zweier Punkte P,(x,, y,, 2%) und 
P;(%_, Ye, %) wird durch die Doppelgleichung dargestellt: 


Cy Ye ea 
Ly — Ly Yo — Y4 zy — &, 


Macht man 
b= %— %, M=—Yo—-—%, N=%y— Ay, 


so kann man diese Doppelgleichung in die drei Gleichungen auf- 
lésen: 

p—ny +mze—0, 

q—le +nex =O, 

r—metly =0, 
aus denen auch 

pe + qy +re=0 


folgt. Huierbei ist gesetzt: 


UD VK Feed a Ee 
q = la, — NX, = By, — Hy 2s, 
r= Ma, — ly, = LyYq — Y, La. 


Die sechs Zahlen /, m, n, p, qd, 7 heiBen die (homogenen) Koordi- 
naten der geraden Line. Es kommt bei der Festlegung der Ge- 
raden lediglich auf ihre Verhaltnisse an, und zwischen ihnen be- 
steht die identische Beziehung 


lpt+ma+ur=0. 


Setzen wir rechtwinklige Koordinaten voraus, so sind 1, m, n die 
Projektionen der Strecke P,P, auf die Koordinatenachsen und 
p, q, 7 die Projektionen der doppelten Flache des Dreiecks OP, P, 
auf die Koordinatenebenen, die Strecke mit dem Richtungssinn 
P,P, und die Flache mit dem Drehungssinn OP, P, genommen 
Die sechs GréBen lassen sich analytisch deuten als die Deter- 
minanten der zweizeiligen Matrix 


9; 1g | 


Yo Wau wea tl 
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Leiten wir aus zwei Punkten P3(m,, ys, 2g), Py(%q, yy, %), a. hb. 
aus der Matrix 
%, Ys % 1 
He Ye &% 1 
die entsprechenden GréBen 1’, m’, n’, p’, q’, r’ her, so bedeutet 
der Ausdruck 
(P, P,, P;P,) = lp’ + mq’ + nr’ + pl’ + qm’ + rn’ 

das sechsfache Volumen des Tetraeders P,P, P;P,, positiv oder 
negativ genommen, je nachdem der Ubergang von P, zu Py eine 
Drehung in positivem oder negativem Sinne um die Richtung P; P, 


bedeutet. Ist 
(AP; IRE) =, 


so schneiden sich die Linien P,P, und P; P, oder sie sind parallel. 
Letzteres tritt ein, wenn 
L:m:n=lU':m':n 


’ 


/ 


ist. 
Legen wir durch P,, F, irgend zwei Ebenen hindurch: 


9) ax +by +cz +d =0, 
7’) aua+byteez+dad =0, 
so la8t sich mit Hilfe eines Proportionalitatsfaktors @ setzen: 
ol = be’ — cd’, op = da’ — ad’, 
om = ca’ — ac’, og = db’ — bd, 
on = ab’ — ba’, or =de — cd’. 
Die Linienkoordinaten lassen sich also ebensogut aus den Glei- 
chungen zweier Ebenen, die sich in der Geraden schneiden, her- 
leiten wie aus den Koordinaten zweier Punkte, die auf der Ge- 


raden liegen. 
Damit die Ebene 


70) ax+by+ecze+d=0 


durch die Gerade (J, m, 1, p, 9,7) hindurchgeht, miissen die Glei- 


chungen erfiillt sein: 
ld —rb +qce=0, 


md— pe+ra=0d0, 
nd —qa+pb=0, 
la +mb+nc=0, 


von denen irgend zwei eine Folge der tibrigen sind. 


80 Kapitel IV. Grundlagen der analytischen Geometrie. 


Die Linienkoordinaten sind eingefiihrt worden von Cayley 
Quarterly Journal 3 (1860) 225, Papers IV 446) und Plicker 
oe Trams. 165 (1865) 726, Ges. Abh. I 470, ausfiihrlich 
in der Neuen Geometrie des Raumes, posthum Leipzig 1868, 69.) 


§ 5. Normalform der Ebenengleichung. Winkel zwischen 
Hbenen. 


9. Wenn man von dem Koordinatenursprung O auf eine 
(nicht durch ihn hindurchgehende) Ebene das Lot OP fallt, dessen 
Linge mit p bezeichnet und der Linie OP den Sinn gibt, der 
von O nach P weist, so laBt sich die Gleichung der Ebene in der 
Normalform ansetzen: 


a cos (xp) + y cos (yp) + 2 cos (ep) —p = 0. 
Um die allgemeine Gleichungsform 
ax+by+ez+d=0 


auf diese Normalform zu reduzieren, hat man zu setzen: 


| 0 a b c | 
La 1 COS (XY z) | 
| 9) OE) | O(a, 5, 
|b cos (yx) 1 cos (yz) | 
| 
| ec cos(zx) cos (zy) t~ 4 
und die Gleichung dann zu multiplizieren mit 
sin (7 y 2) 
7 ae 
so wird V®(a, b,¢) 
asin (7@y 2) bsin (wy 2) ¢ sin (@Y 2) 
COS 22) —= =, COS) cos (z == 
2) = Feat.5) Oo?) “Yaa = Ve@ba 
pe ot d sin (xy 2) : 
V ®(a, b,c) 


Sieht man a, b, c, d als die Determinanten der oben (Nr. 7) ge- 
gebenen Matrix an, so ist z. B. 


[7 oY, 4 | 
0d =| Wa Ya. ee 
te Psvuee | 


Hs ist dann 
—dsin (wyz) = 6S =2A-p, 
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wenn S das Volumen des Tetraeders OP, P,P, und A der Inhalt 
des Dreiecks P, P,P; ist. S und A sind positiv oder negativ zu 
nehmen, je nachdem die Reihenfolge P, P,P, eine positive oder 
negative Umkreisung der vom Koordinatenursprung weg gerich- 
teten Normale der Dreiecksflache bedeutet. So ergibt sich 


A=+4/) G(a, b,c), 


indem 
Mist a % 1 1% yy 1 
ae Yo kei 1), SO | eg5 By Ld, C= | ty 4 A 
Ys % 1 | 23 % 1 . tz Ys 1 


gesetzt wird. Im Falle rechtwinkliger Koordinaten wird 
A=4Vei+P+e. 

a, b, e sind dann die senkrechten Projektionen der doppelten 

Dreiecksfliche auf die Koordinatenebenen. : 


Ist R(X, Y, Z) irgendein Punkt des Raumes, so ergibt sich 
- fir seinen Abstand qg von der betrachteten Ebene 


q = — (X cos (xp) + Y cos (yp) + Z cos (ep) — p). 


-Hierbei ist der Abstand q nach dem Ursprung O zu positiv, von 
dem Ursprung weg negativ gerechnet. Die vorige Formel kann 
man, wenn die Gleichung der Ebene 


; ax+by+tcze+d=0 
ist, ersetzen durch 
aX+bY+ezZ+d . 
= Et .. “LY z). 
ge! Timm ee 
Fir rechtwinklige Koordinaten wird sie 
Sra ety tered 
Va? + 0? + ¢ 
; 10. Wenn eine Ebene durch einen Punkt P,(a,, y,, %) hin- 
_durchgeht, ist ihre Gleichung von der Form: 
a(x — x) + b(y—%) + cz —4%) = 0. 
‘Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit zwei Ebenen 
1) ax +by +cz +d =0, 
wt) aa+bytes+d' =0 


Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl, 6 
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parallel sind, ist 
a: be Cea Ore 
damit sie senkrecht sind, mu8 unter der Voraussetzung recht- 


winkliger Koordinaten 
aa’ + bb’+.cc’ =0 re 


sein, Allgemein ist bei rechtwinkligen Koordinaten der Winkel 
zwischen den Ebenen x, 7 aus einer der Gleichungen zu bestimmen: 


, aa’+bb’+ cc’ 
cos (%, «') = Veit yarore re? 
Ve — eb’)? + ca’ — ac’)? + (ab’— ba’)? 
Va? +b? + c?-Va'?+db'?+¢? 
Nimmt man eine dritte Ebene 
a aa t b’yte"2z+a"=0 
hinzu und bezeichnet die Determinanten der Matrix 
| i Oe SCS ek 
ROEM yea tren 1, 
! a 


LA bb” On. ad’ i 


sin (2, 2’) = 


in leicht verstindlicher Symbolik wie folgt: 
= (dbc), B = (adc), C = (abd), D = (abc), 


dann ergibt sich: 1) Ist D + 0, so sind 


A B . C 

Pala Sp Wow aa ae ose te eT 
die Koordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen. 2) Ist 
D =O, aber keine der Determinanten A, B, C = 0, so sind die 
drei Ebenen derselben Geraden parallel, und die Richtungskosinus 
dieser Geraden sind bestimmt durch die Proportion 


cos i: cosp:cosv =A: B:C. 


3) Ist auBer D noch eine und damit jede Determinante der Matrix 
= 0, so gehdren die drei Ebenen einem Biischel an: sie gehen — 


entweder durch dieselbe Gerade oder sind parallel. Das letztere 
ist der Fall, wenn die vier Determinanten A, B, C, D dadureh 


erschwinden, daB D mit allen Unterdeterminanten verschwindet. 


Nehmen wir eine vierte Ebene 


we a 


of a “oe + b’’y + Cs + a’ pies (8) 
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hinzu, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung, damit die 
vier Ebenen einem Biindel angehiéren, d.h. entweder durch den- 
selben Punkt gehen oder derselben Geraden parallel sind: 


a b c age 
Bee Cur 
Qo Os awe? 0 © 
b 


ver “sh ALA 
Cc ad 


a 


Der letztere Fall tritt ein, wenn die aus den Elementen der drei 
ersten Spalten gebildeten Unterdeterminanten = 0 sind. 
| Sind gegeben die Gleichungen fiir eine Ebene 
7) az+bytcz+d=0 
‘und eine Gerade 
r) PA eed ee Oa 


l m ste 
so ist die Gerade r zur Ebene w senkrecht, wenn 


ti:msn=a:6b:¢;3 
7 ist parallel zu 2, wenn 

al+ bm+cn=0, 
und liegt in x, wenn auSerdem 
; ax’ + by’+cz’+d=0 
wird. 

§ 6. Koordinatentransformation. Polarkoordinaten. 
Projektive Ebenenbiischel und Punktreihen. 

11. Werden die Punkte des Raumes auf zwei verschiedene 
Koordinatensysteme bezogen, von denen das eine den Ursprung O, 
die Achsen x, y, z, das andere den Ursprung O’, die Achsen X, 
Y, Z hat, und nennt man 2, Yo, % die Koordinaten von O’ im | 
ersten Koordinatensystem, x’, y’, 2° die Normalen in O zu den 
Ebenen yz, 2”, xy, so ist die Beziehung, die zwischen den Koordi- 
naten (x, y, 2) und (X, Y, Z) desselben Punktes in den beiden 
Koordinatensystemen besteht, ausgedriickt in den Formeln: 


X cos (Xa’) + Y cos (Ya’) + Zcos(Zx’ ue 


‘fecal cos (a7a") 

X cos (Xy’) + Y¥ cos (Yy’) + Z cos (Zy’) ) 
2 Sox cos (yy) 

X cos (Xz2’)-+ Ycos(¥z’) + Z cos (Zz2’) 
pe eer 


6* 
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Wenn beide Systeme rechtwinklig sind, so werden diese — 
Formeln einfach: 


a = %+ X cos (Xx) + Y¥ cos (Ya) + Z cos (Zz), 
yY¥ =¥y+ X cos (Xy) + Y cos (Yy) + Z cos (Zy), 
g = 2%) + X cos (Xz) + Ycos (Yz) + Z cos (Zz). 


Setzt man hierbei 
| cos(Xa#) cos(Yx) cos (Zz) | 
D =| cos (Xy) cos(Yy) cos (Zy) p 
cos (Xz) cos(¥z) cos (Zz) | 


so ergibt sich: 1) Die Quadratensumme der Elemente einer Reihe 
oder Spalte von D ist = 1. 2) Die Summe der Produkte ent- 
sprechender Elemente derselben zwei Reihen oder Spalten ist = 0. 
3) D ist =-+ 1 oder — 1, je nachdem die Dreikante der posi- 
tiven Achsenhalften in beiden Koordinatensystemen kongruent sind 
oder durch Spiegelung auseinander hervorgehen. 4) Jede Unter- 
determinante von D ist dem Element, dem sie adjungiert ist, — 
direkt oder entgegengesetzt gleich, je nachdem D —-+ 1 oder 
— 1 ist. 

12. Nimmt man im Raume einen Punkt O, den Pol, eine 
orientierte Gerade z, die Polarachse, die durch O geht, und eine 
Halbebene w, die Polarcbene, die durch z begrenzt wird, dann. 
kann man jedem Punkte P zuordnen: 1) seinen Abstand g von 0, 
den Radiusvektor, 2) den Winkel zwischen der Halbebene, die 
z mit P verbindet, und der Halbebene w, das Azimut, 3) den 
Winkel #, den die Richtung von z mit der Strecke OP bildet, 
die Zenitdistanz. Umgekehrt ist der Punkt, wenn 0, », & gegeben — 
sind, eindeutig bestimmt. Diese GréSen heiBen dann die Polar- 
koordinaten des Punktes. Sind 2, y, 2 die rechtwinkligen carte- 
sischen Koordinaten desselben Punktes in dem System, dessen 
z-Achse mit der Polarachse tibereinstimmt und dessen positive 
x-Achse in die Halbebene w fallt, wahrend die y-Achse zu dem — 
Azimut + 2/2 gehért, so wird 


L=osindcosy, y=—eosn sing, 2=0 cos? 


und umgekehrt 


0 =Va? + y? + 23, cos t=, tang m = 4. 


@ 
13. Sind U=0, V=O die Gleichungen zweier Ebenen 
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m',m’, so ist die Gleichung einer Ebene x, die durch die Schnitt- 
linie der beiden ersten hindurchgeht oder, wenn diese Ebenen 
parallel sind, ihnen wieder parallel ist, von der Form 


4#U+iV=0. 


U, V bedeuten hierbei lineare Funktionen der Punktkoordinaten. 
Nimmt man 


| U = « cos (xp’) + y cos (yp’) + 2 cos (ep’) — p’, 
; = a cos (ap”) + y cos (yp”) + z cos (ep”) — p”, 


a 


-also die Gleichungen der Ebenon 1’, 2%” in der Normalform, 
so wird 
sin (wm) 
sin (ex) 


3 


a 
; % 


Sieht man aber in der Gleichung 
uz+oy+twet+1=0 


die Punktkoordinaten x, y, z als fest, dagegen die Ebenenkoordi- 
-naten w, v, w als verinderlich an, so stellt die Gleichung den 
Punkt (x, y, z) dar, indem sie die Bedingung dafiir ausdriickt, 
daB die Ebene (w, v, w) durch ihn hindurchgeht. Schreibt man 
in diesem Sinn die Gleichung kiirzer P = 0 und stellt ihr eine 
-fihnliche Gleichung Q = 0 zur Seite, so wird durch 


| xP +1Q=0 
ein Punkt R auf der Verbindungslinie der beiden ersten Punkte 
P, @ dargestellt. Dieser Punkt ist dadurch charakterisiert, daB 
: PR: RQ=A:4 
wird. 

Nimmt man nun zwei Ebenenbiischel 

xnU+iaV=0,% U'+1'V'=0 

oder zwei Punktreihen 

| wP+1iQ=0, «'P’+21'Q'=0, 
‘so stellt man zwischen einem der linksstehenden und einem der 
rechtsstehenden Gebilde eine projektive Beziehung her, indem man 
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, 


rh , 
ansetzt, oder wenn Toe eee gemacht wird: 


rot By. 


OS y+ ou 


Es ist aus diesem Ansatz, wenn my, y'3 He, Mp 3 Mg, Hs 3 Har Ma 
vier Paare entsprechender Parameter sind, sofort herzuleiten, daB 


Hy ty oe be th 


Us by Heb Hys— He a — 


wird, worin die Gleichheit der Doppelverhaltnisse zweier ent- 
sprechender Quadrupel von Elementen in den beiden projektiv auf- 
einander bezogenen Grundgebilden ausgesprochen ist. Die ent- 
_sprechenden Betrachtungen fiir die Ebene sind aus dem Vorstehenden 
unmittelbar abzuleiten, indem man eine Variable weniger nimmt 
und so die Punktreihen und Strahlenbiischel einer Ebene erhalt. 

14. Historische und bibliographische Notizen. Der Gedanke, 
-welcher der Anwendung der Koordinaten zugrunde liegt, ist sehr 
alt. Beziehungen zwischen den Koordinaten der Punkte einer 
Kurve stellten bereits die Griechen auf (vgl. Zeuthen, Die Kegel- 


schnitte im Altertum). Die Begriffe Abszisse und Ordinate finden 


sich schon im 14. Jahrhundert bei Nicole d’Oresme, der 
darauf seine Theorie der latitudines formarum griindete. Diese 
Theorie erfuhr nach dem Emporkommen der Algebra eine — 
systematische Weiterbildung im 17. Jahrhundert. Vieta (1540 
bis 1603) bestimmte die Punkte einer Geraden durch ihre Ab- 
szisse (Opera mathematica ed. Schooten 1646), Galilei (1564 
bis 1642) benutzte das rechtwinklige Achsenkreuz zur Festlegung 
der Punkte im. Raume (Dialoghi sopra i due massimi -sistemi 
1632), Cavalieri (1598—1647) griindete auf den Koordinaten- 
begriff seine Geometrie der Indivisibeln (1635) und Descartes 
(1596—1650) fiihrte die Koordinaten als systematisches Hilfs- 
mittel zur analytischen Auflésung geometrischer Aufgaben ein 
(Géométric, 1637). Um die Verbreitung und Ausgestaitung der 
analytischen Geometrie haben sich nach Fermat, de Witt u. a. 
verdient gemacht in England Newton (Geometria analytica etc., 
Opera ed. Horsley, Vol. 1), in Deutschland Euler (Introductio — 
in analysin infinitorum, Vol. 2,1748), und weiterhin Mac Laurin, 
Clairaut, Cramer, Lambert, Lagrange, Monge, Gergonne, 
Lame, Bobillier, Moebius, Plicker, Jacobi, Hesse, Cay- 
ley, Clebsch, Cremona u.a.m. Vgl. Cantor, Gesch. d. Math., 
Bd..I—IV, Zeuthen, Gesch. d. Math. im XVI. u. XVII. Jahrh., 
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und fiir die neuere Zeit Kétter, Die Entwicklung der synthe- 
tischen Geometrie, Math. Ver.5, 1901, Fano, Synth. u. anal. Geom., 
Math. Enzykl. Bd. W111, B 4%. Die Ebenenkoordinaten riihren 
von Pliicker her, die Normalform der Gleichung einer Geraden™ 
und einer Ebene von Hesse. 
Fiir die ersten Grundlagen der analytischen Geometrie vgl. 
man die Lehrbiicher: 
Hesse, Vorl. a. d. analytischen Geom. der ger. Linie, des 
- Punktes und des Kreises, 4. Aufl. 1906, Salmon- Fiedler, 
_ Analytische Geometrie der Kegelschnitte, Analytische Geometrie des 
_ Raumes (viele Auflagen), Baltzer, Analytische Geometrie 1882, 
auch den betr. Abschnitt in Resselbor Verfassers Theorie u. Ane 
p wendy der Determinanten, Ganter und Rudio, Elemente der 
~ analytischen Geometrie 1897, 1899 (mehrere Neuauflagen), Simon, 
 Analytische Geometrie der Ebene 1897, des Raumes 1898 (Samm- 
lung Géschen), Schur, Lehrbuch der analytischen Geometrie 1898, 
_Niewenglowski, Cours de géométric analytique, Paris 1894, 
Staude, Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie . 
und der Ebene 1905, d’Ovidio, Geometria analitica, Torino 1908, 
endlich nach der Seite der Ravowanited Mathematik hin: Runge, 
_ Analytische Geometrie der Ebene 1908. + 
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Kapitel V. 


Grundlagen der affinen Geometrie. 
Von H. Timerding in Stra8burg. 


§ 1. Der Desarguessche Satz. 


Im vorigen Kapitel sind bei der Behandlung des Koordi- — 

_ natenbegriffes die in dem ersten Kapitel entwickelten Grundlagen 

_ der Geometrie in ihrem ganzen Umfange vorausgesetzt worden, 

d, h. wir haben die Giiltigkeit des vollen Axiomensystems an- 
genommen. Wenn dies nun auch fiir die metrischen Relationen 
der Koordinaten nctwendig ist, so erweisen sich doch fiir die Be- 
grindung der allgemeinen inhomogenen Koordinatengeometrie 
einzelne unter den Axiomen als entbehrlich, und es sind neue 
prinzipielle Aufschliisse zu erwarten, wenn man sich die Aufgabe 
stellt, alle iiberfliissigen Voraussetzungen abzustreifen. 

Hilbert hat diese Aufgabe fiir die Ebene so behandelt, daB 
er zunichst nur die Axiome der Verkniipfung und Anordnung 
in Verbindung mit dem Desarguesschen Satze (vgl. S. 18 und 
S. 55) und dem Parallelenaxiom als giiltig ansah (Grundlagen 
der Geom. § 24—28). Es werden dann zwei feste Gerade an- 
genommen, die sich in einem Punkte O schneiden und als die 
g- und y-Achse bezeichnet werden. Ferner werden auf diesen 
Achsen zwei Punkte FE und E’, die Hinheitspunkte, angenommen, 
ihre Verbindungslinie heiBt die Himheiislinie. Man rechnet nun 
mit Strecken auf den Achsen. Von diesen Strecken bildet immer 
O den Anfangspunkt, und sie heifen einander gleich, wenn die 
Verbindungslinie ihrer Endpunkte der Einheitslinie parallel ist. 
Insbesondere nimmt man 


OF = 0B = 1.00 =U 


Aus zwei Strecken OX =a, OY = y leitet man einen Punkt P 
ab, welcher die vierte Ecke des durch 0, X, Y bestimmten Pa- 
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rallelogrammes ist; , y heiBen dann die Koordinaten dieses Punktes. 
Fir die Punkte der x-Achse wird y= 0, fiir die Punkte der 
y-Achse x= 0. Man kann nun Deditionsweise annehmen, daB 
fir die Punkte P einer Parallelen zur Einheitslinie 


x + y = const. 


Sind. Sind insbesondere A, B die Pentepanete der Geraden mit 
den Achsen, so wird 
| OA=OB=2+4+y. 


Ferner wird x =y fiir die Punkte einer Geraden, die man be- 
‘kommt, indem man den vierten Eckpunkt 7 des durch E, O, E’ 
bestimmten Parallelogramms mit O verbindet. Dies ist eine un- 
-mittelbare Folge des Desarguesschen Satzes. 

Die Regel fiir die Addition zweier Strecken a, b auf der a- © 
‘oder y-Achse lautet nun, wie folgt: Man nehme den Punkt, dessen 
Koordinaten x = a, y = b sind, und ziehe durch ihn die Parallele 
zu der Einheitslinie, diese Parallele schneidet auf beiden Achsen 
die Strecke a+ 6b ab. Aus dem Desarguesschen Satz folgt, 
da8 man, ohne das Resultat dieser Konstruktion zu dndern, statt 
des Punktes (a, 6) auch den Punkt (0, a) verwenden kann, da8 also 


at+t+b=b+a 


wird, mithin fiir die Addition das kommutative Gesetz gilt. Ebenso 
deweist man auch direkt das assoziative Gesetz 


a+(b+c)=—(atb) +e. 


Nun verindert man die Einheitsstrecke OE’ auf der y-Achse, 
indem man dafiir eine beliebige andere Strecke OC’= c¢ nimmt. 
‘Zieht man dann durch einen beliobizen Punkt A der x-Achse, fiir 
den OA =a gesetat sei, die Parallele 20 BO’ , so definiert deren 
Schnittpunkt B’ mit de y- Achse die Strecke 


OB’=c-a. 


Zieht man durch B’ die Parallele zu E’E, so wird: fiir deren 
Schnittpunkt B mit der x-Achse ebenfalls 


3 - OB=c:a. 


. 


Dann folgt wieder aus dem Desarguesschen Satze, daB, wenn 
auf der y-Achse 0.A’=a, auf der x-Achse OC = c peitiacht wird, 
die Linien CE’ und BA’ parallel werden; die beiden Koordinaten- 
achsen kénnen also bei der Konstruktion des Produktes ihre Rolle 


* 


wr 


uy 
a 


90 Kapitel V. Grundlagen der affinen Geometrie. 


vertauschen. Dasselbe Beweisverfahren zeigt, daB fir diese Multi- 
plikation das assoziative Gesetz gilt: p 


c(ba) = (eb)a. 


Aus dem Desarguesschen Satz folgt unmittelbar: Haben 
zwei Parallelogramme eine Seite gemein, so bilden die zu dieser 
: Seite parallelen Seiten wieder 
Ag die Gegenseiten eines Parallelo- 
gramms. In der beistehenden Figur 
sind den Punkten auf den Achsen 
die Strecken, deren Endpunkte 
sie sind, beigefiigt. Dabei werde 
y =cy. Die Punkte P und P’ 
sollen die Koordinaten x, y und 
x,y haben. Durch P’ ist die Ge-, 
rade AA’ parallel zur Einheits- 
linie EE’ gegeben. .Dann muB 
nach dem vorangestellten Satze 
Zz die Linie, die P mit A verbindet, 
BO XX A parallel zu Y X, sein. Daraus folgt 
Fig. 1. a=cb. Der Punkt A, bleibt fest, 
wenn man P’ auf AA’ wandern 

laBt. P durchliuft dann also die Gerade AA). Nun muB 


ety =a 
sein, also folgt durch Einsetzen des Wertes von y’ 
x+tcy=a, 


und damit ist die Gleichung der geraden Linie gefunden. Es ist 
jetzt leicht zu zeigen, daB, falls die Gerade durch O geht, fiir die 
Koordinaten x, y ihrer Punkte eine Gleichung von der Form 


x= cy 


gilt. Ebenfalls ist es nicht schwer, fiir die Multiplikation auch 
die Giiltigkeit der beiden distributiven Gesetze nachzuweisen: 


e(a+b)=ca4-cb, (a+ b)c=ac+ be. 


Dagegen ist die Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes micht 2u 
beweisen. Die so begriindete Streckenrechnung erlaubt, die Ge- 
samtheit der verschiedenen Strecken aufzufassen als ein Zahlen- 
system, das Hilbert ein Desarguwessches Zahlensystem nennt. — 
Dieses Zahlensystem gestattet, wie Hilbert nachgewiesen hat, 


s 
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den Aufbau einer rdumlichen Geometrie, bei der die Koordinaten 
der Punkte und Ebenen Zahlen des Systems sind, und in der die 
simtlichen Axiome der Anordnung und Verkntipfung mit Ein- 
schlu8 der raumlichen Axiome erfillt sind. Es ergibt sich so der 
wichtige Satz: Es seien in einer ebenen Geometrie die Axiome - 
der Verkniipfung und Anordnung samt dem Parallelenaxiom er- 
_ fillt. Dann ist die Giiltigkeit des Desarguesschen Satzes die 
Bedingung dafiir, daB diese ebene Geometrie sich als Teil einer 
rdumlichen Geometrie auffassen lift, in welcher die sdmtlichen 
_ Axiome der Anordnung und Verkniipfung mitsamt dem Parallelen- 
axiom erfillt sind. Anderseits kann der Desarguessche Satz aus 
dieser riumlichen Geometrie gewonnen werden, indem man zwei 
perspektive Dreiecke, die in parallelen Ebenen liegen, durch parallele — 
Strahlen auf eine Ebene projiziert. Es ergibt sich so: Der Des- 
arguessche Satz kennzeichnet sich gewissermafen als das Resultat 
der Elimination der réumlichen Axiome. (Hilbert, Grundlagen 
-§ 30.) 


= Wir nehmen nun auch das kommutative Gesetz in der Form 
ca = ac 

als giiltig an und suchen die Aussage dieser Gleichung geometrisch 

auszudriicken. Dies ist in der beistehenden Figur geschehen. 

Um OB’ =ca w_  konstruieren, 

ist AB’| EC’ See und um 

,O8 = EA 


und “die Aussage des Satzes ist 
nichts anderes wie der Pascalsche 
Satz in seiner speziellen Formu- 
lierung (s. §.18). Die Giiltigkeit 
des kommutativen Gesetzes ist also 
gieichbedeutend mit der Annahme ? ¢ 
des Pascalschen Satzes. Setzen ¥ 
wir diesen als richtig voraus, so 

'gelargen wir zu einer Coamenio. die wir als affine Geometrie 
zu bezeichnen haben, und welche mit der in Kap. II unter dieser 
-Bezeichnung eingefiihrten Geometrie identisch ist. 


E A 
7 a 
2 


at 
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Die Annahme des Pascalschen Satzes und damit des kom- 
‘mutativen Gesetzes bei der Streckenmultiplikation gestattet die 
Einfiihrung des Quotienten zweier Strecken OA'= a, OB'=b, 


ae 
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die wir zunichst auf der y-Achse annehmen. Dieser Quotient ¢ 
ist definiert durch die Gleichung 


qb=a. 
Wir schreiben ihn 
C7 Oa 
i OB 

Nach der Definitionsgleichung kénnen wir g deuten als eine Strecke 
O@ der x-Achse; man bekommt.sie, indem man B’ mit E ver- 
bindet und zu dieser Linie die Parallele durch A’ zieht, diese 
schneidet Q aus. Demnach gelten fiir die Streckenquotienten die- 
selben Rechenregeln wie fiir die Strecken. Die Streckenquotienten 
kénnen auch auf die x-Achse tibertragen werden, indem man zwei 
Streckenquotienten auf verschiedenen Achsen als gleich ansieht, 
wenn die Endpunkte der Strecken auf zwei Parallelen zur Einheits- 
geraden liegen. Sie sind dann aber, wie sich aus dem Desargues- 
schen Satz ergibt, immer gleich, wenn die Endpunkte auf irgend 
zwei zueinander parallelen Linien liegen. Um also zu entscheiden, © 
ob zwei Streckenquotienten auf derselben Achse gleich sind, zieht 
man durch die Endpunkte der Strecken des einen Quotienten irgend 
zwei Parallele, deren Schnittpunkte mit der anderen Achse ver- 
bindet man mit den Endpunkten der Strecken des zweiten Quo- 
tienten, sind diese Verbindungslinien wieder parallel, so sind die 
Quotienten gleich. Man fiihrt die Quotienten auf eine Strecke der 
Achse, auf die sie sich beziehen, zuriick auf Grund der Gleichung 


ree 
ree 


Man leitet nun aus zwei Strecken OA, OB der x-Achse eine 
Strecke mit dem Anfangspunkt A und dem Endpunkt B ab, in- © 
dem man 

AB=OB—OA 
setzt. Wird QA: QB=i1 und OA—=2,, OB=4,, OQ=2 
gesetzt, so ergibt sich 4 = (a, — x) : (a, — ”) und somit 

— ise | 

(1) t= eh 
Um jetzt zu entscheiden, ob zwei Strecken AB, CD der x-Achse 
gleich sind, zieht man durch A, B zwei parallele Linien, deren 
Schnittpunkte mit einer beliebigen Parallelen zur a-Achse ver- 
bindet man mit C und D, sind diese Linien wieder parallel, so ist — 


AB=CD. 
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Wir gehen nun auf die gefundene Gleichung x + cy = a 
einer Geraden mit den Achsenabschnitten a, b zurtick, die wir, da 
cb =a war, jetzt schreiben 


ae a+ Fy =a. 


Hat eine a parallele Gerade die Achsenabschnitte a,, b,, so 
wird a,:b, a:b, und somit lautet die Gleichung dieser zweiten 
_Geraden 


a+ o Fae fees 


‘sie unterscheidet sich demnach von der vorhergehenden nur im 
konstanten Gliede. Wird a, = 0, so geht die Gerade durch den 


-Ursprung 0. 

P Sind nun 2,, %, die «-Koordinaten zweier Punkte auf der 
-Geraden, deren Gleichung niet x + cy = a, so werden die zu- 
-gehérigen y-Koordinaten y, = — wi i >, und unter Be- 
riicksichtigung dieser Werte wird 

: glad itil alta eg at 

(3) eet tt 


‘Dies ist die schon im vorigen Kapitel aufgestellte Parameter- 
darstellung der Geraden. Wir wollen 
‘durch die drei so gefundenen Punkte > 

P, (2,41), Py (242), P(w, y) einer ge- 
Paen Linie drei zueinander parallele 
Gerade p,, p,, p ziehen. Deren Ab- % 
-schnitte a,, a, a auf der x-Achse sind 
dann nach dem oben:Gefundenen durch > 
drei Gleichungen gegeben: 


: ; a 
. A= TEM, 
| a 
Ay = Wy + 5 Yay o a a, @ 
a=a2+ Sy Fig. 3. 


‘Tragen wir hierin die vorstehenden Werte fiir z, y ein, so wird 


a, —ia, 


’ = =S= -__ro 
A eres 
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Sind also A,, A,, A die Punkte, in denen die Geraden die: 
x-Achse treffen, so wird 
‘AA, ae 

Dies Verhiltnis ist demnach dasselbe, wie auch die parallelen Ge- 
raden p,, 2), p durch die Punkte P,, P,, P gezogen werden mégen, 
und ist jedesmal gleich dem entsprechenden Verhiltnisse, das die 
Schnittpunkte der Parallelen p,, p,, p mit der y-Achse bestimmen_ 
Wir setzen nun 


PP. = r 
A= ( Pp a oder kiirzer 4 = (PP, P,) 
und definieren so den Streckenquotienten auf einer belicbigen Ge- 
raden der Ebene. 


Schneiden wir die Parallelen p,, p,, p durch irgendeine neue 
Gerade in Q,, Q, Q, so wird 


(PP, P) aS (QQ, Q.) - 


Die Verhdlinisse zweier Punktetripel, die aus zwei Geraden durch 
parallele Linien ausgeschnitten werden, sind gleich. 

Ferner gilt der Satz: Sind PP,, P,P, vier Punkte einer Ge- 
raden, und wird 


so wird 


Sind dagegen auf einer Geraden p die Quotienten 4, 2’ ge- — 
geben in der Form 


1—=(P,PP;), 1’= (PPP), 
sc gelangt man zu dem Quotienten 
LP Pepys 


indem man auf einer zweiten Geraden qg durch P, die Punkte 9,, Q 
so annimmt, da P,Q,|| PQ wird. Dann ist P” dadurch bestimmt, — 
da8 P”Q||P’Q, wird. . 

Dem Streckenquotienten kann man den Fldchenquotienten an 
die Seite stellen. Sind P,(a,,4,), P,(a,, 4), Ps(%, y5) irgend 
drei Punkte der Ebene, so definieren wir als den Flichenquotienten 
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des Dreiecks P, P,P; und des Grundareiecks OEE’ die Deter- 
minante 


Ist der gleiche Quotient fiir ein weiteres Dreieck Q, Q,Q5 gebildet, 
so nehmen wir fiir den Flichenquotienten der beiden Dreiecke 


[Pi P, Ps} _ (Pi Ps Ps] [1 G2 Qs). 
2 [2 @ 3] [OF E’] ° [OFE’ 


So laBt sich die affine analytische Geometrie fiir die Ebene 
begriinden ohne Heranziehung des Archimedischen Axioms oder 
eines Stetigkeitsaxioms auf alleiniger Grundlage der graphischen 
Axiome fiir die Ebene, des Parallelenaxioms und des Pascalschen 
Satzes fiir zwei Gerade. Wie nimlich Hessenberg gezeigt ‘hat 
(Math. Ann. 61 (1905), 162), ist der Desarguessche Satz eine 
Folge der ebenen Axiome und des Pascalschen Satzes. So ist 
die “Bereichnung als Pascalsche Geometrie in der Tat gerecht- 
fertigt. 
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_ Wenn zwei Ebenen a/fin aufeinander bezogen sind, so ent- 
spricht erstens jedem Punkt der einen Ebene ein Punkt der anderen 
Ebene, zweitens entsprechen den Punkten einer Geraden immer 
wieder die Punkte einer Geraden, und drittens sind auf diese Weise 
parallelen Geraden immer wieder parallele Gerade zugeordnet. 

Wird in jeder der beiden Ebenen ein Koordinatensystem ein- 
gefiihrt, sind x, y die Koordinaten eines Punktes P der ersten Ebene, 
xy die Koordinaten des entsprechenden Punktes P’ der zweiten 
Ebene, so wird die Affinitiit analytisch dargestellt durch zwei 
Gleichungen von folgender Form: 

G= da) + ae + ay, , 


(a) 
y¥ = bo + b,a+ dy. 
Hierbeiz haben wir die Determinante 


von Null verschieden vorauszusetzen. 
Wahlt man die Koordinatensysteme insbesondere so, daB ibre 
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Achsen zwei Paare entsprechender Geraden bilden, so lauten die 
Gleichungen der Affinitét einfach 


CDs e=ax, y= by. 


Durch geeignete Wahl der Einheitsstrecken kann man diese Glei- 
chungen noch reduzieren auf 

(c) g=n, y=y. 

Die allgemeine affine Bezichung entsteht also, wenn man in gwei 
Ebenen allgemeine inhomogene kartesische Koordinaten einfiihrt und 
Punkte mit gleichen Koordinaten einander entsprechen laft. 

Hieraus folgt sofort: Die Verhdltnisse homologer Punktctripel 
auf zwei entsprechenden Geraden der affinen Ebenen sind gleich. 
Diesen Satz driickt man auch so aus: Entsprechende Punktreihen 
in den beiden Ebenen sind dhnlich. Ferner ergibt sich: Der Fldchen- 
quotient zweier Dreiecke der einen Ebene ist gleich dem Fldachen- 
quotient der entsprechenden Dreiecke in der anderen Ebene. 

Um zwei ebene Felder affin aufeinander zu beziehen, kann 
man in jedem von ihnen ein eigentliches Dreieck beliebig an- 
nehmen und den Eckpunkten des einen Dreiecks die des anderen 
in beliebiger Reihenfolge als entsprechende Punkte zuweisen. 

Suchen wir nun die metrischen Higenschaften der Affinitiit, 
so haben wir entweder zu den fiir die affine Geometrie ange- — 
nommenen Axiomen auch noch die Axiome der Kongruenz-Geometrie 
hinzuzufiigen oder die Metrik in die affine Geometrie definitions- 
~ muBig einzufiihren. 

Von den verschiedenen Wegen, auf denen sich das letztere 
erreichen 148t, wollen wir nur das Verfahren erwihnen, das auf 
der Verwendung einer Kichkwrve (nach Minkowskis Ausdruck) 
_beruht. Hierfiir haben wir eine geschlossene, konvexe Kurve, die 
in O einen Mittelpunkt besitzt und durch E und E’ geht, zu nehmen. 
Um nun die Entfernung zweier Punkte P, P, zu bestimmen, 
zeichnen wir das Parallelogramm OPP, P’ und suchen den Schnitt- 
punkt P) der Strecke OP’ oder ihrer Verlingerung iiber P’ hinaus 
mit der Kichkurve, so ist die gesuchte Entfernung 


PP, = (OP'P,). 
Dann folgt unmittelbar (aus dem Desarguesschen Satz) die 
Gleichheit der Gegenseiten eines Parallelogramms. 


Wir wahlen nun fiir die Eichkurve eine Ellipse (vgl. Kap. X), . 
deren Gleichung lauten wird: 


e+ y2+ Qlay = 1, 


‘ 
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mit der Bedingung 4?< 1. Daraus ergibt sich fiir die Ent- 
fernung r der Punkte P(a, y), P,(#,, y,): 


r= (% — 2)? + Y, — 9)? + 24(% — 2) — 9). 


Dieser Ausdruck erlaubt, den Winkel m zwischen PP, und PP, 
durch die Gleichung 


2PP, - PP, - cosy = PP? + PP,? — P,P? 
oder, wenn OP’ tt PP,, OP” 4+ PP,, durch die Gleichung 
DOE OP: cusp iO P21 OP)? — pp’? 


zu definieren. In der Tat ergibt sich, wenn x, y die Koordinaten 
von P’, 2, y,; die von P” sind, 

(wx, + YY) aod (2y, =F Y X;) 

Var + y+ 2hay Vaz + yi + Bay,’ 

was fiir 4 = cos(#y) mit den Formeln des vorigen Kapitels tiber- 
einstimmt. Den Nachweis, daB hieraus dann die ganze metrische 
Geometrie flieBt, kénnen wir tibergehen, und wollen nun den 
metrischen Charakter und die (der der Kegelschnitte analoge) 
metrische Klassifikation der Affinitiiten kurz behandeln. Hs er- 
gibt sich zunichst: 

Die Abstiinde aller Punkte der einen Ebene von einer geraden 
Linie in ihr stehen zu den Abstiinden der entsprechenden Punkte 
von der entsprechenden Geraden der anderen Ebene in demselben 
Verhiltnis. 

Sind g, g’ zwei einander zugeordnete Geraden in den affinen 
Ebenen, so hat die Entfernung zweier Punkte auf g zu der Ent- 
fernung der entsprechenden Punkte auf g’ immer dasselbe Verhiilt- 
nis, wie auch die beiden Punkte auf g angenommen werden mégen. 

Aus den angefiihrten Siitzen folgt: In affinen ebenen Feldern 
stehen je zwei homologe Fldchenstiicke in konstantem Verhidltnis gu- 
emander. 

Sind insbesondere homologe Flichenstiicke inhaltsgleich, so 
heiBt die affine Beziehung der beiden ebenen Felder eine (zlcichheit. 

Durch zwei entsprechende Punkte der beiden Ebenen gehen 
im allgemeinen zwei und nur zwei Paare zueinander senkrechter 
Geraden, die einander in der Affinitit entsprechen. Es ist also 
méglich, in den beiden Ebenen zwei rechtwinklige Koordinaten- 
systeme so anzunehmen, daf die Affinitit in der Form (b) dar- 
stellbar ist. Dies ist, von Parallelverschiebungen abgesehen, im 
allgemeinen auch nur auf eine Art moglich. Ist es auf zwei Arten 

Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 7 


COS @ = 
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miglich, so entsprechen jedem Paar senkrechter Geraden der einen 
Ebene wieder zwei senkrechte Geraden in der anderen Ebene, und 
irgend zwei entsprechende Geradenpaare schlieBen gleiche Winkel 
ein. Die Affinitit heiBt in diesem Falle eine Ahnlichkcit. Das 
Verhialtnis der Lingen zweier entsprechenden Strecken ist dann 
dasselbe fiir alle Strecken. 

Denken wir uns die beiden affinen Felder aufeinander gelegt, 
so laBt sich die Affinitét, wenn wir die Punkte beider Felder auf 
dasselbe Koordinatensystem beziehen wollen, zunichst nur in der 
allgemeinen Form (a) darstellen. Wir haben sie jetzt zu deuten 
als eine Transformation, bei der die Punkte innerhalb ihrer Ebene 
eine Verinderung erleiden. 

Dann griindet sich eine Klassifikation der affinen Transfor- 
mationen auf die Frage nach den Punkten, die bei ihnen ungeindert 
bleiben. Setzen wir in den Gleichungen (a) 2’ = 2, y’= y, so er- 
geben sie: 

a,—1)a+tayta=O, 
be + ( —1)y +b =0. 


Diese Gleichungen gestatten ein einziges Lisungssystem (x, y) 
dann und nur dann, wenn die Diskriminante 
D=(a,—1)(@,—1) — ad, 


nicht verschwindet. Der so bestimmte Punkt ist der einzige 
Punkt, der bei der Transformation ungeindert bleibt, und heiBt 
das Zentrum der Transformation. Wahlen wir ihn zum Koordi- 
natenursprung, so verschwinden aus den Transformationsgleichungen 
die konstanten Glieder a), b), sie werden also 


(a) e=aetay, y=baet+ dy. 


Hine Gerade, die in sich selbst transformiert wird, mu8 durch das 
Zentrum gehen. Wir finden sie, indem wir in (a) eho, y=ly 
machen. So erhalten wir fiir 4 die quadratische Gleichung 


(a a, — A) (by =<) — a,b, = 0, 
deren Diskriminante lautet: 
D = (a, — by)? — 4ag,. 


Ist D > 0, so hat die Transformation zwei reelle Achsen, die in | 
sich transformiert werden. Wihlen wir diese zu Koordinaten- 
achsen, so werden die Gleichungen der Transformation einfach 


(a) e=at, y= By, 


; 
: 
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“wobei «, B +0 und +1, anuBerdem « + 6 vorauszusetzen ist. 
Fir 2=0 erhilt man die folgenden Gleichungen, in denen 
“== 1 ist: 

(6) w=as, y= Be+ ay. 


In diesem Falle ist die y-Achse die einzige Achse der Transfor- 
mation. Nur wenn £ = 0 ist, wird jede Gerade durch das Zen- 
trum in sich transformiert. Die Transformation heiBt dann homo- 
thetisch. Entsprechende Figuren sind dhnlich und in uhnlicher 
Lage. Der Koordinatenursprung ist der Ahnlichkeitspunkt. 
Ist D <0, so wird die einfachste Gleichungsform fiir die 
Transformation: 
(7) w= an— By, y= Ba + ay. 
Die Gleichungen stellen eine Ahnlichkeitstransformation dar, wenn 
das zugrunde gelegte Koordinatensystem ein rechtwinkliges ist. 
Wird D = 0, so erhilt man zunichst die Transformationen, 
deren einfachste Gleichungsform lautet: 


(0) e=aeta, y=By (a+0, B+1 und +0). 


Kein im Endlichen gelegener Punkt geht in sich tiber, und nur 
die z-Achse wird in sich transformiert. Die Geraden, die zu ihr, 
und diejenigen, die zur y-Achse parallel sind, werden jedesmal in 
eine parallele Gerade iibergefiihrt. 

Nimmt man aber a = 0, so bleiben alle Punkte der x-Achse 
bei der Transformation ungeindert, und alle Parallelen zur y-Achse 
werden in sich transformiert. Derselbe Fall liegt auch vor, wenn 
man von den allgemeineren Gleichungen 
() e—= 2, y=an+ By + y 
ausgeht und 8 +1 und + 0 voraussetzt. Die Achse der Affinitat, 
deren Punkte ungeindert bleiben, wird dann durch die Gleichung 
gegeben: 

ex + (6—1)yt+y=0. 

Der letzte Typus affiner Transformationen wird durch die 
Gleichungen 
(§) e@=ata, y=y+d 
reprisentiert. Dies sind die Zranslationen, bei denen alle Punkte 
um gleiche Strecken in der gleichen Richtung verschoben werden. 


Die Translationen sind ein besonderer Fall der Kongruenzen, d. h. 
der Affinitiiten, die Gleichheit und Ahnlichkeit vereinigen. Die 
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Gleichungen der Kongruenzen erhalten unter der Voraussetzung 
rechtwinkliger Koordinaten eine der folgenden beiden Formen: 


(7) ore ee panne Daa rd orc (6B + 0) 
(9) w=a+on+ By, y=b+ pu-—ay, 


wobei «2 + 621 anzunehmen ist. Die Gleichungen (¥) re- 
priisentieren die einfachen Drehwngen, die Gleichungen (#) die 
Drehspiegelungen. 

Hine affine Transformation des Raumes wird unter der 
Voraussetzung beliebiger inhomogener Koordinaten durch drei 
Gleichungen von folgender Form dargestellt: 


a = ay + a,% + ay + agz, 
y = by + by + dey + Bge, 
a = Cy + C0 + Coy + (052, 


wenn (a, y, 2) und (2’, y’, 2’) zwei entsprechende Punkte sind. Die 
Beziehung ist wieder wechselweise eindeutig. Den Punkten einer 
Geraden entsprechen die Punkte einer Geraden, und zwar sind 
die beiden Punktreihen dhnlich. Den Punkten einer Ebene ent- 
sprechen die Punkte einer Ebene, und die beiden Punktfelder sind 
affin aufeinander bezogen. Einander entsprechende Raumstiicke 
stehen nm konstantem Volumverhiltnis, oder zwei beliebige Raum- 
stiicke verhalten sich zueinander wie die Raumstiicke, in die sie 
durch die Transformation iibergehen. Der Beweis dieses Satzes 
kann auf den anderen Satz gegriindet werden: Die Abstiinde der 
Punkte des Raumes von einer Ebene sind den Abstinden der ent- 
sprechenden Punkte von der entsprechenden Ebene proportional. 

Die Affinitit wird zur Ahnlichkeit, wenn drei nicht parallele 
und damit alle ebenen Punktfelder in ahnliche Punktfelder trans- 
formiert werden, wenn also alle Winkel ungeiindert bleiben. Ist 
eine Affinitit keine Ahnlichkeit, so gehen durch jeden Punkt des 
Raumes drei zueinander senkrechte Achsen, denen wieder drei zu- 
einander senkrechte Achsen entsprechen. Daraus folgt, wenn wir 
eine Transformation, die in einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system durch die Gleichungen 


Ul , a 
L=au, y=by, ¢=—cz 


dargestellt wird, als eine Grundtransformation bezeichnen, der 
vielbenutzte Satz: Hine beliebige affine Transformation lapt sich 
zusammensetzen aus eimer Bewegung und einer Grundtransfor- 
mation. Kine Bewegung ist hierbei definiert als eine Ahnlichkeits- 
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transformation, bei der entsprechende Raumstticke gleiches und 
gleich bezeichnetes Volumen haben. 

Die Klassifikation der affinen Raumtransformationen griindet 
sich auf die Matrix 


| a,—1 Ae As Ay | 
He — 1) | | 
eg Cy ¢;—1 6, | 


Die aus den ersten drei Spalten dieser Matrix gebildete Deter- 
minante wollen wir mit D bezeichnen. Dann ist D+ 0 die Be- 
dingung dafiir, daB ein Zentrwm der Transformation existiecrt, 
d. h. daB ein einziger im Endlichen gelegener Punkt bei ihr un- 
geaindert bleibt. Wird D = 0, ohne daB die tibrigen Determinanten 
der Matrix verschwinden, so bleibt kein Punkt im Endlichen un- 
geindert, und eine gerade Linie wird in sich transformiert, wahrend 
alle zu ihr parallelen Linien wieder in solche parallelen Linien 
tibergehen, Sind alle Determinanten der Matrix Null, so bleiben 
alle Punkte einer geraden Linie ungeiindert. Verschwinden aber 
diese Determinanten dadurch, daB D mit allen Unterdeterminanten 
verschwindet, so gibt es eine Schar paralleler Ebenen, die in- 
einander tibergehen, und unter ihnen im allgemeinen eine, die in 
sich transformiert wird. Alle Geraden in diesen Ebenen andern 
bei der Transformation ihre Richtung nicht. Verschwinden alle 
Determinanten der Matrix mit ihren Unterdeterminanten, so bleiben 
alle Punkte einer bestimmten Ebene ungeindert, und die affine 
Transformation liBt sich herstellen, indem man alle Punkte in 
einer bestimmten Richtung so verschiebt, daB ihre Abstainde von 
der festen Ebene in einem konstanten Verhiiltnis veriindert werden. 
Wenn schlieBlich die simtlichen Elemente der Determinante D 
verschwinden, so reduziert die Affinitét sich auf eine Translation, 
d. h. alle Punkte werden in gleicher Richtung um gleiche Strecken 
verschoben. 

Die Lehre von der Affinitét ist durch Euler begriindet 
worden (Introductio in analysin infinitorum, Vol. 2, Cap. 18). Fiir 
ihre Ausbildung waren von besonderer Bedeutung Moebius’ Bary- 
centrischer Calcul, 1827, und Magnus’ Sammlung von Aufgaben 
aus der analytischen Geometrie, 1833 und 1837. Die affine Geo- 
metrie ist aber gegeniiber der projektiven Geometrie sehr ver- 
nachlissigt worden und unter den Lehrbiichern hat sie erst wieder 
Heffter und Koéhlers Lehrbuch der analytischen Geometrie 2u 
ihrem Recht kommen lassen. 


Kapitel VL 


Grundlagen der projektiven Geometrie. 


Von G. Guareschi in Pavia.') 


§ 1. Uneigentliche Elemente. 
Das Axiomensystem der projektiven Geometrie. 


Der Grundgedanke, von dem die projektive Geometrie aus- 
geht, ist der, die Begriffsbestimmungen so zu modifizieren, daB 
aus den Axiomen die durch das Parallelenaxiom bedingten Be- 
sonderheiten verschwinden und den Aussagen ,,Zwei Punkte be- 
stimmen eine Gerade“, ,,Drei Punkte, die keiner Geraden an- 
gehéren, bestimmen eine Ebene“ die Aussagen ausnahmelos gegen- 
tibergestellt werden kénnen: ,,Zwei Ebenen bestimmen eine Gerade“, 
Drei Ebenen, die nicht eine Gerade gemein haben, bestimmen 
einen Punkt“ oder auch ,,Zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, 
bestimmen einen Punkt“. Diese Begriffserweiterung geschah auf 
Grund des Parallelenaxioms 1639 durch Desargues (Browillon 
project etc., Cluvres réunies par Poudra 1864, I, 97) mit der 
Einfiihrung der unendlich fernen Elemente, in methodisch abge- 
kliirter Form ohne das Parallelenaxiom durch Pasch ( Vorlesungen 
tiber neuere Geometrie 1882), wozu auch die Arbeiten von Reyes 
y Prosper (Math. Ann. 32 (1888), 157), Schur (Math. Ann. 
39 (1891), 113), Bonola (Giorn. di mat. 38 (1900), 105) zu 
vergleichen sind. 

Wir kntipfen an die Bemerkung am Schlusse von § 4 in 
Kap. I an und setzen sonach nur die graphischen Axiome 1—10 
voraus, unter denen das letzte, das rdumliche Axiom, von beson- 
derer Bedeutung ist. 

Man beweist dann zuerst die Satze (Schur a.a.O.): Sind (abe) 


; 1) $1 und ein Teil von § 3 dieses Kapitels riihrt von J. Mollerup 
in Kopenhagen her. 
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und (a'b’c’) zwei Dreikante desselben Biindels und schneiden sich 
die drei Ebenen aa’, bb’, cc’ in derselben Geraden g, dann gehoren 
die Schnittlinien (ab, a’'b’), (be, b'c’), (ac, ac’) derselben Ebene an 
(Desarguesscher Satz im Biindel, vgl. u. § 2, Def. 9). 

Werden zwei Biindel S und 8’ einander in der Weise zu- 
geordnet, dap erstens drei Paare entsprechender Strahlen sich 
paarweise in drei Punkten M, N, P schneiden, und zweitens, 
wenn Q em Punkt der Ebene MNP ist, sich immer die Strahlen 
SQ und S’Q entsprechen, dann sind hierdurch die Biindel derart 
einander wechselweise eindeutig zugeordnet, daB drei Strahlen einer 
Ebene immer wieder drei Strahlen einer Ebene entsprechen. 

Es lassen sich nun die nacbstehenden Definitionen und Sitze 
aufstellen, ftir welche letzteren der Beweis aus den zugrunde ge- 

‘legten Axiomen folgt. 

Hin uneigentlicher (idealer) Punkt (ab) wird definiert durch 
zwei sich nicht schneidende Gerade a, b einer Ebene [ab]. Eine 
dritte Gerade c aufSerhalb der Ebene [ab| geht durch den 
Punkt (ab) hindurch, wenn die Geraden a, ¢ und 8, ¢ je einer 
Ebene angehéren. Hine Gerade d der Ebene |ab] geht durch 
den uneigentlichen Punkt (ab), wenn sie mit der vorher ge- 
nannten Geraden c derselben Ebene angehdrt. Zwei uneigent- 
liche Punkte sind identisch, wenn zwei und damit alle Geraden, 
die durch den einen gehen, auch den anderen enthalten. Hin 
eigentlicher und ein uneigentlicher Punkt bestimmen eine einzige 
Gerade. Zwei Gerade, die durch denselben uneigentlichen Punkt 
gehen, liegen in einer Ebene. Eine Ebene geht durch einen un- 
eigentlichen Punkt, wenn sie eine und damit unendlich viele 
Geraden enthialt, die durch den Punkt gehen. Ein uneigentlicher 
Punkt kann bestimmt werden durch eine Ebene und eine Gerade, 
welche die Ebene nicht schneidet. 

Was bis hierhin Gerade genannt ist, muB als ezgentliche Ge- 
vade ausgezeichnet werden gegentiber den wneigentlichen Geraden. 
Jeder Punkt einer uneigentlichen Geraden ist ein uneigentlicher 
Punkt. Eine solche Gerade wird festgelegt durch zwei sich nicht 
schneidende Ebenen. Hin uneigentlicher Punkt liegt auf einer 
uneigentlichen Geraden, wenn die zwei die letztere bestimmenden 
Ebenen durch den Punkt gehen. Eine uneigentliche Gerade legt 
in einer Ebene, wenn die Geraden, die einen eigentlichen Punkt 
der Ebene mit zwei Punkten der uneigentlichen Geraden ver- 
binden, in der Ebene liegen. 

Eine uneigentliche Gerade ist bestimmt durch irgend zwei 
Punkte, die auf ihr liegen, oder irgend zwei Ebenen, die durch 
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sie gehen. Zwei uneigentliche Gerade derselben Ebene haben 
immer einen (uneigentlichen) Punkt gemein. 

Was bis jetzt Ebene genannt ist, muB als eigentliche Ebene 
ausgezeichnet werden gegenitber einer wneigentlichen Ebene. Die 
letztere ist bestimmt durch drei uneigentliche Punkte, die nicht in 
einer eigentlichen Ebene liegen, oder durch einen uneigentlichen 
Punkt und eine uneigentliche Gerade, die nicht durch den Punkt 
geht. (Fiir die Kuklidische Geometrie gibt es nur eine einzige 
uneigentliche Ebene.) 

Wenn wir nunmehr in diesem Kapitel die Worte Punkt, 
Gerade, Ebene gebrauchen, so kiénnen dies eigentliche oder un- 
eigentliche Punkte, Gerade oder Ebenen sein. 

Aus den graphischen Axiomen 1—10 in Kap. I 1aBt sich 
nun auf Grund der neuen Begriffsbildungen ein sekundires 
Axiomensystem ableiten, das als das Axiomensystem der pro- 
jektiven Geometrie za bezeichnen ist (vgl. Pieri, Torino Mem. 48 
(1899), 173 und Whitehead, The axioms of projective geometry, 
Cambridge 1906). Diese Axiome lauten: 

1. Es gibt mindestens zwei verschiedene Punkte. 

2. Zwei voneinander verschiedene Punkte A, B bestimmen stets 
eine Gerade a. 

38. Irgend zwei voneinander verschiedene Punkte einer Geraden 
a besttmmen diese Gerade. 

4, Wenn A und B zwei verschiedene Punkte sind, dann ent- 
halt die Gerade a, die durch A und B bestimmt ist, mindestens 
einen dritten Punkt OC. 

5. Wenn A und B verschiedene Punkte sind, gibt es mindestens 
eimen Punkt C, der nicht auf der durch A und B bestimmten Ge- 
raden liegt. 

6. Wenn A, B, C drei Punkte sind, die nicht in einer Ge- 
raden liegen, A’ ein Punkt der Geraden BC, der nicht mit B oder 
C identisch ist, B’ ein Punkt von AC, der nicht mit A oder C zu- 
sammenfiillt, dann haben die Geraden AA’ und BB’ einen Punkt 
gemem. 

7. Wenn A, B, C drei Punkte sind, die nicht in einer Ge- 
raden legen, so gibt es stets een Punkt D derart, dag die durch 
thn und irgendeinen Punkt E der Geraden BC bestimmte Gerade 
mit AC oder mit AB keinen Punkt gemein hat. 

Oder mit Benutzung des Begriffes der Ebene: 

Es gibt auperhalb einer Ebene ABC mindestens einen Punkt D. 

8. Sind A, B, C, D Punkte ciner Ebene, von denen keine drei 
auf einer Geraden legen, so sind auch die Schnittpunkte von AB 
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mit CD, von AC mit BD und von AD mit BC nicht Punkte einer 
Geraden (Fanosches Axiom). 

9. Dre Punkte A, B, C derselben Geraden bestimmen zwei 
entgcgengesctizte Umlaufssinne ; 


ABC=BCA=CAB wd ACB=CBA=BAC. 


10. Sind A, B, C, D Punkte einer Geraden, so ist der Um- 
laufssinn ADB einem der Umlaufssinne ABC und ACB gleich. 

11. Sind zwei Umlaufssinne eimem dritten gleich, so sind sie 
auch cinander gleich. 

12. Sind A, B, C, D Punkte einer Geraden, und ist Umi. 
ADB = Uml. ABC, so ist auch 


Uml. ADC = Uml. DBC = Uml. ADB = Um. ABC. 


13. Sind A, B, C, D Pumidte einer Geraden, ist Uml. ADB 
= Uml. ABC, sind ferner A, B,, C,, D, Pumkte einer anderen 
Geraden wid schneiden BB,, CC,, DD, sich in demselben Punkte, 
80 ist auch 

Uml. AD, B, = Uml. AB, C,. 


14. Kine Fundamentalreihe von Punkten einer Geraden 
ist cine natiirliche Wohlordnung (s. Kap. I, § 1, Satz 5) einer at- 
zihlbaren Menge von Punkten A,A,A,...A,... auf einer Go- 
raden, wenn es eime Strecke A, A,B gibt, welche die ganze Menge 
enthalt. Verdichtungsstelle emer Fundamentalreihe heipt cin 
Punkt A von der Eigenschaft, dap die Strecke A,A,A die ganze 
Fundamentalreihe enthilt, ohne dap es einen anderen Punkt A’ der 
Strecke A,A,A gibt, so dap die Strecke A,A,A’ die ganze Fun- 
damcntalreihe enthilt. Es kann nur eine solche Verdichtungsstelle 
geben, und diese muB, wenn sie existiert, auf der Strecke A, A,B 
liegen. Nun laute das Stetigheitsaxziom: Jede Fundamental- 
reihe von Punkten eimer Geraden hat eine Verdichtungsstelle. 

Bei dem letzten Axiom ist zu beachten, daB die Worte Fun- 
damentalreihe und Verdichtungsstelle ebenso wie vorher das Wort 
Ebene nur zur Abkiirzung der Ausdrucksweise eingefiihrt sind, 
aber keinen neuen, undefinierten Begriff involvieren. Die Ur- 
begriffe, die undefiniert auftreten, sind Punkt, Gerade, Umlaufssinn. 
AuBerdem ist die Aussage des Axioms nur als urspriinglich an- 
wasehen, insofern es sich um eigentliche Punkte handelt (und 
dann identisch mit dem Dedekindschen Axiom, Kap. I § 9); die 
Erweiterung auf beliebige (projektive) Puukte ist ein leicht zu 
beweisender Lehrsatz. 
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§ 2. Grundlegende Satze. Dualitatsprinzip. 
Harmonische Klemente. 


Wir sehen jetzt als die geometrischen Grundelemente Punkt, 
Gerade und Ebene an. Eine Verbindung von Grundelementen 
heiBt Figur. Grundgebilde nennt man die folgenden Figuren: 

1. Die gerade Punktreihe, die von allen Punkten einer Ge- 
raden, des J'rdgers der Punktreihe, gebildet wird. 

2. Das ebene Funktfeld, das von allen Punkten einer Ebene, 
des Trdgers des Punktfeldes, gebildet wird. 

3. Der Punktrawm, der von der Gesamtheit aller Punkte 
des Raumes gebildet wird. (Wir reden gelegentlich von zwei ver- 
schiedenen Riumen, indem wir die Punkte des anschaulichen 
Raumes doppelt rechnen und so sprechen, als ob sie zu zwei ge- 
trennt liegenden Riumen gehorten.) 

4. Das Ebenenbiischel, das von allen Ebenen durch eine Ge- 
rade, die Achse des Biischels, gebildet wird. 

5. Das Ebenenbiindel, das von allen Ebenen durch einen 
Punkt, den Scheitel oder Mittelpunkt des Biindels, gebildet wird. 

6. Der Ebenenraum, der von allen Ebenen des Raumes ge- 
bildet wird. 

7. Das Strahlenbiischel, das gebildet wird von allen Geraden 
oder Strahlen, die durch einen Punkt, den Scheitel oder Mittel- 
punkt, gehen und in einer Ebene, der Ebene des Biischels, .liegen. 

8. Das ebene Strahlenfeld, die Figur, die von allen Geraden 
einer Kbene, des Trdgers des Feldes, gebildet wird. 

9. Das Strahlenbiindel, die Figur, die von allen Strahlen durch 
einen Punkt, den Scheitel oder Mittelpunkt des Biindels, ge- 
bildet wird. 

Der Strahlenraum, die Gesamtheit aller geraden Linien des 
Raumes, wird fiir gewdhnlich nicht als Grundgebilde angesehen. 
Als ebenes Feld wird die Gesamtheit aller Punkte und Geraden 
einer Ebene, als Biindel die Gesamtheit aller Geraden und Ebenen 
durch einen Punkt bezeichnet. Die Gebilde 1. 2. 3. haben als 
erzeugendes Element den Punkt, die Gebilde 4. 5. 6. die Ebene, 
die Gebilde 7. 8. 9. die Gerade. Die Gebilde 1. 4. 7. heiBen 
Grundgebilde erster Stufe, 2. 5. 8. 9. Grundgebilde zweiter Stufe, 
und 3. 6. Grundgebilde dritter Stufe. Die Raumelemente selbst 
kénnten als Grundgebilde 0%" Stufe gelten. Jedes Grundgebilde 
enthélt unendlich viel Grundgebilde niedrigerer Stufe mit dem- 
selben erzeugenden Element. 
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Wir stellen nun an die Spitze folgende Sitze, indem wir 
sagen, ein Punkt gehért einer Geraden oder einer Ebene an, 
wenn er auf ihr liegt, eine Ebene oder Gerade gehidrt einem 
Punkt an und eine Ebene einer Geraden, wenn sie dadurch hin- 
durchgeht. .Wenn zwei Elemente einander angehiren, sagen wir, 


sie hegen vereinigt. 


la. Zwei verschiedene Punkie 
bestimmen eine Gerade, der sie 
angchoren. 

Ila. Drei Punkte, die nicht 
einer Geraden angehoren, be- 
stimmen cine Ebene, der sie an- 
gehoren. 


Ib. Zwei verschicdene Ebenen 
bestummen eine Geradc, der sie 
angehoren. 

IIb. Drei Hbenen, die nicht 
emer Geraden angehiren, be- 
stimmen emen Punkt, dem sie 
angehoren. 


Ia. gehért zu den Axiomen, IIa. ist eine Definition (vel. 
Def. 2 in Kap. I, § 1), Ib., Ib. sind Folgen aus dieser Definition 


und den Axiomen. 
Ila. Hin Punkt und eine Ge- 

rade, die nicht vereinigt legen, 

bestimmen eine Ebene. 


An ITa., IIb. gliedern sich an die Sitze: 


IIb. Hine Ebene wnd eine 
Gerade, die nicht vereinigt liegen, 
bestimmen einen Punkt. 


Hinzufitigen kénnen wir noch: 


1Va. Zwei Gerade, die sich 
schneiden, legen in einer Ebene. 


Entsprechend den Siatzen I. 


bar die Aufgaben: 


la. Die Verbindungsliniezweier 
Punkte zu finden. 


2a. Die Verbindungsebenedreier 
(nicht in gerader Linie liegenden) 
Punkte zu finden. 


IVb. Zwei Gerade, die in einer 
Ebene legen, schneiden sich. 


und II. betrachten wir als lés- 
1b. Die Schnittlinie zweier 
Ebenen zu finden. 
2b. Den Schnittpunkt dreier 
(nicht durch eine Gerade gehen- 
den) Ebenen zw finden. 


Als lésbar bezeichnen wir dann jede Aufgabe, die auf diese 


vier Grundaufgaben zuriickfihrbar ist. 


In der Ebene lésbar ist 


eine Aufgabe, wenn sie auf die folgenden beiden Grundaufgaben 


zuriickfiibrbar ist: 


a. Die Verbindungshmie zweier 
Punkte einer Ebene zu finden. 


B. Den Schnittpunkt zwerer Ge- 
vaden einer Ebene zu finden. 


a. ist mit la. identisch, f. ist auf 2a. und 2b. zurtick- 


fiihrbar. 
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Aus den Grundaufgaben folgen zunichst die Aufgaben des 
Projizierens und Schneidens. Diese lauten: 

a) Kine aus Punkten und Geraden bestehende Figur aus 
einem auBerhalb gelegenen Punkte, dem Projektionszentrum, wu 
projizieren, d.h. die Punkte der Figur durch Geraden, die Geraden 
durch Ebenen mit diesem Punkte zu verbinden. 

b) Eine aus Punkten allein bestehende Figur aus einer auBer- 
halb gelegenen (d. h. durch keinen der Punkte gehenden) Geraden, 
der Projektionsachse, za projizieren, a. h. die Punkte mit dieser 
Geraden durch Ebenen zu verbinden. 

c) Hine aus Geraden und Ebenen bestehende Figur durch 
eine neue Ebene, der keine Gerade der Figur angehért, (die Schnitt- 
ebene) zu schneiden, d. h. die Schnittpunkte und Schnittlinien der 
verschiedenen Geraden und Ebenen mit der Schnittebene zu kon- 
struieren. 

d) Eine nur aus Ebenen bestehende Figur durch eine Gerade 
(die Schnittlinie), welche keiner Ebene der Figur angehért, zu 
schneiden, d. h. die Schnittpunkte dieser Geraden mit den Ebenen 
der Figur zu bestimmen. 

Die so definierten vier Operationen heiBen die Grundoperationen 
der projektiven Geometrie. Sie werden benutzt, um ein Grundgebilde 
in ein anderes Grundgebilde gleicher Stufe zu verwandeln. 

Projektive Eigenschaften emer Figur sind solche Eigenschaften, 
die sie mit jeder aus ihr durch die Grundoperationen ableitbaren 
Figur gleicher Art gemein hat. Damit die abgeleitete Figur von 
der gleichen Art, d. h. auf demselben Grundelement aufgebaut ist, 
miissen wenigstens zwei der Grundoperationen angewendet werden;. 
z. B. mu ein Ebenenbiischel durch eine Ebene geschnitten und 
das so gefundene Strahlenbiischel aus einem Punkte projiziert 
werden, um wieder ein Ebenenbiischel zu erhalten. Die projektive 
Geometrie beschiftigt sich mit den projektiven Eigenschaften der 
Figuren. Das Wort stammt von Poncelet (Traité des propriétés 
projectives des figures, Paris 1822). 

Eine Beziehung oder Korrespondenz zwischen zwei geo- 
metrischen Figuren heiBt wechselweise eindeutig oder kurz eindeutig, 
wenn jedem Element der einen Figur ein einziges Element der 
anderen Figur als homologes oder entsprechendes Element zuge- 
ordnet wird. 

Sind U, U’, U” geometrische Figuren und besteht zwischen 
U und U’ eine eindeutige Beziehung x und zwischen U’ und U”’ 
eine eindeutige Beziehung w’, so wird auch zwischen U und U” 
eine eindeutige Beziehung ” hergestellt, indem man einem Ele- 


§ 2. Dualititsprinzip. 109 


ment 2 von U dasjenige Element 2%” von U” entsprechen 1aBt, 
das dem zu % durch w zugeordneten Element %’ von U’ durch 
x’ zugeordnet wird. Man nennt x” dann das Produkt von m und 
x’, in Zeichen: 2” = m7’. 

Zwei Grundgebilde gleicher Stufe verschiedener Art (d. h. mit 
verschiedenartigen erzeugenden Elementen) heiBen perspektiv, wenn 
das eine durch Schneiden oder Projizieren aus dem anderen her- 
vorgeht und die vereinigt liegenden Elemente als entsprechende 
einander zugewiesen werden. 

Zwei Grundgebilde gleicher Stufe und gleicher Art heiBen 
perspektwv, wenn sie durch die gleiche Grundoperation aus einem 
und demselben Grundgebilde anderer Art hervorgehen und als ent- 
sprechende Elemente solche einander zugewiesen werden, die mit 
demselben Elemente des vermittelnden Grundgebildes vereinigt 
legen. 

Perspektivitat heiBt die Beziehung zwischen zwei perspektiven 
Grundgebilden. 

Seien uw, w’,...w™ Grundgebilde gleicher Stufe, die in einer 
bestimmten Reihenfolge angeordnet sind und von denen jedes zu 
dem vorhergehenden und dem folgenden perspektiv ist, dann er- 
gibt sich zwischen w und uw eine Beziehung, deren Wesen darin 
besteht, daB sie sich durch wiederholtes Projizieren und Schneiden 
herstellen 1aBt, und die als projektive Beziehung bezeichnet wird. 

Wenn man in den Si&tzen I bis IV die Worte Punkt und 
Ebene vertauscht, das Wort Gerade laBt und gleichzeitig die daraus 
folgenden Anderungen im Ausdruck vornimmt, so erhilt man jedes- 
mal einen anderen derselben acht Sitze. Fiihrt man in den simt- 
lichen Axiomen dieselben Anderungen aus, so gehen sie wieder in 
giiltige Satze tiber. Daraus folgt, da% in jedem aus den Axiomen 
durch logische Prozesse abgeleiteten Satze dieselben Vertauschungen 
vorgenommen werden kénnen, ohne da8 der Satz aufhort, richtig 
zu sein. Der so gewonnene neue Satz heiBt der zum urspriinglichen 
duale, korrelative oder reziproke Satz. Das hiermit ausgesprochene 
Prinzip heiBt das Dualitdisprinzip. Die Vertauschungen, welche es 
bedingt, lassen sich durch folgendes Schema iibersichtlich machen: 


Punkte auf einer Geraden Ebenen durch eine Gerade 
Punkte in einer Hbene Ebenen durch einen Punkt 
Gerade durch einen Punkt Gerade in einer Ebene 
Sich schneidende Gerade Sich schneidende Gerade. 


Anderseits folgt aus einem Satz, der fiir Gerade und Ebenen 
eines Biindels gilt, indem wir die Figur durch eine Ebene schneiden, 
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ein Satz, der fiir Punkte und Gerade einer Ebene gilt. Nach 
dem Dualititsprinzip entspricht aber einem solchen Satze ein 
anderer Satz, bei dem die Punkte durch die Ebenen, die Geraden 
durch die Strahlen eines Biindels ersetzt sind. Verbindet man 
diese beiden Zuordnungen, so erhélt man die Dualitdt im Bindel, 
bei der die Strahlen und Ebenen eines Biindels vertauscht und 
die Strahlen eines Biischels durch die Ebenen eines Biischels im 
Biindel ersetzt werden. 

Aus der Dualitit im Biindel ist, wenn man das Biindel durch 
eine Ebene schneidet, die Dwalitdt im ebenen Feld eine unmittel- 
bare Folge. Dabei sind die Punkte und Geraden des ebenen Feldes 
zu vertauschen und Punkte einer Punktreihe durch Strahlen eines 
Biischels zu ersetzen. 

Aus dem riumlichen Dualitiitsprinzip folgt sofort: die Ope- 
rationen des Projizierens und Schneidens sind im Raume dual. 

Um das duale Entsprechen iibersichtlich zu machen, werden 
korrespondierende Satze nach dem Vorgange Steiners (Syste- 
matische Entwicklung der Abhdngigkeit geometrisch er Gestalten von- 
einander, Berlin 1832, Werke Bd. 1, Ostwalds Klassiker 82, 83) 
in zwei Spalten derselben Seiten nebeneinander gestellt. 


Ein ebenes vollstdndiges n-Lchk 
ist die Figur, die sich zusammen- 
setzt aus 2 Punkten einer Ebene 
als den Hcken, von denen keine 
drei in einer geraden Linie liegen 


diirfen, und den ee Verbin- 


dungslinien dieser Punkte als 
den Seiten. 


Ein ebenes vollstdndiges n-Seit 
ist die Figur, die sich zusammen- 
setzt aus 2 Geraden einer Ebene 
als den Seiten, von denen keine 
drei durch einen Punkt gehen 

3) Schnitt- 
punkten dieser Geraden als den 
Ecken. 


diirfen, und den ( 


Die Dualitit im Raume ordnet diesen Figuren das voll- 


stiindige 
n-Flach zu. 


zentrische n-Kant und das 


vollstindige zentrische 


Besonders wichtige Spezialfiille dieser Figur ergeben fiir 
= 3 undvn=4. Fir » = 3 bekommt man das Dreicck oder 
Dreiseit, was dasselbe ist. Fiir 1 = 4 erhalt man das vollstdndige 


Viereck und vollstdndige Vierseit. 


Bei einem Viereck heiBen 
gegeniiberliegend zwei Seiten, 
wenn in beiden zusammen alle 
vier Ecken enthalten sind. Es 
gibt drei Paare gegentiberliegen- 


Bei einem Vierseit heiBen 
gegeniiberliegend zwei Hcken, 
wenn durch beide zusammen alle 
vier Seiten gehen. Es gibt drei 
Paare gegentiberliegender Ecken. 


§ 2. Harmonische Elemente. 


der Seiten. Ihre Schnittpunkte 
heiBen die Diagonalpunkte des 
Vierecks, sie bestimmen das Dia- 
gonaldreveck des Vierecks. 


Ein ebenes cinfaches n-E-ck be- 
steht aus 2 in einer bestimmten 
zyklischen Reihenfolge genom- 
menen Punkten, den Ecken, und 
den » Geraden, den Seiten, wel- 
che je zwei aufeinanderfolgende 
Ecken verbinden. Dabei diirfen 
keine drei aufeinanderfolgende 
Ecken in einer Geraden liegen. 
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Thre Verbindungslinien heifen 
die Diagonalen des Vierseits, sie 
bestimmen das Diagonaldrciseit 
des Vierseits. 


Ein ebenes einfaches n-Seit be- 
steht aus ” in einer bestimmten 
zyklischen Reihenfolge genom- 
menen Geraden, den Seiten, und 
den » Punkten, den Ecken, in 
denen sich je zwei aufeinander- 
folgende Seiten schneiden. Da- 
bei diirfen keine drei auf- 
einanderfolgende Seiten durch 


einen Punkt gehen. 


Ein rdumliches vollstdndiges n-Eck ist die Figur, die sich 
zusammensetzt aus » Punkten, von denen keine vier in einer Ebene 


liegen diirfen, (den E'cken), den (2) Geraden, welche die Ecken 
paarweise verbinden, (den Kanten) und den (2) Ebenen, welche 


die Ecken zu dreien verbinden, (den Seitenfldchen). Hierzu dual 
ist das rdumliche vollstandige n-F lach. 

Es sei in einer Ebene gegeben ein Punkt C, eine nicht durch 
ihn gehende Gerade c und zwei Punkte A, A’, die mit C in 
gerader Linie liegen. Dann ordnen wir einem Punkte B auper- 
halb CA einen anderen Punkt B’ zu, indem wir A mit B ver- 
binden, darauf A’ mit dem Schnittpunkt S von AB und c, und 
endlich C mit B, der Schnittpunkt der letzteren beiden Linen ist 
dann B’. Die Linie AB heiBe a, A’B’ heiBe a’. Weisen wir auf die 
gleiche Weise jedem Punkte P der Ebene einen anderen Punkt P’ 
mu, so ergeben sich die Sitze: Sind P, Q zwei Punkte, P’, Q’ 
die entsprechenden Punkte, so schneiden die Linien PQ und PQ’ 
sich auf c. Die Punkte der Achse ¢ und das Zentrum C ent- 
sprechen sich selbst. Den Punkten eines Strahles durch C ent- 
sprechen Punkte desselben Strahls. Den Punkten wgendeiner geraden 
Tinie entsprechen wieder die Punkte einer geraden Linie, und die 
beiden Linien schneiden sich auf c. Zu einer Linie p findet man 
die entsprechende p’, indem man den Schnittpunkt B von p und a 
mit C verbindet und den Schnittpunkt B’ dieser Linie und der Ge- 
raden a mit dem Schnittpunkt S von p und ¢ verbindet, diese Ver- 
bindungslinie ist dann p’. Eine solche Zuordnung der Punkte 
einer Ebene wollen wir eine perspektive Zuordnung nennen. 
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Zwei Dreiecke, die in dieser perspektiven Zuordnung einander 
entsprechen, liegen so, daB ihre homologen Seiten sich auf der 
Achse ¢ schneiden und die Verbindungslinien homologer Ecken 


durch das Zentrum C gehen. 


So kommt man zum Desargues- 


schen Dreieckssatz zurtick (S. 55). 


Vier Punkte A, B, C, D einer 
Punktreihe heiBen vier harmo- 
mische Punkte, wenn ein ebenes 
vollstindiges Viereck existiert, 
von dem zwei gegeniiberliegende 
Seiten durch A, zwei andere 
gegentiberliegende Seiten durch 
B und die zwei letzten Seiten 


Vier Ebenen a, B, y, 0 eines 
Biischels heiben vier harmonische 
Ebenen, wenn ein vollstiindiges 
Vierflach existiert, von dem zwei 
gegentiberliegende Kanten in a, 
zwei andere gegeniiberliegende 
Kanten in f und die beiden letzten 
Kanten in y und 6 liegen. 


durch C und D gehen. 


Schneidet man die vier harmonischen Ebenen durch eine 
Ebene, so erhalt man vier harmonische Strahlen a, b, c, d eines 
Strahlenbiischels. Dann existiert ein vollstindiges ebenes Vierseit, 
von dem zwei gegentiberliegende Ecken auf a, zwei andere auf b, 
und die letzten beiden auf ¢ und d liegen. 

Sind vier harmonische Punkte oder Strahlen durch ein Viereck 
oder Vierseit gefunden, so gibt es, auch in derselben Ebene, immer 
noch unendlich viele, die durch eine perspektive Zuordnung ver- 
kniipft sind und dieselben vier harmonischen Punkte oder Strahlen 
liefern. 

Drei Punkte einer Geraden, A, B, C, von denen A, B als 
ein Paar einander zugeordnet sind, bestimmen einen vierten har- 
monischen Punkt D. Die Vierseitkonstruktion, die zu ihm fihrt, 
ist aus der Definition der harmonischen Punkte leicht abzuleiten. 


§ 3. 


Projektive Beziechungen zwischen Grundgebilden 
erster Stufe. 

Drei Punkte A, B, C einer Geraden definieren eine (projek- 
tive) Strecke (ACB). Ein Punkt P gehért zu der Strecke, wenn 
Uml. (ACB) = Uml. (A PB) ist. Dann ergibt sich eine komple- 
mentire Strecke, zu der alle Punkte der Geraden zu rechnen sind, 
die nicht zu der ersten Strecke gehéren. Ist D irgendein Punkt 
der komplementiren Strecke, so ist diese durch das Symbol (4 D B) 
gekennzeichnet. A, B heiBen die Grenzpunkte der beiden Strecken. 
Zwei Punkte P, @ heiBen getrennt durch A, B, wenn sie zu den 
komplementiren Strecken (ACB), (ADB) gehoren. 
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Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, so sind A, B 
durch C, D getrennt, und zwar, wie wir sagen, harmonisch getrennt, 
umgekehrt sind auch C, D durch A, B harmonisch getrennt. 
Wenn C in einen der Punkte A, B fallt, fallt D in denselben 
Punkt. Die analogen Betrachtungen gelten fiir harmonische 
Strahlen und harmonische Ebenen. Die harmonische Lage ist eine 


projektwe Eigenschaft. 
folgenden unmittelbar an: 


Werden die Seiten eines ebenen 
volistiindigen Vierecks von einer 
Geraden geschnitten, so bestim- 
men die Paare gegeniiberliegender 
Seiten drei Punktepaare einer In- 
volution (Desarguesscher Vier- 


Den gegebenen Sitzen reihen sich die 


Werden die Eicken eines ebenen 
vollstindigen Vierseits aus einem 
Punkte seiner Ebene projiziert, 
so bestimmen die Paare gegeniiber- 
liegender Ecken drei Strahlen- 
paare einer Involution. 


eckssatz). 


. Halt man von einem vollstiindigen Viereck vier Seiten J, m, 

m, p fest, von denen J, m, m sich in drei Ecken LZ, I, N des 
Vierecks schneiden, wihrend yp durch Z geht und MN in U trifft, 
so wird, wenn die vierte Ecke P auf p wandert, eine Gerade a 
durch Y von den beiden beweglichen Seiten MP und NP in zwei 
auf diese Weise eindeutig einander zugeordneten Punkten Q, R 
geschnitten. Diese Zuordnung nennt Schur (Math. Ann. 55 
(1901) 182) eine Prospektivitdt, Pasch (Vorl. tiber neuere Geom., 
p. 121) eine Aquivalenz. Sie hat projektiven Charakter und ist 
auf der Geraden bestimmt durch U und die Schnittpunkte S, 7 
der Geraden LM, L.N mit a. Wir bezeichnen diese Prospektivitit 
durch (S7', U). Die Aufeinanderfolge zweier Prospektivititen ist 
wieder eine Prospektivitit. 

Wir definieren nun: Der projektive Abstand eines Punktes A 
von einem Punkte O ist durch vier Punkte der Geraden OA oder a, 
nimlich 0, A und zwei feste Punkte, U (den Unendlichkeitspunkt) 
und E (den Hinheitspunkt), bestimmt. Lassen wir auch den Punkt 
O fest, so hei®t er Nudlpunkt der Abstinde (OA). 

Die Summe der Abstiinde (OA) und (OB) auf a ist der 
Abstand (OC), wenn die Prospektivitiit (OC, U) die Aufeinander- 
folge der Prospektivitéten (OA,U) und (OB,U) ersetzt. Wir 
schreiben 


(0A) + (OB) = (00). 


Es sind dann 0, A zugeordnete Punkte in der Prospektivitit 
(BC, U), 0, B in (AC, U). Die Additionsgleichung hat pro- 


Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 8 
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jektiven Charakter. Die Addition ist kommutativ und assoziativ. 
Der Abstand (OO) ist 0. Bildet man weiter 


(AB) + (AC) =(AD), (BC) + (BD) = (BF) 


usw., so bilden die Punkte OABCDF'... eine Fundamentalreihe, 


deren Verdichtungsstelle U ist. Sind A und A durch OU har- 
monisch getrennt, so setzt man 


(0A) + (OA) =0. 


Gehért A der Strecke (OEU) an, so nehmen wir (0A) positiv, 
(OA) negativ. 

Fallen A und B zusammen, so wird (OC) = 2(0 A) gesetzt, 
und A, U werden durch O, C harmonisch getrennt. Man kann 
dann eine Fundamentalreihe O, A,, A,, ... A,,... So kon- 


struieren, daB A, _,, A, A, 41> U immer vier harmonische Punkte 
sind. Man kann femtee eine Fundamentalreihe OA, A, A. so 


konstruieren, daB wieder drei konsekutive Punkte ae U zu- 

sammen vier harmonische Punkte bilden, darauf eine Reihe 

OA,A,A,A,... von gleicher Higenschaft usw. Die Punkte, die 
2. ee: eee 


die man so bekommt, sollen in ihrer Gesamtheit eine harmonische 
Punktmenge heiBen. Es ergibt sich dann: Jeder Teilstrecke von 
0 A,U gehort mindestens ein Punkt der harmonischen Punktmenge 
an (die Punktmenge ist tiberall dicht) [Beweis von Ltiroth und 
Zeuthen, mitgeteilt von Klein, Math. Ann. 7 (1874) 535]. 

Satz von Pasch (Vorl. tib. n. Geom. 8. 123): Gehen durch 
wrederholte Projektion vier Punkte A, B, C, D einer Geraden a in 
vier Punkte A,, B,, C,, D, einer anderen Geraden b iiber, und 
auf andere Weise durch wiederholte Projcktion dieselben Punkte 
A, B, C, D in vier Punkte Aj, By, C,, Dy von b, fallt dann A, 
mit A,, B, mit B,, C, mit C, zusammen, so fallt auch D, mit Dg 
zusammen. 

Da die Beziehung, die durch wiederholte Projektion zwischen 
zwei Punktreihen her eestells wird, eine projektive Beziehung (be- 
zeichnet durch 7\ ) ist, “folgt qus dem vorigen Satze der Stawdtsche 
Fundamentalsatz: 

Die projektive Beziehung zweier Punktreihen ist eindeutig be- 
stimmt, wenn zu drei Punkten A, B, C der einen die entsprechen- 
den Punkte A,, B,, C, der anderen bekannt sind. 

Fallen die Trdger zweier projektiver Punktreihen zusammen, 
so kinnen nicht mehr als zwei Punkte mit ihren entsprechenden — 
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zusammenfallen, ohne dap alle Punkte mit ihren entsprechenden 
zusammenfallen. 

Satz von Schur: Zwei projektive Punktreihen in einer Ebene 
sind immer zu derselben dritten Punktreihe, deren Trdger die Ver- 
bindungslime irgend zweier getrennt liegenden, nicht homologen Punkte 
der ersten beiden Punktreihen ist, perspektiv. 

Ferner ergibt sich der von Staudt zur Definition projektiver 
Punktreihen benutzte Satz: 

Zwei Punktreihen sind projektiv, wenn vier harmonischen 
Punkten der emen immer wieder vier harmonische Punkte der 
anderen zugeordnet sind. — 

Zwei projektive Punktreihen einer Ebene sind -perspektiv, wenn 
der gemeinsame Punkt ihrer Trager sich selbst entspricht. 

Aus diesem Satze und dem Schurschen Satze ist der Pascal- 
sche Satz (S. 55) eine unmittelbare Folge. Aber auch umgekehrt 
folgt aus dem Pascalschen Satze und dem Satze von Schur wieder 
der vorstehende Satz und damit auch der Fundamentalsatz (Schur, 
Math. Ann. 51, 401). Der Satz von Schur wird mitiels des 
Desarguesschen Satzes bewiesen, auf dem auch die Theorie der 
harmonischen Elemente aufgebaut ist. So ldBt sich die ganze 
projektive Geometrie ohne eim Stetigkeitsaxiom mit Hilfe des Pascal- 
schen und des Desarguesschen Satzes begriinden. Weil aber auBer- 
dem nach Hessenberg (Math. Ann. 61, 162) der letztere cine 
Folge des ersteren ist, so ergibt sich, da8B zur Begriindung der 
projektiven Geometrie der Pascalsche Satz und die graphischen 
Axiome ausreichen, analog dem in Kap. V, § 2 fiir die affine Geo- 
metrie gewonnenen Resultat. 

Auf Grund des Pascalschen Satzes aber la8t sich eine 
kommutative Multiplikation der projektiven Abstinde festlegen. 


Man setzt 
(0.A)(OB) = (00), 
OEHEAU K OBCU 


ist. Aus dem Pascalschen Satz folgt dann auch 
OEBU JX OACU, 


also (OB)(OA) =(OC). Die Multiplikation befolgt ferner das 
assoziative und distributive Gesetz. 

Macht man (OF) = 1, so entspricht jedem Abstande (0A) 
eine Zahl, und die Abstinde befolgen die Rechenregeln der ge- 
wohnlichen Zahlen. Diese Zahlen haben die Bedeutung von 
Doppelverhiltnissen. Sie sind aber hier direkt, ohne Zurtickfithrung 

g* 
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auf die einfachen Verhialtnisse begriindet, ebenso wie wir die 
letzteren im vorigen Kapitel direkt, ohne die Zuriickfiihrung auf 
die Abstiinde der Punkte einer Geraden, begriindet haben. 

Was fiir projektive Punktreihen ausgefiihrt ist, gilt in ent- 
sprechender Modifikation auch fiir Strahlenbiischel derselben Ebene. 
Insbesondere lassen sich die Sitze gegeniiberstellen: 


Zwei projektive Punktreihen 
sind Schnitte zweier perspektiven 
(d.h. dieselbe Punktrethe proji- 
gierenden) Strahlenbiischel. 


Projiziert man in der Ebene 
zwei projektive Punktreihen u, w 
aus zwei Punkten S, 8S’ einer 
(nicht mit uw oder wu’ zusammen- 
fallenden) Verbindungslinie ho- 
mologer Punkte A, A’, so sind 
die projizierendenStrahlenbiischel 
perspektiv, d.h. thre entsprechen- 
den Strahlen schneiden sich in 
den Punkten einer Geraden Up. 


Im Fall die Punkte S, S’ mit 
A’, A gusammenfallen, dndert 
sich die Gerade Up. nicht, wenn 
man von A, A’ zu einem anderen 
Paareentsprechender Punkte iiber- 
geht, und heipt dann die Pro- 
jektivitdtsachse der beiden 
Punktreihen. Sind BB’, CC’ 
irgend zwei Paare entsprechender 
Punkte, so schneiden die Linien 
BC", B'C sich auf uy. Sind D, 
E’ die Punkte, die, wenn die 
Punktrethen nicht perspektiv sind, 
dem gemeinsamen Punkte der 
beiden Punktreihen jedesmal in 
der anderen Punktreihe entspre- 
chen, so verbindet uy D mit E’. 


Zwei projektive Strahlenbiischel 
sind Projektionen zweier per- 
spektiven (d. h. durch dasselbe 
Strahlenbiischel ausgeschnittenen) 
Punktrethen. 

Schneidet man in der Ebene 
zwei projektive Strahlenbiischel 
U, U’ durch zwei Gerade s, s’, 
die durch den (nicht mit einem 
der LBiischelscheitel zusammen- 
fallenden) Schnittpunkt zweier 
homologen Strahlen a, a’ der bei- 
den Biischel gehen, so sind die 
ausgeschnittenen Punktrethen per- 
spektiv, d. h. die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte gehen 
durch einen Punkt Uy. 

Im Fall die Geraden s, s’ mit 
a’, a@ gusammenfallen, dndert 
sich der Punkt Uy nicht, wenn 
man von a, a’ zu einem anderen 
Paare entsprechender Strahlen 
tibergeht, und heiBt dann das 
Projektivitdtszentrum der 
beiden Strahlenbiischel. Sind bb’, 
ce’ irgend zwei Paare entspre- 
chender Strahlen, so geht die Ver- 
bindungslinie der Punkte (bc’), 
(bc) durch Uy. Sind d, e’ die 
Strahlen, die, wenn die Stranlen- 
biischel nicht perspektiv sind, dem 
gemeinsamen Strahl der beiden 
Strahlenbiischel jedesmal in dem 
anderen Sirahlenbiischel entspre- 
chen, so schneiden sich a, e’ 
in Uj. 


¢ 
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Gehen wir zu Punktreihen mit windschiefen Trigern und zu 
Ebenenbiischeln tiber, so ergeben sich zuerst die Satze: 


Zwei windschiefe Punktreithen 
a und wu’ werden projektiv auf- 
einander bezogen, indem man 
drei Punkten A, B, C der ersten, 
u, irgend drei Punkte A’, B’, C’ 
von wv’ als entsprechende zuweist. 
Dabeilapt sich immer ein Ebenen- 
biischel finden, zu dem die Punkt- 
reihen perspektiv sind, d.h. durch 
dessen Ebenen die Paare ent- 
sprechender Punkte ausgeschnit- 
ten werden. 


Zwei Ebenenbiischel x, x’ mit 
windschiefen Achsen werden pro- 
jektiv aufeinander bezogen, in- 
dem man drei Ebenen a, B, y 
des ersten, x, irgend drei Ebenen 
ct’, B’,y’ von x’ als entsprechende 
zuweist. Dabet lapt sich immer 
eme Punktreihe finden, zu der 
die Ebenenbiischel perspektiv 
sind, d. h. durch deren Punkte 
die Paare entsprechender Ebenen 
hindurchgehen. 


Fallen die Trager zweier Punktreihen zusammen, so sind be- 
zuglich der Doppelpunkte, d.h. der sich selbst entsprechenden 
Punkte, vier Fille zu unterscheiden: 1. es existieren zwei reelle, 
getrennte Doppelpunkte, dann heift die Projektivitit hyperbolisch; 
2. die Doppelpunkte fallen zusammen, d.h. es existiert nur ein 
sich selbst entsprechender Punkt, dann heiBt die Projektivitat 
parabolisch; 3. es existieren keine reellen Doppelpunkte, dann heiBt 
die Projektivitiit elliptisch; 4. alle Punkte fallen mit ihren ent- 
sprechenden zusammen und die Projektivitit wird zur Identitdt. 

Entsprechen den Punkten A, B, C die Punkte A’, B’, C’, 
so hei®t die Projektivitit konkordant, wenn Uml. ABC = Umi. 
A’ B’'C’, und diskordant, falls Uml. ABC = Uml. A’C’B’. Eine 
diskordante Projektivitaét ist immer hyperbolisch; eine elliptische 
oder parabolische Projektivitaét mu8 immer konkordant sein. Hine 
hyperbolische Projektivitét ist festgelegt, wenn auBer den Doppel- 
punkten ein Paar entsprechender Punkte gegeben ist; die Pro- 
jektivitit ist diskordant oder konkordant, je nachdem die Doppel- 
elemente durch das Paar entsprechender Punkte getrennt werden 
oder nicht. Eine parabolische Projektivitit wird bestimmt durch 
das Doppelelement und ein Paar entsprechender Elemente. Die 
gleichen Unterscheidungen und Benennungen gelten fiir projektive 
Strahlenbiischel mit gemeinsamem Scheitel und projektive Ebenen- 
biischel mit gemeinsamer <Achse. 

Eine nicht identische Projektivitiét zwischen zwei triger- 
gleichen Grundgebilden 1. Stufe U, U’ heiBt imvolutorisch, wenn 
in ikr ein Paar nicht zusammenfallender und damit alle Paare 
homologer Elemente sich in doppelter Weise entsprechen, d. h. 
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wenn sowohl einem Elemente A, das man zu U rechnet, ein Kle- 
ment A’ entpricht, das zu U’ gehért, als auch dem Elemente A’, 
wenn man es zu U rechnet, das Element A als Element von U’ 
zugeordnet ist. Die Elemente A, A’ heiben dann konjugierte 
Elemente der Involution. Sind die Doppelelemente reell, so 
werden sie durch die Paare konjugierter Elemente harmonisch ge- 
trennt. In einer elliptischen Involution trennen sich immer zwei 
Paare konjugierter Elemente, wihrend in der hyperbolischen In- 
volution zwei Paare konjugierter Elemente sich nie trennen. Hine 
elliptische Involution ist immer konkordant, eine hyperbolische 
Involution immer diskordant. Eine parabolische Involution (deren 
Doppelpunkte zusammenfallen) gibt es bei dieser Definition der 
Jnvolution nicht. Eine Involution ist bestimmt durch zwei Paar 
konjugierter Elemente, die aber kein gemeinsames Element haben 
diirfen, wihrend die Elemente eines Paares zusammenfallen kénnen. 

Zwei Involutionen in Grundgebilden mit demselben Trager 
haben ein reelles Paar entsprechender Elemente gemein, wenn sie 
nicht zugleich beide hyperbolisch sind und die Doppelemente der 
einen durch die Doppelelemente der anderen getrennt werden. 

In jedem Grundgebilde gibt es ein und nur ein Paar yon 
Elementen, die zwei gegebene, sich nicht trennende Paare von 
Elementen harmonisch trennen. 

Nach dem Desarguesschen Viereckssatz laBt sich in einer 
Involution zu jedem Punkte der konjugierte linear konstruieren, 
wenn die Involution durch zwei Paare konjugierter Punkte ge- 
geben ist. 

Eine Projektivitét zwischen trigergleichen Grundgebilden 
1. Stufe, bei der irgendeinem Elemente P des ersten ein Element 
P’ des zweiten, dem Element P’ des ersten ein Element P” des 
zweiten usf., schlieBlich dem Element P“~- des ersten wieder 
das Element P des zweiten Grundgebildes entspricht, heiBt zyklisch 
von der Ordnung n, und die Punktgruppen PP’... P@-» heiBen 
ihre Zykeln. Die Involutionen sind zyklische Projektivitiiten der 
Ordnung 2. 


§ 4. Projektive Bezichungen zwischen Grundgebilden 
zweiter Stufe. 


Zwei Grundgebilde 2. Stufe heiBen projektiv und die Be- 
zichung zwischen ihnen eine Projektivitdt, wenn sie so aufeinander 
bezogen sind, daB jedem Element des einen ein einziges Element — 
des anderen entspricht und den Elementen eines Grundgebildes — 
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1. Stufe, das in dem einen der beiden Grundgebilde 2. Stufe 
enthalten ist, in dem anderen wieder die Elemente eines Grund- 
gebildes 1. Stufe entsprechen. 

Da durch die Grundoperationen sich alle in Betracht kommen- 
den Grundgebilde auf ebene Felder zurtickfiihren lassen, wollen 
wir die Betrachtung auf diese beschrinken. 

Zwei ebene Felder heifen kollinear (homographisch), wenn 
sie so projektiv aufeinander bezogen sind, da8 entsprechende Ele- 
mente von gleicher Art sind, reziprok (korrelativ), wenn in der 
Projektivitit Elemente verschiedener Art, d. h. Punkte und Ge- 
rade, einander entsprechen. Kollineation und Korrelation heiBen 
die Beziehungen selbst. 

Zwei cbene Felder, die zw einem dritten beide kollinear oder 
beide reziprok sind, smd zuemander kollinear. Zwei ebene Felder, 
von denen das eime zu einem dritien Felde kollincar, das andere 
zu diesem selben Felde reziprok ist, sind zueinander reziprok. 

Zwei ebene Felder, die durch wiederholtes Projizieren und 
Schneiden aufemander bezogen werden, sind kollinear. 

Es gilt nun das grundlegende allgemeine Theorem: Zwei 
Grundgebilde 1. Stufe, die in projektiven Grundgebilden 2. Stufe 
einander entsprechen, sind selbst projektiv aufeinander bezogen. 

Also sind entsprechende Punktreihen und Strahlenbiischel in 
kollinearen Feldern projektiv, und bei zwei reziproken Feldern ist 
eine Punktreihe in dem einen projektiv zu dem entsprechenden 
Strahlenbiischel in dem anderen. 

Eine Projektivitdt zwischen zwei Grundgebilden 2. Stufe ist 
bestimmt, wenn zu vier Elementen von gleicher Art des eimen die 
entsprechenden Elemente des anderen gegeben sind, vorausgesctzt, 
dap keine drei der vier Elemente einem Grundgebilde 1. Stufe an- 
gehoren. Dieser Satz ist gleichbedeutend mit dem folgenden: 

Zwischen zwei Grundgebilden 2. Stufe existiert eine einzige 
Projektivitit, bei der zwei gegebene Paare von Grundgebilden 
1. Stufe in einer vorgeschriebenen projektiven Beziehung stehen, 
so da8 die dem einen und anderen Paare gemeinsamen Elemente 
einander als entsprechende zugeordnet sind. 

Eine nicht auf die Identitét hinauslaufende Kollineation 
zwischen zwei tibereinander gelagerten Feldern kann nicht vier 
Doppelelemente (d. h. sich selbst entsprechende Punkte oder Ge- 
rade) haben, von denen keine drei einem Grundgebilde 1. Stufe 
angehéren. Gehdren aber drei einem Grundgebilde 1. Stufe an, 
so haben die beiden Felder alle Elemente dieses Grundgebildes 
zu Doppelelementen. Sie besitzen dann eine Punktreihe, deren 


120 Kapitel VI. Grundlagen der projektiven Geometrie. 

Punkte, und ein Strahlenbiischel, dessen Strahlen sich selbst ent- 
sprechen, und wir gelangen zu der oben bereits behandelten per- 
spektiven Kollineation. 

Dafiir, daB zwei getrennt liegende kollineare ebene Felder 
perspektiv sind, ist die notwendige und hinreichende Bedingung die, 
daB sie die Punkte ihrer Schnittlinien entsprechend gemein haben. 

Eine involutorische Kollineation zwischen zwei tibereinander 
gelagerten Feldern ist immer perspektiv und dadurch charak- 
terisiert, daB ein und damit jedes Paar entsprechender Punkte 
durch das Zentrum und den Schnittpunkt ihrer Verbindungslinie 
mit der Achse harmonisch getrennt wird. 

Affinitit, Ahnlichkeit und Kongruenz sind spezielle Falle der 
Kollineation. 

Hine involutorische Korrelation heiBt Polaritdét oder Polar- 
system. Ein ebenes Polarsystem kann definiert werden als eine 
eindeutige Beziehung zwischen den Punkten und Geraden der 
Ebene von der Art, daB, wenn eine Gerade p durch einen Punkt 
P’ geht, der der Geraden p entsprechende Punkt P auf der dem 
Punkt P’ entsprechenden Geraden p’ liegt. 

Ein Punkt hei8t dann der Pol seiner entsprechenden Geraden 
und eine Gerade die Polare ihres entsprechenden Punktes. 

Eine Korrelation ist eine Polaritat, wenn ein Dreieck existiert, 
in welchem jede Seite der gegeniiberliegenden Ecke als ent- 
sprechende Gerade zugeordnet ist. Ein solches Dreieck heiBt 
dann ein Polardreieck der Polaritaét. Solche Polardreiecke gibt es 
in jeder Polaritit unendlich viele, es kann von ihm eine Ecke und 
eine durch diese Ecke gehende Seite beliebig angenommen werden, 
dadurch ist das Polardreieck eindeutig bestimmt. 

Die Polaritdt ist bestimmt durch ein Polardreieck und ein 
Paar entsprechender Elemente, von denen keines mit einem Elcmente 
des Polardreiecks vereinigt liegt. 


In einem ebenen Polarsystem heiBen 


zwei Gerade konjugiert, wenn 
die eine durch den Pol der an- 


zwei Punkte konjugiert, wenn 
der eine auf der Polare des an- 


deren liegt. 

Selbstkonjugiert heiBt ein 
Punkt, der auf seiner eigenen 
Polaren liegt. 

Durch einen selbstkonjugierten 
Punkt geht eine einzige selbst- 
konjugierte Gerade, seine Polare. 


deren geht. 

Selbstkonjugiert heiBt eine Ge- 
rade, die durch ihren eigenen 
Pol geht. 

In einer selbstkonjugierten Ge- 
raden liegt ein einziger selbst- 
konjugierter Punkt, thr Pol. 
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- Durch einen nicht selbstkon- 
jugierten Punkt gehen unendlich 
viele Paare konjugierter Strah- 
len, diese bilden eine Strahlen- 
involution, die der Polaritit 
subordiniert ist. 

Durch einen nicht selbstkonju- 
gierten Punkt gehen zwei selbst- 
konjugierte Strahlen oder keiner. 


Auf einer nicht selbstkonju- 
gierten Geraden liegen unend- 
lich viele Paare konjugierter 
Punkte, diese bilden eine Punkt- 
involution, die der Polaritiit swb- 
ordimert ist. 

Auf einer nicht selbstkonju- 
gierten Geraden liegen zwei selbst- 
konjugierte Punkte oder keiner. 


Die Polaritiiten zerfallen in zwei Kategorien: 


1. Die gleichformigen Polaritdten, die keine selbstkonjugierten 
Elemente enthalten. In diesen liegen die Polaren so, daB, wenn 
_p, p’ die Polaren zweier Punkte P, P’ sind und P, der Schnitt- 
punkt der Linie PP’ mit p, P,’ ihr Schnittpunkt mit p’ ist, stets 
P, P, durch P’, P,’ getrennt werden. 

2. Die ungleichformigen Polaritaten, die selbstkonjugierte Hle- 
mente besitzen. Hine solche sei durch ein Polardreieck und die 
Polare p eines Punktes P gegeben; projiziert man dann P aus 
den Ecken des Polardreiecks auf die gegeniiberliegenden Seiten 
und nimmt die Schnittpunkte der Seiten mit p, so werden nie 
auf allen Seiten die Ecken durch die so ermittelten Punkte getrennt. 

In einer ungleichférmigen Polaritiit existieren drei Kategorien 
von Geraden, je nachdem sie zwei, einen oder keinen selbstkon- 
jugierten Punkt enthalten, und entsprechend auch drei Kategorien 
von Punkten, je nachdem durch sie zwei, eine oder keine selbst- 
konjugierte Gerade geht. 

Wenn ein ebenes Polarsystem ein selbstkonjugiertes Element 
enthalt, enthilt es unendlich viele selbstkonjugierte Punkte und 
unendlich viele selbstkonjugierte Geraden. Die Punkte sind die 
Punkte und die Geraden die Tangenten eines Kegelschnittes, der 
der Ordnungskegelschnitt des Polarsystems heiBt (vgl. Kap. XI). 

Aus dem ebenen Polarsystem folet durch das Dualitatsprinzip 
die Polaritdt im Biindel, bei der sich die Strahlen und Ebenen 
des Biindels in eindeutiger Weise entsprechen. 

Bei irgendeiner Kollineation bleiben alle projektiven Eigen- 
schaften erhalten. Bei einer Korrelation geht jede Eigenschaft 
einer Figur in die entsprechende der dual korrespondierenden 
Figur tiber. Man kann demnach die Korrelationen als ein Mittel 
ansehen, um das Dualititsprinzip in der Ebene und im Biindel 
zu begriinden. In dieser Hinsicht ist der Streit von Bedeutung, 
der zwischen Poncelet und Gergonne um die Entdeckung des 
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Dualititsprinzips entbrannte. Poncelet hatte seine Begriindung 
in der Polaritét gefunden, Gergonne dagegen hatte es in den 
geometrischen Grundlagen gesucht, ohne indes tiber die bloBe Tat- 
sache der Analogie hinauszukommen. Man vgl. hierzu Poncelet, 
Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques, Journ. f. 
Math. 4, 1 (1829), in der 2. Aufl. des Traité, Vol. 2, p. 57, Ger- 
gonne, Ann. de Math. 15, 157, 16, 209, 17, 214 (1825—27). 


§ 5. Projektive Beziehungen zwischen Grundgebilden 
dritter Stufe. 


Zwei Raume heifBen kollinear (homographisch), wenn sie 
derart aufeinander bezogen sind, da8B jedem Punkt des einen ein 
einziger Punkt des anderen entspricht, den Punkten einer Geraden 
immer wieder die Punkte einer Geraden und damit den Punkten 
einer Ebene immer wieder die Punkte einer Ebene zugeordnet sind. 

Zwei Riiume heiBen reziprok (korrelativ), wenn sie derart 
aufeinander bezogen sind, daB jedem Punkte des einen eine einzige 
Ebene des anderen entspricht und hierbei den Punkten einer ge- 
raden Punktreihe immer die Ebenen eines Ebenenbiischels und 
damit den Punkten eines ebenen Feldes die Ebenen eines Ebenen- 
biindels entsprechen. Auf diese Weise wird auch einem Punkte des 
zweiten Raumes (dem Scheitel des Ebenenbiindels) eine Ebene 
des ersten Raumes (der Trager des ebenen Feldes) zugeordnet, 
und die Beziehung zwischen den beiden Riumen ist durchaus 
wechselseitig. Kollineation und Korrelation gelten als die pro- 
jektiven Beziehungen zwischen den beiden Riiumen. 

Zwei Rdume, die zu demselben dritten in projektiver Be- 
ztehung stehen, sind zueinander kollinear oder reziprok, je nachdem 
die Beziehung zu dem dritten Rawm von gleicher oder verschiedener 
Art ist. 

Bei Kollineationen und Korrelationen im Raume entsprechen 
die Geraden einander (als Traiger entweder von Punktreihen oder 
von Ebenenbiischeln), und den Strahlen eines Strahlenbiischels 
entsprechen wieder die Strahlen eines Strahlenbiischels. 

In projektiven Réumen sind entsprechende Grundgebilde 1. Stufe 
und 2. Stufe projektiv aufeinander bezogen. 


Eine Kollineation zwischen zwei Raéumen ist festgelegt, 


wenn 5 Punkten des einen Rau- wenn 5 Ebenen des einen Rau- 
mes, von denen aber keine 4 in mes, von denen aber keine 4 
einer Ebene liegen diirfen, die durch einen Punkt gehen diirfen, 
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entsprechenden Punkte des an- die entsprechenden Ebenen des 
deren Raumes, die derselben Be- anderen Raumes, die derselben 
dingung unterliegen, zugeordnet Bedingung unterliegen, zugeord- 
sind, net sind. 

Eine Korrelation zwischen zwei Riiumen ist festgelegt, wenn 
5 Punkten des einen, von denen keine 4 in einer Ebene liegen, 
die entsprechenden Ebenen des anderen, von denen keine 4 durch 
einen Punkt gehen diirfen, zugeordnet sind. 

Sehen wir die Riiume als ineinanderliegend an, so kann eine 
Kollineation, ohne eine Identitiit zu werden, nicht 5 sich selbst 
entsprechende Punkte, von denen keine 4 in einer Ebene liegen, 
besitzen, und keine 5 sich selbst entsprechende Ebenen, von denen 
keine 4 durch einen Punkt gehen. 

Existieren mehr als vier sich selbst entsprechende Punkte 
oder mehr als vier sich selbst entsprechende Ebenen, so existieren 
unendlich viele. Die sich selbst entsprechenden Punkte kinnen 
zunichst aus zwel einzelnen Punkten P, Q und allen Punkten 
einer Geraden 7 bestehen. Dann entsprechen auch alle Ebenen 
durch die Gerade PQ oder s sich selbst und auBerdem die zwei 
Ebenen, die + mit P und mit Q verbinden. Diese Kollineation 
heiBt axial, r, s sind ihre Achsen. Die sich selbst entsprechen- 
den Punkte kénnen sich aber auch entweder auf zwei wind- 
schiefe Geraden, die Achsen, verteilen, dann ist die Kollineation 
eine biaxiale Homologie, oder es entsprechen aufer einem iso- 
herten Punkte, dem Homologiezentrum, alle Punkte einer Ebene, 
der Homologicebene, sich selbst, dann heiBt die Kollineation eine 
zentrische Homologie. In beiden Fallen entsprechen auch immer 
unendlich viele Ebenen sich selbst, die bei einer biaxialen Homo- 
logie durch irgendeine der beiden Achsen oder bei einer zentrischen 
Homologie durch das Zentrum gehen, im letzteren Falle kommt noch 
die Homologieebene als eine Ebene, von der jeder Punkt sich 
selbst entspricht, hinzu. Bei einer biaxialen Homologie liegen je 
zwei entsprechende Punkte P, P’ auf einer Geraden, die beide 
Achsen schneidet, und die beiden Schnittpunkte bilden mit den 
Punkten P, P’ ein konstantes. Doppelverhiltnis. Bei einer zen- 
trischen Homologie liegen je zwei entsprechende Punkte mit dem Zen- 
trum in gerader Linie und bilden ein konstantes Doppelverhaltnis mit 
dem Zentrum und dem Punkte, in dem ihre Verbindungslinie die Ho- 
mologieebene trifft. Bei der biaxialen Homologie haben zwei ent- 
sprechende Ebenen die Schnittpunkte mit den Achsen gemein, bei 
einer zentrischen Homologie haben sie die Schnittlinie mit der 
Homologieebene gemein und sind perspektiv aufeinander bezogen. 
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Bei einer biaxialen Homologie kénnen auch die Achsen zu- 
sammenfallen, dann heiBt sie parabolisch im Gegensatz zu der 
bisher betrachteten Homologie, die hyperbolisch genannt wird. Es 
gibt noch eine elliptische Homologie, bei der ttbherhaupt keine 
Punkte sich selbst entsprechen, aber unendlich viele Paare ent- 
sprechender Punkte auf jeder Geraden liegen, die zwei einander 
entsprechende Punkte verbindet. 

Jede der besprochenen Homologien mit Ausnahme der para- 
bolischen kann involutorisch werden. Dann bilden die Paare ent- 
sprechender Punkte auf den Strahlen, die sie enthalten, jedesmal 
eine Involution. 

Eine involutorische Korrelation hei8t ein rdumliches Polar- 
system oder Polaritdét. Sie laBt sich definieren als eine Beziehung 
zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes, bei der, wenn 
ein Punkt in einer Ebene liegt, die dem Punkt entsprechende 
Ebene durch den der Ebene entsprechenden Punkt geht. Punkt 
und Ebene, die einander entsprechen, heiBen Pol und Polarebene. 
Als zwei reziproke Polaren werden definiert zwei Geraden von der 
Eigenschaft, daB, wenn ein Punkt auf der einen wandert, seine 
Polarebene sich um die andere dreht. 


In einem raumlichen Polarsystem heiBen konjugiert 


zwei Punkte, wenn der eine in 
der Polarebene des anderen liegt, 


ein Punkt und eine Gerade, wenn 
die Gerade in der Polarebene des 
Punktes liegt und mithin der 
Punkt auf der reziproken Polaren 
der Geraden liegt. 


zwei Ebenen, wenn die eine durch 
den Pol der anderen geht, 


eine Ebene undeine Gerade, wenn 
die Gerade durch den Pol der 
Ebene geht und mithin die Ebene 
durch die reziproke Polare der 
Geraden geht. 


Zwei Gerade sind konjugiert, wenn die eine die reziproke 


Polare der anderen trifft. 


Selbstkonjugiert ist ein Punkt, 
der in seiner eigenen Polar- 
ebene liegt. 


Selbstkonjugiert ist eine Ebene, 
die durch ihren eigenen Pol 
geht. 


dl 


Selbstkonjugiert ist eine Gerade, wenn sie ihre reziproke Pclare 


trifft oder mit ihr zusammenfiallt. 

Ein réumliches Polarsystem heiBt ein eigentliches Polarsystem, 
wenn nicht jeder Punkt und damit jede Ebene selbstkonjugiert 
ist. Ist das Gegenteil der Fall, so heiBt das Polarsystem ein 
Nullsystem. 
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Eine Korrelation im Raum ist ein eigentliches Polarsystem, 
wenn ein Tetraeder existiert, dessen Seitenflichen den gegentiber- 
legenden Ecken entsprechen. Win derartiges Tetraeder heiBt ein 
Polartetraeder. Gibt es ein solches, so gibt es unendlich viele. 
Eine Kcke des Polartetraeders, eine durch die Ecke gehende Kante 
und eine durch diese Kante gehende Seitenflache kénnen beliebig 
angenommen werden, dann ist das Polartetraeder jedesmal ein- 
deutig bestimmt. 

Kin eigentliches Polarsystem ist festgelegt, wenn auger einem 
Polartetraeder ein Punkt mit seiner Polarebene gegeben ist, voraus- 
gesctzt, dap die letzteren beiden mit keinem Elemente des Polar- 


tetraeders vereinigt liegen. 


Die in einer nicht selbstkon- 
jugierten Ebene liegenden Punkte 
und ihre konjugierten Geraden, 
die derselben Ebene angehéren, 
stehen in der Beziehung eines 
ebenen Folarsystems. 


Die Paare konjugierter Punkte 
auf einer mcht selbstkonjugierten 
Geraden bilden eine Involution. 


Die durch einen nicht selbst- 
konjugierten Punkt gehenden 
Strahlen und ihre durch den- 
selben Punkt gehenden konjugier- 
ten Ebenen stchen in der Be- 
zehung eimes Polarsystems im 
Biindel. 

Die Paare konjugierter Ebenen 
durch eine nicht selbstkonjugierte 
Gerade bilden eine Involution. 


Die Geraden, die in einer selbstkonjugierten Ebene legen 
und durch deren Pol gehen, sind einander paarweise konjugiert 
und bilden eine Involution. 

Bei einem Nullsystem liegen in jeder Ebene unendlich viele 
selbstkonjugierte Gerade. Diese bilden ein Biischel, dessen Scheitel 
der Pol der Ebene ist. Sie heiBen nach Moebius die Nullinien 
des Nullsystems, der Pol wird der Nullpwunkt seiner Polarebene 
und die Ebene selbst Nwiicbene ihres Poles genannt. Wir kénnen 
also sagen: Die Nullinien, die in einer Ebene liegen, gehen durch 
den Nullpunkt dieser Ebene. Die Nullinien, die durch einen 
gegebenen Punkt gehen, liegen umgekehrt immer in einer be- 
stimmten Ebene, der Nuliebene des Punktes. Jede Linie, die zwei 
reziproke Polaren eines Nullsystems trifft, ist stets eine Null- 
linie. Eine Ebene, die durch eine der reziproken Polaren geht, 
wird von der anderen in ihrem Nullpunkt geschnitten, und die 
Nullebene eines Punktes auf einer der beiden Polaren ist die 
Ebene, die den Punkt mit der anderen Polaren verbindet. Jedes 
einfache Fiinfeck im Raum, von dem keine vier Ecken in einer 
Ebene liegen, bestimmt ein Nullsystem, in dem jeder Ecke des 
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Fiinfecks die diese Ecke mit den benachbarten Ecken verbindende 
Ebene als Nullebene zugeordnet ist. 

Das Nullsystem ist von Giorgini entdeckt (Mem. deila Soe. 
Ital. Modena 20, parte mat., 1828, p. 243) und dann von Moebius 
wiedergefunden und ausfithrlich behandelt worden (Journ. f. Math. 
10 (1833) 317, Werke Bd. 1, S. 489, vgl. sein Lehrbuch der 
Statik, 1837, insbesondere § 84, Werke Bd. 1, S. 118ff.). 

Fiir die allgemeinen Grundlagen der projektiven Geometrie 
sind zuniichst zu vergleichen die bereits zitierten grundlegenden 
Werke von Poncelet, Traité des proprictés proj. des figures 1822, 
und Steiner, Systematische Entwickelung usw. 1832 ( Werke Ba. 1), 
ferner Moebius’ Barycentrischer Calcul 1827 (Werke Bd. 1). 
Eine neue Epoche beginnt mit vy. Staudts Geometrie der Lage 
1847, in der zuerst die Prinzipien der projektiven Geometrie von 
allen metrischen Beimischungen gereinigt sind. Das Werk ist 
fortgefiihrt in den Beitrdgen zur Geometrie der Lage, 3 Teile, 
1856 bis 1860. Den Abschlu8 der Entwicklung in Frankreich 
bezeichnet Chasles [Apercu historique sur Vorigine et le dcve- 
loppement des méthodes en géométrie 1837 (1875, 1883), G é0- 
métrie supériewre 1852 (1870)]. 

Unter den neueren Lehrbiichern sind besonders zu nennen: 

Reye, Geometrie der Lage, zuerst 1866, 1. Teil, 5. Aufl. 
1908, 2. Teil, 4. Aufl. 1907, 3. Teil, 4. Aufl. im Erscheinen. 
_ Cremona, Elementi di geometria proiettiva 1873. Hankel, Ele- 
mente der proj. Geom. 1875. De Paolis, Sui fondamenti di geom. 
proiett. 1881. Pasch, Vorlesungen tiber neuere Geom. 1882. 
Weyr, Elemente der proj. Geom., 2 Teile, 1883, 1887. Sannia, 
Geom. proiettiva 1894. Bobek-Kitipper, FHinl. in die proj. 
Geom. der Ebene 1897. Dihlemann, Proj. Geom. 1898 (Samm- 
lung Gischen). Béiger, Ebene Geom. d. Lage 1900. Enriques, 
Lezioni di geom. proiett. 1898 (1904), deutsch von Fleischer 19038. 


Kapitel VIL. 


Projektive Koordinaten. 


Von G. Guareschi in Pavia. 
§ 1. Projektive Koordinaten in den Grundgebilden 
erster Stufe. 


Die projektiven Koordinaten lassen sich, entsprechend der 
doppelten Begriindungsart der projektiven Geometrie, auf zweierlei 
Weisen einfiihren: man kann entweder von metrischen Beziehungen 
oder rein projektiven Siatzen ausgehen. In beiden Fallen aber kann 
man die Koordinaten auf den Begriff des Doppelverhiiltnisses zu- 
riickfiihren. 

Unter einem Grundgebilde erster Stufe verstehen wir wie 
friiher eine gerade Punktreihe, ein Strahlenbiischel oder ein 
Ebenenbitischel. Wir nehmen in ihm nun drei Elemente, A, B, C, 
an. Zu jedem vierten Elemente P des Grundgebildes gehért dann 
ein und nur ein Wert x des Doppelverhiltnisses (PC, BA), und 
umgekehrt, wenn eine Zahl x gegeben ist, so bestimmt sich in 
eindeutiger Weise das Element P des Grundgebildes, fiir das 
(PC, BA) = wird. Diese Zahl x heiBt die projektive Koordi- 
nate des Elementes P. Die Elemente A, B, C heiBen die Grund- 
elemente des Koordinatensystems und werden, weil (AC, B.A) = ov, 
(BC, BA) =0, (CC, BA) =1, als die Elemente ov, 0, 1 be- 
zeichnet. 

Vom metrischen Gesichtspunkte aus sind einzelne Koordi- 
natensysteme ausgezeichnet. Die wichtigsten sind folgende: 

1. In der eigentlichen Punktreihe w lege man einen positiven 
Richtungssinn und eine Mafeinheit fest, man nehme dann fiir das 
Element A den unendlich fernen Punkt der Geraden und fiir B 
und C zwei eigentliche Punkte, fiir welche die Entfernung BC=1 
ist, so wird die Koordinate eines beliebigen Punktes P 


x = (PC, BA) = BP. 
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Dies x heiBt Abszissenkoordinate und B der Ursprung des Koordi- 
natensystems. 

2. In einem eigentlichen (zentrischen) Strahlenbiischel U 
lege man einen positiven Drehsinn fest und nehme fiir die Grund- 
elemente zwei zueinander senkrechte Strahlen a, b des Biischels 
und fiir c den Strahl, fiir den << (ac) = << (cb). Dann wird die 
Koordinate eines Strahles p des Biischels 


a = (pe, ba) = tang (bp). 
Dies x heiBt Tangentialkoordinate und b die Achse des Koordi- 
natensystems. 
Das Doppelverhiltnis von vier Elementen P,, P,, P,, P 


eines Grundgebildes erster Stufe ist gleich dem Doppelverh4ltnis 
ihrer Koordinaten %,, %, %, %: 


L— fy, L,—# 
(@2%y, %_%,) = = a, : e ay F 

Wenn in einem Grundgebilde erster Stufe ein Koordinaten- 
system festgelegt ist, so wollen wir tibereinkommen, auch jedem 
komplexen Werte der Koordinate ein Element des Grundgebildes 
entsprechen zu lassen. Dieses Element hei®t, wenn der imaginire 
Teil der komplexen Zahl nicht verschwindet, ein imagindres Element. 

Wenn von vier Elementen P,, P,, P,, P irgendwelche ima- 
gindr sind, so definieren wir als das Doppelverhiltnis der vier 
Elemente das Doppelverhiltnis ihrer Koordinaten. Wenn ins- 
besondere von den sechs Doppelverhiltnissen, die sich aus den 


vier Punkten bilden lassen, eines gleich — = + pial wird, so 
bilden die vier Punkte eine diquianharmonische Gruppe. 

Ist in einem Grundgebilde erster Stufe ein Koordinaten- 
system festgelegt, so entspricht jeder Gleichung mit einer einzigen 
Unbekannten in dem Grundgebilde die Gruppe derjenigen Elemente, 
deren Koordinaten der vorgelegten Gleichung geniigen. Ist die 
Gleichung algebraisch und vom Grade m, so enthiilt die Gruppe n 
(xeelle oder imaginire, getrennt liegende oder zusammenfallende) 
Elemente. Umgekehrt kann man, um eine Gruppe von » Ele- 
menten darzustellen, statt ihrer Koordinaten eine Gleichung 
n°" Grades angeben, der diese Koordinaten gentigen. 

Aus der projektiven Koordinate x leitet man die homogenen 
projektiven Koordinaten ,, x, her, indem man 


| 
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setzt. Dann wird 2,, 7, nur bis auf einen konstanten Faktor be- 
stimmt. Nimmt man an, da8 keines von beiden je unendlich wird, 
so wird x = 0 fiir den Punkt 4, fiir den x = o¢ ist. 

In homogenen Koordinaten wird eine Gruppe von n Elementen 
des Grundgebildes bestimmt durch eine homogene algebraische 
Gleichung n**” Grades f = 0, wo f von der Form 


(= S (eat 


Die algebraische Theorie der Binirformen findet so ihre 
geometrische Interpretation in den Grundgebilden erster Stufe. 
Die Form (m — 1)** Ordnung von %, 2% 


i risen te | 


stellt, gleich Null gesetzt, eine Gruppe von m — 1 Punkten dar, 
welche die (erste) Polargruppe des Punktes (y,, y,) beztiglich der 


_ Punktgruppe f = 0 heibt. 


—1) 


Als die (gemischte) Polare von k Punkten y, y’,..., y@ 
bezeichnet man die Gruppe von » —*k Punkten, die durch die 


Gleichung 
AVA? ... Ae—vf = 0 


gegeben wird. Diese gemischte Polare wird zur h*” Polare eines 
Punktes y: ‘ 
A,f= 0, 

wenn die k Punkte y, y’,..., y@~» zusammenfallen (Jonquiéres, 
J. de Math. (2) 2, 249 (1857)). 

Die k® Polare eines Punktes P bez. einer Punktgruppe P,, 
P,...P,, liBt sich auch durch die metrische Relation definieren 
(Cremona, Introd. alle curve piane, Art. III): 


1 say | ategane Ca eee N 
saGs a =e) pe 1: BP. (pp FG ger: 
wobei die Summation iiber alle Kombinationen der Zahlen 1 bis ” 
za je & zu erstrecken ist und P’ einen Punkt der polaren Gruppe 


bezeichnet. 
Fir k=n—1 ergibt sich ein einziger Punkt, der nach 


| Poncelet (J. f. Math. 3, 213 (1828)) das TA IEP ee 


monischen Mittel des Poles P heiBt und durch die Gleichung be- 
stimmt wird: 
Pascal, Repertorium. IL 2. Aufl. 9 
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1 1 a 1 1 
PP a Pt PP, 7 Seep 
Riickt der Pol ins Unendliche, so wird der letztgenannte Punkt 


das Zentrum M der mittleren Entfernungen und ist dann durch 
die Gleichung gegeben: 


1 1 


1 
EP UP TP ae 


Jede Kovariante der Form f stellt gleich Null gesetzt eine ko- 
variante Punktegruppe zu der Punktegruppe dar, die durch das 
Verschwinden von f gegeben wird. Insbesondere liefert die 
Gleichung H = 0, wo 
1 CL OF. Piel y 
on [ Gace) | 


n?(n—1)? Lda? O22 GeAOme 


eine kovariante Gruppe von m = 2(m — 2) Punkten, welche die 
Hessesche Gruppe der durch f=0 gegebenen Gruppe von 2 Punkten 
heiBt. Eine neue kovariante Gruppe wird durch die Gleichung 
S = 0, wo 


8 1 ies oH of ee 


 mnlox, 0%  O%, Oa, 


geliefert usw. Das Verschwinden einer Jnvariante von f bedeutet 
allemal eine projektive Beziehung zwischen den Punkten der 
Punktegruppe f= 0. Ist z. B. eine Form vierter Ordnung 


f = a)"; + 4a,a2x, + 6a, 0202 + 4a,0, 03 + a,x6 
gegeben, so bedeutet das Verschwinden der Invariante 
i = 2(a,a, — 4a,a, + 342), 
dafi die vier Punkte f = 0 im dquianharmonischer Lage sind, das 
Verschwinden von 
J = 6 (ayy a, + 20, aga, — a3 — aya — aia,), 


daB sie vier harmonische Punkte bilden. 
Zwei Punktgruppen von je » Punkten: 


Di(7)aee- y= 0, 31(%)bat- ai = 0 
heifen zueinander apolar, wenn die bilineare simultane Invariante 
DA 1) 9)a, Daas 


fiir die beiden Formen verschwindet. 


| 
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Zwei Punktgruppen 
h£=90, £=0 
haben mindestens einen Punkt gemein, wenn die Resultante von 
f, und f, verschwindet. 

Eine Punktgruppe f enthalt einen doppelt zdéhlenden Punkt, 
wenn ihre Diskriminante, d.h. die Resultante der ersten Polaren 
irgend zweier Punkte der Punktreihe bez. der Punktgruppe f 
verschwindet. 

Die Punktgruppe f enthiilt allgemein einen (k + 1)-fachen 
Punkt (k<), wenn die Resultante der gemischten Polaren irgend 
zweier Gruppen von je & Punkten der Punktreihe verschwindet. 

Wenn zwei Grundgebilde erster Stufe projektiv aufeinander 
bezogen sind, ist das Doppelverhiltnis von irgend vier Elementen 
A, B, C, P des einen gleich dem Doppelverhiltnis der vier ent- 
sprechenden Elemente A’, B’, OC’, P’ des anderen. Lassen wir 
A, B, C und A’, B’, C’ fest und beziehen darauf projektive 
Koordinaten x, x, indem wir setzen 

(PCr BAy =a, (PC, BA) = 2, 
so wird : 
L= 2, 
und die projektive Beziehung driickt sich einfach so aus, daB ent- 
sprechenden Elementen derselbe Koordinatenwert zukommt. 

Sind aber die Koordinatensysteme in den beiden Grund- 
gebilden irgendwie anders angenommen, werden dann a, Bb, ¢, 
die Koordinaten von A, B, O, P und a,b’, c, a die Koordinaten 
von A’, B', 0’, P’, so drtickt sich die Gleichheit der Doppel- 
verhiltnisse aus wie folgt: 


NE OR AG 6 SO. 


pea Rhee bee tb, aaa 


Dieser Gleichung liBt sich die Form geben 
(1) axe + Batya +d=0, 
wobei die Determinante «wd — By + 0. Die Ausdriicke ad — By 
und 6 — y heiBen die Invarianten der projektiven Beziehung. 
Umgekehrt stellt jede bilineare Gleichung zwischen x, x mit 
nicht verschwindender Determinante eine projektive Beziehung zwischen 
den beiden Grundgebilden dar. 
In homogenen Koordinaten wird die Gleichung mit ver- 
anderter Bezeichnung der Koeffizienten 


(g1 2 + gy Xp), — (044%, + My 9%y) ty = 0. 
: 9* 
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Diese Gleichung aber liBt sich in die folgenden zwei zerlegen: 
QI, = Ay 1H + Ay 2%, 
QIg = Ay 1% + My 9%, 
wobei @ einen Proportionalitaétsfaktor bezeichnet und die Deter- 
minante 44M — A424 + O ist. 
Sind die beiden Grundgebilde von gleicher Art und trager- 


gleich (konjektiv oder kollokal), so sind ihre Doppelelemente U, 
V (die sich selbst entsprechen) aus der Gleichung zu bestimmen 


ax? + (8+ y)e4+6=0. 


Die Projektivitat ist hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch, 
je nachdem A =(8 — y)?— 4(ad — By) = (6B + 7)? — 40650; 
im letzten Falle kann man sagen, die Doppelelemente seien kon- 
jugiert imaginir. Sind P, P’ irgend zwei entsprechende Elemente, 
so wird das Doppelverhiltnis 


PS Gn 59 ee ee 


B—7y—YyA’ 
es ist also konstant und heiBt die absolute Invariante der Pro- 
jektivitit. Die Projektivitét wird zur Involution und # = — 1, 


wenn in der Grundgleichung (1) 6 = y ist. 

Sind zwei eigentliche Punktreihen w, w’ projektiv aufeinander 
bezogen, so heiBen Fluchtpunkte I, J’ die beiden Punkte, die jedes- 
mal dem unendlich fernen (uneigentlichen) Punkte der anderen 
Punktreihe entsprechen. Liegen /, J im Endlichen und bezieht 
man die Punkte der beiden Punktreihen auf zwei Systeme von 
Abszissenkoordinaten, bei denen der Ursprung durch je einen der 
Punkte I, J’ gebildet wird, so wird die Gleichung der Projektivitat 


IP. J’ PR’ = const. 


sie sagt aus, da das Produkt der Abstiinde zweier entsprechenden 
Punkte P, P’ von den zugehérigen Fluchtpunkten J, J’ kon- 
stant ist. 


Die Projektivitit wird zur Ahmlichkeit, wenn die unendlich 


fernen Punkte in beiden Punktreihen einander entsprechen. Dann ~ 


ist das Verhiltnis der Lingen entsprechender Strecken konstant. 
Wird dies Ahnlichkeitsverhdlinis gleich 1, so wird die Ahnlichkeit 
zur Kongruenz. 


In jedem von zwei eigentlichen projektiven Strahlenbtischeln 


i 


gibt es ein und nur ein Paar zueinander senkrechter Strahlen, — 
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dem in dein anderen Biischel ein ebensolches Paar entspricht. 
Gibt es zwei solcher Paare, so entspricht jedem Paare senkrechter 
Strahlen im einen Biischel ein ebensolches Paar im anderen Biischel, 
und die Winkel, die die Paare entsprechender Strahlen bilden, sind 
allemal gleich, die Strahlenbiischel sind kongruent. Gehdren sie 
einer Ebene an, so ist die direkte und die inverse Kongruenz zu 
unterscheiden, je nachdem bei der Drehung eines Strahles im einen 
Biischel der entsprechende Strahl im anderen Biischel sich im 
gleichen oder entgegengesetzten Sinne dreht. Zwei solche Strahlen- 
biischel begriinden auf der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene 
zwei und nur zwei Projektivititen, welche als direkte und inverse 
Kongruenz (oder Gleichheit) auf der unendlich fernen Geraden 
unterschieden werden. 

m Grundgebilde erster Stufe stehen in m-linearer Beziehung, 
wenn zwischen den m Koordinaten 2, a’,..., 2, welche die Ele- 
mente in den einzelnen Grundgebilden festlegen, eine m-lineare 
Beziehung, d. h. eine Gleichung, die fiir jede dieser Variabeln 
linear ist, besteht. Dann wird durch je ein Element aus m — 1 
der m Grundgebilde das zugehérige Element des letzten Grund- 
gebildes eindeutig bestimmt. Uber trilineare Grundgebilde vgl. 
man insbesondere Schubert, Math. Ann. 17 (1880) 457 und 
Sturm, Geom. Verwandschaften 1908, p. 319. 

Sind /,, fe, ---) f¢z1 Binarformen n** Ordnung, die einzeln 
= 0 gesetzt Gruppen von je » Elementen eines Grundgebildes 
erster Stufe darstellen, so sagt man von allen Elementegruppen 
des Grundgebildes, die in der Form 


Arie tiesiacts Mea thegs a 


darstellbar sind, daB sie eine Involution von der Ordnung oder 
dem Grade nm und von der Stufe oder der Dimension k bilden. 
Durch je k Elemente einer Gruppe der Involution sind die tibrigen 
nm —k bestimmt, denn durch sie lassen sich die Verhiltnisse der 
k + 1 Parameter 4,, 4g, ..., 4,44 bestimmen. 

Eine simultane Invariante der & + 1 Formen ff, ..., fy, 
stellt durch ihr Verschwinden nur dann eine projektive Eigenschaft 
der Inyolution dar, wenn sie sich bei einer Vertauschung der 
Formen mit irgendwelchen anderen linear unabhingigen aus der 
linearen Formenschar 4,f, + +++ + Agia f,41 nur um einen Faktor, 
der von den Koeffizienten as Grundformen frei ist, indert, mit 
anderen Worten, eine Kombinante der linearen F ormenschar ist. 
Ahnliches gilt fiir die Kovarianten. Insbesondere liefert die Ko- 
variante 
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ak ck ak 
Oh. Cl “Te 0 iret 
ox," on," on," 
ok 
#f, = Of ore oO hens | 
4=)| Ox,"-'da, da,"—*da, da," "Oa, \* 
| 
Th th, Hs 
0x," dx," Ax," 
die eine Kombinante ist, =O gesetzt, die Elemente, in deren 


jedem sich k + 1 Elemente einer Gruppe der Involution vereinigen. 

So existieren im allgemeinen (k +1) (»—k) Punkte, die fiir 
eine Punktgruppe der Involution die Multiplizitét & + 1 besitzen. 
Fir & =1 ergibt sich insbesondere die Jacobische Gruppe zweier 
Punktgruppen f; = 0, f, = 0. 

Die auf Moebius zuriickgehende Geometrie in den Grund- 
gebilden erster Stufe hat namentlich vy. Staudt in seinen Bei- 
traigen zur Geometrie der Lage systematisch ausgestaltet. 


§ 2. Projektive Koordinaten in den Grundgebilden 
zweiter Stufe. 


Unter den Grundgebilden zweiter Stufe betrachten wir nur 
die Ebene, die hier gewonnenen Resultate lassen sich sofort auf 
das Biindel tibertragen. 

Es sei in der Ebene ein Dreieck, das Grwnddreieck, mit den 
Ecken X, Y, Z, den Grundpunkten, und ein Punkt EH, der EHin- 
heitspunkt, der nicht auf einer Seite des Grunddreiecks liegen darf, 
gegeben. Dann wird ein projektives Koordinatensustem begriindet, 
indem man den darzustellenden Punkt P und den Einheitspunkt # 
mit X und Y verbindet und die inhomogenen projektiven Koordi- 
naten x, y von P gleich den Doppelverhiltnissen der vier durch 
Y und X gehenden Strahlen setzt; symbolisch kann man schreiben: 


«= Y(PE, ZX), y= X(PE, ZY). 


Verbindet man P und F auch mit der dritten Ecke Z, so ergibt 
sich die weitere Gleichung: 


; = Z(PE, YX). 


Homogene Koordinaten werden eingefiihrt durch den Ansatz 
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aus dem folgt, daB die betrachteten Doppelverhiltnisse gleich den 
Verhiltnissen dieser drei Zahlen z,, 7, %, sind. Die letzteren 
sind nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt. LaBt man 
fiir sie nur endliche Werte zu, so wird x, = 0 fiir die Seite YZ, 
% =O fiir ZX, x, =O fiir XY. Fiir den Hinheitspunkt H wird 
U, = % = %, fiir die Ecken des Grunddreiecks verschwinden je 
zwei der homogenen Koordinaten. 

In einer eigentlichen Ebene erhilt man durch metrische 
Spezialisierung besondere Koordinatensysteme. Nimmt man X 
und Y auf der uneigentlichen Geraden an, so erhialt man ein 
affines Koordinatensystem. Sind ZX und ZY ferner senkrecht 
aufeinander und hat EH von ihnen beiden den Abstand 1, so ge- 
langt man zu den gewohnlichen rechtwinkligen cartesischen Ko- 
ordimaten. 

Wahlt man das Grunddreieck beliebig, aber fiir den Einheits- 
punkt den Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises, so erhilt man 
die trimetrischen oder trilinearen Koordinaten, die den Abstinden 
des darzustellenden Punktes von den Seiten des Grunddreiecks 
proportional sind. Wiahlt man zum Hinheitspunkt den Schwer- 
punkt (Schnittpunkt der Mittellinien) des Grunddreiecks, so erhilt 
man die baryzentrischen Koordinaten. Diese sind gleich drei 
Massen, die man in den Keken des Grunddreiecks anbringen muB, 
damit der Schwerpunkt in den darzustellenden Punkt fallt. 

Die homogenen Koordinaten #,, %, %, der Punkte einer 
geraden Linie geniigen einer homogenen linearen Gleichung 


(a) Uy Ly + Ug Le + Uz %3 = Oz 


Dabei ist unter den Geraden mit einbegriffen die unendlich ferne 
Gerade. Ist 
(b) A, 2, + Uy %_ + Ag%, = 0 


die Gleichung fiir die letztere, so wird 


a a a 
ear tee Se eae 
Wy? Hy Uy = 5 yt Pat Ps 


wenn ),, Pe, ps die Abstiinde des darzustellenden Punktes von 
den Seiten des Grunddreiecks und h,, hz, hg dessen Héhen be- 
deuten. Die Gerade, deren Gleichung lautet: 


(c) Ly + %y + %, =O, 
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heiBt die Hinheitsgerade. Sind Uy, Vy, Wy die Schnittpunkte 
derselben mit den Seiten YZ, ZX, XY des Grunddreiecks und 
U, V, W die entsprechenden Punkte fiir die Gerade (a), so findet 
man fiir die Doppelverhaltnisse der vier Punkte, die man so auf 
jeder Dreiecksseite erhalt: 

Us Uy 


a = (UD, YZ), {i —(V Vo; ZX), = (WW, XX). 


Uy, Uy, Uz sind sfipearares homogene projektive Linienkoordinaten. 
Sie sind nur bis auf einen gemeinsamen Faktor festgelegt. Sie 
werden einander gleich fiir die Einheitsgerade. Fiir eine Gerade 
durch X verschwindet w,, usw. Fiir die Seiten des Grunddreiecks 
verschwinden je zwei der Linienkoordinaten. 

Zu inhomogenen Linienkoordinaten u, v geht man tiber, in- 
dem man setzt: 


die Gleichung der geraden Linie ist dann die folgende: 
uz +ovy+i1i=d0, 


wenn “, y die zugehérigen inhomogenen Punktkoordinaten bedeuten. 

Die Gleichung (a) driickt aus, daB der Punkt (x,, ay Xs} 
und die Gerade (2,, %, 23) noone liegen. Lat man in ihr 
also %,, %, %3 fest und sieht u,, Ug, Us ‘als veranderlich an, so 
liefert sie die Gleichung eines Punkies in Linienkoordinaten. 

Benutzt man die homogenen projektiven Koordinaten, um 
die Grundbeziehungen zwischen den Punkten und Geraden der 
Ebene aufzustellen, so ergeben sich folgende Sitze: 


1a. Die Koordinaten des 1b. Die Kordinaten der Ver- 
Schnittpunktes zweier Geraden bindungslinie zweier Punkte 
(Uy, Uy, Wy) und (u,", ty, Uy) (ay, %q, Xs) und (H,', a, 5) 
sind proportional den Determi- sind proportional den Determi- 


nanten nanten 
| | | | | ! 1 
[ty Ug | Uy Uy | Ma Me | 1B ly | By Wy | [®1 2 
, 4 y fin, ANY , fi ‘ Leal Se ikea TN (lage 
Ug Us Us Uy [Uy Wy Uy Uy} |Xy Ly | Ly Ly 
2a. Die notwendige und 2b. Die notwendige und 


hinreichende Bedingung dafiir, hinreichende Bedingung dafiir, 
da& drei Gerade (u,, wg, U3), dab drei Punkte (z,, My ts), 
(uy, Mtg y Us), (yy Me» Ue) (hs @y, @s), (0, By", Hy) 
durch einen Punkt gehen, lautet auf einer Geraden liegen, lautet 
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Uy, Us Us 
, 
| Uy, Up Us |= 0 
ri A ZA ” 
(ea Uy Ug 


3a. Die Koordinaten (w,, ue, Us ) 
einer Geraden p des Strahlen- 
biischels, das durch zwei Gerade 
p, p mit den Koordinaten 
(Uy, Ua’, Ug) und (u4,”, Uy’, Us’ ) 
bestimmt wird, sind von der Form 


Me ip Mu ut 
Uy = Au +i, 
, 
Uy = Ug + V'uQ”, 
/ , 7 aa 
Uz = Aug +4 Uy , 


wenn d’,4” endliche, nicht gleich- 
zeitig verschwindende Zahlen 
sind. 


” 


Der Parameter A = = ist die 


projektive Koordinate des Strahls 
in dem Biischel, bezogen auf 
die Strahlen p’, p” und den 
Strahl yp, mit den Koordinaten 


, a ty af a 
Uy Uy) Ug TU» Ug + Uy , 


mit anderen Worten das Doppel- 
verhiltnis (pp, p’p’). 


issel 
| 
ieee 8 
fA , | 
| %, XL, Hy, |= 0. 
| ZA Wt PF: | 
{% % Lg | 


3b. DieKoordinaten (2,,2g, 25) 
eines Punktes P der geraden 
Punktreibe,die durch zwei Punkte 
P’, P” mit den Koordinaten 
(20y', y's 5’) und (2,", 2, ay”) 
bestimmt wird, sind von der Form 


Ch oe 
Ut Ne a er 
He = Nm) + 1a”, 
wenn 4’, 4” endliche, nicht gleich- 


zeitig verschwindende Zahlen 
sind. 


art 


Der Parameter 1 = - ist die 


projektive Koordinate des Punk- 
tes P in der Punktreihe, bezogen 
auf die Punkte P’, P’” und den 
Punkt P, mit den Koordinaten 


, fr fe “wt 7 wt 
Wy + hy, Uy + My y Uy +X, 


mit anderen Worten das Doppel- 
verhiltnis (PP), P’P”). 


Sind X, Y, Z, EF Grundpunkte und Einheitspunkt eines 


Koordinatensystems und X’, Y’, Z’, E’ die analogen Punkte fiir 
ein zweites Koordinatensystem, so besteht zwischen den Koordi- 
naten (%,, % , 23) und (s,', 2’, #3) desselben Punktes in den 
beiden Systemen eine Relation von folgender Form: 


vA 

OX, = Ay Ty + AyeXy + yg 2s, 
7 

OX, = Ag, Hy + Ago Ly + Mog %3, 
, 

OL s = Mg %, + Ago Ly + Ugg Xs, 


wobei @ einen Proportionalititsfaktor bezeichnet und die Deter- 
minante der Koeffizienten |a,,| von Null verschieden ist. Um- 
gekehrt 1iBt sich jede homogene lineare Substitution von der vor- 
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stehenden Form deuten als der Ubergang zu einem neuen System 
projektiver Koordinaten. 

Fiir inhomogene Koordinaten v, y und 2’, y’ werden die 
Substitutionsgleichungen 


een Ce ae Gi of a ET en Y Ts | 
Gg, Lge Y + Ags’ tg, L Ago ¥ + Ags 


Wir kommen iiberein, auch komplexen Werten der allgemeinen 
Koordinaten x, y einen Punkt entsprechen zu lassen. Diesen Punkt 
nennen wir einen imagindren Punkt. Konjugiert imagindr nennen 
wir zwei Punkte, deren gleichnamige Koordinaten konjugiert 
komplexe Werte haben. Es li8t sich dann immer eine und nur 
eine lineare Gleichung finden, der die Koordinaten beider Punkte 
geniigen: die Verbindungslinie konjugiert imagindrer Punkte ist 
reell, uber auBer ihr geht durch keinen der beiden Punkte eine reelle 
Gerade hindurch. 

Die analogen Festsetzungen treffen wir auch fiir die Geraden 
der Ebene. Wir finden zu jeder imaginiiren Geraden eine kon- 
jugiert imaginire, und der Schnittpunkt dieser beiden Geraden ist 
reell, er ist aber auch der einzig reelle Punkt einer jeden der 
beiden Geraden. 

Ebene analytische Kurve heiBt die Gesamtheit aller Punkte 
der Ebene, deren inhomogene Koordinaten a, y einer analytischen 
Gleichung f(x, y) = 0 gentigen. Ist f ein Polynom n‘® Grades, 
so hei®t die Kurve eine algebraische Kurve n*” Ordnung. 

Ebene analytische Enveloppe hei8t die Gesamtheit aller Ge- 
raden, deren inhomogene Koordinaten wu, v einer analytischen 
Gleichung F'(u, v) = 0 geniigen. Ist F ein Polynom n‘™ Grades, 
so heift die Enveloppe eine algebraische Enveloppe n® Klasse. 

Die Gleichungen werden homogen bei Benutzung homogener 
Koordinaten. Sie sind also fiir eine algebraische Kurve von der 
Form 


n 
eit ay) =0 (h+itj=n), 
fiir eine algebraische Enveloppe von der Form 
n 
ty ty tg! = 0 (htitj=n). 


b= 
Sind zwei Ebenen x, w’ kollinear aufeinander bezogen, wird 


in jeder ein System homogener projektiver Koordinaten angenommen, 
sind dann (a, 2, %) die Koordinaten eines Punktes P yon 7, 
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Ce %», x3) die Koordinaten des entsprechenden Punktes P’ von 
a, so bestehen Gleichungen von folgender Form: 


Q My = yyy + yy ty + yyy, 
id 

OX, = Ay, %y 1 Ugg %y + Ags, 
7 

OX; = Ag, % 1 Ago % 1 As3 Hz 


mit nicht verschwindender Determinante | a,,|. Gleichzeitig be- 
stehen zwischen den auf dieselben Koordinatensysteme pezorenes 
Koordinaten (1, , Us, Ug) und (2,’, Uy’ Us) Zweier entsprechenden 
Geraden p und p’ die folgenden Gleichungen: 


, Le Ve 

OU, = Ay Uy + Ag Ug + O31 Ug 
Me , / 

OUg = AyyUy + Agglg + Aso Us , 
, 

OUls = Hyg Uy + Ags Uy + Ag Uy , 


wenn 6, wie 9, einen Proportionalititsfaktor bezeichnet. 

Wiahlt man die Koordinatensysteme in den Ebenen so, dab 
die Grundpunkte und Hinheitspunkte durch entsprechende Punkte 
gebildet werden, dann reduzieren die vorstehenden Gleichungen 
sich auf 

On RE ae Oe rE 
und 
Mia Ue a Ua nth Ae. 

Werden die kollinearen Felder 2, m aufeinandergelegt, so 
wird man die Grundelemente ihrer Koordinatensysteme ebenfalls 
tibereinanderliegend wihlen. Dann erhebt sich sofort die Frage 
nach den bei der kollinearen Beziehung tibereinanderliegenden 
Elementen oder Doppelelementen der Kollineation. Zur Bestim- 
mung der Doppelpunkte ergibt sich, indem man a,'=2,, = 2, 
2, = w, setzt, das Gleichungssystem 


(G44 — 0) @, + Gy2% + A323 = 0, 
Ag, XL, -F (doe = 0) + ay3%3 = 0, 
Ag Ty + gg %y + (G53 — 0) #3 = 0. 


Demnach muB 


4, — 0 Aye ig, Jl 
A(e) == | M34 Az2 — OQ Ags | = 0 
A39 Ass — Q | 


sein. Dies ist eine Gleichung dritten Grades fiir 9, deren drei 
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Wurzeln 0,, 0,, 93 entsprechend man drei Doppelpunkte erhalt. 
Die Doppelgeraden sind dann die Linien, die diese Punkte paar- 
weise verbinden. Fallen zwei der drei Wurzeln derart zusammen, 
daB fiir diesen Wert von g die Determinante A(o) mit ihren 
ersten Unterdeterminanten verschwindet, so hat die Kollineation 
unendlich viele Doppelpunkte, die eine gerade Linie erfiillen, wir 
erhalten also eine perspektive Kollineation (Homologie). 

Sind die drei Doppelpunkte der Kollineation reell und wihlen 
wir sie zu Grundpunkten des Koordinatensystems, so wird die 
Kollineation in der folgenden einfachen Form darstellbar: 

ie ty 5 Tg ly hy ty hy 5 a: 
In diese Form lassen sich die Homologien einschlieBen, die sich 
fiir a, =a, ergeben. Dann ist a,:«, das konstante Doppel- 
verhiltnis, das zwei entsprechende Punkte P, P’ mit dem Homo- 
logiezentrum X und dem Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie 
mit der Homologieachse bilden. 

Bei einer kollinearen Beziehung zwischen zwei ebenen Fel- 
dern 1, 7’, die keine Affinitit ist, entspricht der unendlich fernen 
Geraden der einen Ebene eine eigentliche Gerade, die Fluchtlinie, 
in der anderen Ebene. Unter den Loten der Fluchtlinie in der 
einen Ebene gibt es eines, dem in der anderen Ebene wieder ein 
Lot ihrer Fluchtlinie entspricht. Die FuBpunkte dieser Lote 
heiBen Mittelpunkte oder Augenpunkte, die Lote selbst Hauptlinien 
oder Fokallinien der kollinearen ebenen Felder. Bezieht man auf 
die Fluchtlinien und Fokallinien als Achsen gewodhnliche karte- 
sische Koordinaten a, y und 2’, y’, so wird in diesen die kollineare 
Beziehung durch die einfachen Gleichungen gegeben 


als deren Umkehrung sich sofort ergibt 
¢ ke 
Ia G ie U) SS a : 

Die Punkte F, F, in a, fir die x= +c, y= 0, und die 
entsprechenden Punkte F’, F,’ in z’, fiir die e& =+c¢, y=0 
wird, heifen die Brennpunkte der beiden projektiven ebenen Felder. 
Zwei Strahlen durch einen Brennpunkt bilden denselben Winkel 
wie die entsprechenden Strahlen durch den entsprechenden Brenn- 
punkt der anderen Ebene. 

Die Parallelen f, f, zur Fluchtlinie (x = 0) in a, fiir deren 


Punkte « = + c’, und die ihnen entsprechenden Parallelen Gan 
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zur Fluchtlinie (7 = 0) in a’, fiir deren Punkte x’ = +c wird, 
heiBen die Leitlinien (equisegmental axes) der beiden projektiven 
Felder. Zwei Punkte auf einer von ihnen haben dieselbe Ent- 
fernung wie die entsprechenden Punkte auf der entsprechenden 
Leitlinie der anderen Ebene. 

Die sehr interessanten metrischen Relationen zwischen kolli- 
nearen Feldern sind behandelt worden von Smith, Lond. Math. 
Soc. Proc. 2, 196, Papers I, p. 545, Reye, Math. Ann. 46, 423; 
man findet sie ausfiihrlich dargestellt bei Fiedler, Darstellende 
Geometrie, Reye, Geom. d. Lage, 4. Aufl., Bd. 2, Anhang, Sturm, 
Lehre von den geom. Verwandtschaften, 1908, IL. 

Sind a, x zwei reziproke ebene Felder, und nehmen wir in 
jedem von ihnen wieder ein projektives Koordinatensystem beliebig 
an, so wird die Beziehung zwischen den Koordinaten 2,, %, 2s 
eines Punktes P von w und den Koordinaten w,’, ws, us. der ent- 
sprechenden Geraden p’ von x durch die Gleichungen der Rezi- 
prozitit gegeben, die folgende Gestalt haben: 


, 
a ae 
OU, = Hy, Uy TF Ayg% T Ayg Hp, 


OUg = Agy XP Mga %y T Aggy Xs, 
, 
QUs = Mg, % 1 Mga %_ + A333, 
wobei die Determinante der Koeffizienten wieder + 0 ist. Sind 
a, %, 3 die Koordinaten eines Punktes P’ auf p’, so dab 
7 {2 7 re (4 / . é . 
Uy, Ty + Uy ag + Ug % = 0 wird, dann findet man aus den vor- 
stehenden Gleichungen sofort die bilineare Gleichung 


orks 
= PN = 
t=1 k=1 
die auch zur Darstellung der Reziprozitiit benutzt werden kann. 
Sind die beiden Felder iibereinandergelagert, so sind die 
Punkte, die auf der ihnen zugeordneten Geraden liegen, durch die 
Gleichung gegeben: 
Gly, 4? + Aggy” + Alyy ay” + 
+ (yg + gq) % 2% + (Ag, + M45) 3% + (My + M91) % = 9, 
die einen Kegelschnitt darstellt. Die Reziprozitit wird dann und 
nur dann zur Polaritdt, wenn dg3 = A3g, G3, == 4g, Ayg = Agy it. 
Dann ist jedem Punkt dieselbe Gerade zugeordnet, gleichgiiltig 


ob man ihn zum ersten oder zweiten Felde rechnet. Die vor- 
stehende Gleichung liefert den Ordnungskegelschnitt der Polaritat, 


142 Kapitel VII. Projektive Koordinaten. 


dessen Punkten die in ihnen beriihrenden Kegelschnitttangenten 
als entsprechende Gerade zugeordnet sind. 

Jede kollineare oder reziproke Beziehung zwischen zwei 
Biindeln la8t sich durch eine ebensolche Beziehung zwischen zwei 
konjektiven ebenen Feldern, deren gemeinsamer Triger die Mittel- 
punkte der Biindel nicht enthalt, erzeugen. Sind die Biindel 
zentrisch, so kann man fiir diese Ebene die uneigentliche Ebene 
wihlen. In dieser Ebene aber ist eine reziproke Beziehung, die 
orthogonale, vor allen anderen ausgezeichnet. So ergibt sich auch 
zwischen zwei Biindeln eine ausgezeichnete reziproke Beziehung, 
die der Orthogonalitdt, bei der jedem Strahl des einen Biindels die 
zu ihm senkrechte Ebene des anderen Biindels zugeordnet ist. Bei 
dieser Beziehung wird der Winkel zwischen zwei Strahlen des 
einen Biindels gleich dem Winkel, den die entsprechenden Ebenen 
des anderen Biindels bilden, woraus man die bekannte Tatsache 
folgern kann, daf das Gesetz der Dualitét im Biindel sich auch 
auf die metrischen Higenschaften erstreckt. 

Sind die beiden Biindel konzentrisch, so wird die Zuordnung 
der Orthogonalitit ein besonderer Fall der Polaritét. Der Ord- 
nungskegel dieser Polaritaét, dessen Strahlen die in ihnen be- 
riihrenden Tangentialebenen zugeordnet sind, ist ein imaginirer 
Kegel, der der absolute Kegel des Biindels heiBt. Alle die Kegel, 
die man so erhilt, haben die imaginire Ordnungskurve der ortho- 
gonalen Beziehung in der unendlich fernen Ebene, den unendlich 
fernen Kugelkreis, gemeinsam. 

Betreffs der Hinftihrung homogener projektiver Koordinaten 
in der Ebene vgl. man Plicker, Amalytisch-geometrische Ent- 
wicklungen, 1828—381, Uber ein neues Koordinatensystem, Journ. 
f. Math. 5 (1830) 1, Abh. I. p. 124, Salmon-Fiedler, Héhere 
ebene Kurven, Kap. I. 


§ 3. Projektive Koordinaten in den Grundgebilden 
dritter Stufe. 


Im Raume sei ein Grundtetracder gegeben mit den Ecken 
X, Y, Z, T, den Grundpunkten, und ein Punkt E, der Einieits- 
punkt, der keiner Seitenfliche des Tetraeders angehiren darf. 
Dann werden als projektive homogene Koordinaten eines beliebigen 
Raumpunktes P vier endliche und nicht gleichzeitig verschwindende 
Zahlen %,, #,, #3, X, definiert, fiir welche die folgenden Relationen 
bestehen: 
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Pe YZ(PH iT X),- — ZX(PE, TY),  — XY(PE,T7Z), 
aS X, oo 


= = 1X(PE, ZY), <2 — TY(PE, XZ), + — TZ(PE, YX); 
3 1 2 


von diesen sind drei eine Folge der tibrigen. Es bezeichnet in 
ihnen z.B. YZ(PE, 7X) das Doppelverhiltnis der vier Ebenen, 
die aus der Kante YZ des Grundtetraeders die Punkte P, FH, 7’, X 
projizieren. Die homogenen Koordinaten sind wieder nur bis auf 
einen gemeinsamen Faktor bestimmt. Die nicht homogenen Ko- 
ordinaten werden eingefihrt durch die Gleichungen 


cal Ne Tule pe 28: 

Apean 
Fiir einen Punkt der Ebene X YZ wird mindestens eine von ihnen 
unendlich. 

In homogenen projektiven Koordinaten wird durch eine 
homogene lineare Gleichung ausgedriickt, daB ein Punkt einer 
Ebene angehort. Umgekehrt ist jede Ebene, die wneigentliche Ebene 
eimgeschlossen, durch eime solche Gleichung darstellbar. Ist 
(«) Uy + Uy Hy + Ug Hy + U2, = 0 
die Ebenengleichung, so heiBen u,, Ug, Ug, Uy die homogenen pro- 
jektiven Koordinaten dieser Ebene =; aus ihnen werden die in- 
homogenen Koordinaten durch den Ansatz 

Uy Us Us 
w=", v=, w= — 
UW, Wy U4 
abgeleitet, kénnen aber auch direkt durch die Gleichung der Ebene 
in inhomogenen Punktkoordinaten 
ux -+vytwet1l=d0 
definiert werden. 
Die Ebene ¢, deren Gleichung 


(B) + &_ + Xz + t= 0 
ist, heiBt die Hinheitsebene. Mit ihrer Hilfe kénnen die homogenen 
Ebenenkoordinaten direkt durch die folgenden Relationen definiert 


werden, in denen £, 7, €, t die Seitenflichen des Grundtetraeders 
bezeichnen, so daB & der Ecke X gegenitiberliegt usw. 
Me 


= par n& (m8, t&), U4 re Cé (me, TN); z Te 5m (xz, t§), 


9 es x U, aS ‘ U —e 
Me = FE(ne, én), B= ealme &), ft = HE (HH, 8) 
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Dabei bedeutet z. B. 4£(xe, r§) das Doppelverhiltnis der vier 
Punkte, in denen die Schnittlinie von 7 und € getroffen wird von 


den Ebenen 7, ¢, 7, &. 


FaBt man in der Gleichung (a) die x als fest und die w als 
veriinderlich auf, so stellt sie einen Punkt i in Ebenenkoordinaten dar. 
Es seien (a, Nes Mey Lhe Pt a la aha a (ah, 5 es eas x4"), 
(erin. 6a. ue VLdte Koordinaten von vier Punkten P, P,, 
ee ss analog Ce Uy Uy, Wig)y (y's Up's Mey My’) (Uys y's Me's mg”), 


Ae mw “tt 


’ Uy, 
, so ergibt sich: 


la. Ist P ein Punkt auf der 
Verbindungslinie yon P’, P”, 
so sind seine Koordinaten von 
der Form 
Qo ie, +1 o> = 1;2,8,4. 


Der Parameter 1 = = ist die 


projektive Kooiiiinate von P in 
der Punktreihe, bezogen auf die 
Grundpunkte P’, P” und P,, 
wobei P) die Koordinaten 
Re + xe 
hat, oder mit anderen Worten das 
Doppelverhiltnis (PP, P’P’”). 
Die Beziehung zwischen den 
Punkten P, P’, P” 188t sich 
auch so ausdriicken, da’ die 
Determinanten der aus ihren 
Koordinaten gebildeten Matrix 


(oes min 


(@=1, 2, 3, 4) 


My | 
, r | 


Paes 
[ey Oe tee a, 


verschwinden. 
2a. Ist P ein Punkt auf der 
Verbindungsebene von P’, P”, 
P’”, so sind seine Koordinaten 
von der Form 
, = Naf EM wf 9” 
(¢=1, 2,3. 4). 


die Koordinaten von vier Ebenen x, 7, 


1b. Ist w eine Ebene durch 
die Schnittlinie von 2’, 2’, so 
sind ihre Koordinaten von der 
Form 
u, = Mu + us @=1,2,38,4). 
Der Parameter 4 = rid ist die 
projektive Koordinate von x in 
dem Ebenenbiischel, bezogen auf 
die Grundebenen x’, x” und zt, 
wobei m, die Koordinaten 

U, + u, 

hat, oder mit anderen Worten das 
Doppelverhiltnis (12, 22”). 

Die Beziehung zwischen den 
Ebenen z, 7, «” laBt sich auch 
so ausdriicken, daB die Deter- 
minanten der aus ihren Koordi- 
naten gebildeten Matrix 
| 


(=1,25374) 


|| 
Ug Ofitly, Tee, | 


, 
U, |\ 


= | 


4 vA , 
|, Wg Ug 
| ” , i 
Uy Ug Us Uy || 
verschwinden. 
2b. Ist w eine Ebene durch 
den Schnittpunkt von 2,2”, 2”, 
so sind ihre Koordinaten von 
der Form 
= , , wt ‘7; tts wtr 
u,=hu, +hu +h Uu, 
(=1, 2, 3, 4). 
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Die Werte 4’, 4”, 4” lassen sich 
als homogene Koordinaten des 
Punktes P in dem ebenen Feld, 
bezogen auf die Grundpunkte 
P’, P’, P’” und den Einheits- 
punkt P, mit den Koordinaten 


e, +2, + 9," 
auffassen. 

Die Beziehung, die zwischen 
den vier Punkten P, P’, P”, P’”’ 
besteht, laé8t sich auch so aus- 


driicken, daB die folgende De- 
terminante verschwindet: 


(¢ = 1, 2, 3, 4) 


124 wt ZA dA 


UH, % Uy My 


a tur ttt wir 


I 
e UM ty My 


Die Werte 1’, 4”, 4” lassen sich 
als homogene Koordinaten der 
Ebene w in dem Ebenenbiindel, 
bezogen auf die Grundebenen 
a, «, «” und die Hinheits- 
ebene 2, mit den Koordinaten 

u;, tu tu” 
auffassen. 

Die Beziehung, die zwischen 
den vier Ebenen x, 2’, 2’, x” 
besteht, 14Bt sich auch so aus- 
driicken, daB die folgende De- 
terminante verschwindet: 


(= 1, 2 8, 4) 


Uy, Ug Us U4 


3. Bei beliebiger Lage der Punkte P, P’, P” sind die 
Koordinaten der Ebene, welche diese Punkte verbindet, proportional 


den Determinanten 
Bin Og By | eg ty ty 


, , - | 
Mt Wt 47 | My tf vr 
Ue Xz Uy | Vz Ky, Uy 


rg Ne 8 
Hz, Ly Uy | 


LA , 
% Uy Wy 


Analog werden die Koordinaten des Punktes, in dem sich die drei 
Ebenen x, 2’, x” schneiden, gegeben durch die Determinanten der 


Matrix 
| ay 4g 
| U, Ue 
| tt wf 
|, Me 


Wg es | 
, 

Us U 4 | 
t7 "7 | 

Us U 4 


. . if , / 7, 
Die Koordinaten (#,, %, %, %,) und (a,’, 4)’, #3, %,/) des- 


selben Punktes P in zwei verschiedenen Koordinatensystemen sind 
durch Transformationsgleichungen von folgender Form vermittelt: 


OM = Hy, 2%, + Aye %e + Ayg%y + Ay4%4, 
Og = Agy Vy + Ayg% + gg %y + Ag4%q, 
Os = As, X, + Ugg Le + Ugg Vy + Ag, %4, 
OM = Ag Ty + AgyM, + Myg%3 TP MyM, 


Pascal, Repertorium. 


Il. 2. Aufl. 


10 
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wobei die Determinante der Koeffizienten a,,| wieder von Null 
verschieden ist. Die entsprechenden Formeln fiir inhomogene 
Koordinaten sind daraus wie bei der Ebene abzuleiten. 

Wir kommen wie friiher tiberein, auch jeder Kombination 
von komplexen Werten der inhomogenen Koordinaten einen ima- 
ginéren Punkt entsprechen zu lassen. 

Bei einer analytischen Fldche ist eine von den Koordinaten 
ihrer Punkte eine analytische Funktion der tibrigen. Wird diese 
Funktion durch eine algebraische Gleichung »*” Grades zwischen 
den Koordinaten festgelegt, so heif®t die Fliche eine algebraische 
Fiche n®” Ordnung. Uhre Gleichung in homogenen Punktkoordi- 
naten ist dann von der Form 


Lee ee a 4g eS 
24555, Ly’ Xe! Ly" = O (ht+itj+tk=n). 
agrk 


Als analytische Raumkurve bezeichnet man die Gesamtheit 
der Punkte, von deren drei inhomogenen Koordinaten zwei irgend- 
welche analytische Funktionen der dritten oder alle drei analyti- 
sche Funktionen eines Parameters sind. Geniigen die Koordinaten 
aller Punkte der Kurve zwei algebraischen Gleichungen, so heift 
die Raumkurve algebraisch. 

Ebenenenveloppe nennt man die Gesamtheit der Ebenen, deren 
inhomogene Koordinaten u, v, w einer Gleichung f(u, v, w) = 0 
geniigen. Ist f ein Polynom n‘™ Grades, so spricht man von einer 
algebraischen Ebenenenveloppe n®” Klasse. 

Ebenengewinde heiBt die Gesamtheit der Ebenen, deren Ko- 
ordinaten (analytische) Funktionen eines Parameters sind. Gentigen 
die Koordinaten aller Ebenen des Gewindes zwei algebraischen 
Gleichungen, so heiBt das Ebenengewinde algebraisch. 

Seien 2%, ’ zwei kollineare Riume, die beide auf ein 
System projektiver Koordinaten bezogen werden. Sind dann 
(a4, %q, Ug, %4) und (a,’, x9’, x3’, x4’) die Koordinaten zweier ent- 
sprechenden Punkte P und P’, so lauten die Gleichungen der 
Kollimeation genau ebenso wie die Transformationsgleichungen 


der projektiven Koordinaten: a 


’ A F 
or, = ait @= 1,2; 3), 4) 


Die Determinante |a,,| ist wieder stets von Null verschieden. 
Bedeutet 6, wie 0, einen Proportionalititsfaktor, so kann man die 
vorstehenden Gleichungen auch durch die folgenden ersetzen: 


4 
/ 
ou, = > 4,,u; (k = 1, 2, 3, 4), 


t=1 
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welche die Koordinaten (w,, 2, U3, wu) wnd (1, Ue’, Uy, Uy) 
zweier entsprechenden Ebenen verkniipfen. 

Bei Verwendung inhomogener Koordinaten werden die Ko- 
ordinaten 2’, y’, 2 von P’ gebrochene lineare Funktionen der 
Koordinaten x, y, 2 von P. 

Sind die beiden Riume auf dasselbe Koordinatensystem be- 
zogen, so bestimmen sich die Doppelpunkte (d. h. die sich selbst 
entsprechenden Punkte) der Kollineation aus den Gleichungen: 


(411 — 0), + yy %— + A323 + G40, = 0, 
ly + (Ggg — @) Xp + Aggy + Ayya, = 0, 
gy, + Azy%y + (gy — 0) @3 + Agy2, = 0, 
yy Ly + Agy My + My %y + (Ay, — 9) %, = 0, 


aus denen folgt: 


| aa | 
| ee eat, 3 a3 Gig | 
a Ao — @ Mg Ag4 
A(o) = = a = 0. 
M34 A39 Ass — Q M34 
Ay As Ags 444 — @ | 


Den Wurzeln 0,, 09, 03, 04 dieser Gleichung entsprechen im 
allgemeinen vier Doppelpunkte, die in irgendwelcher Weise auch 
koinzidieren kénnen. Hat die Gleichung eine Doppelwurzel 0, = 0, 
derart, daB fiir diese auch alle ersten Unterdeterminanten von A(o) 
verschwinden, so ist die Kollineation awial: alle Punkte einer be- 
stimmten geraden Linie sind sich selbst zugeordnet. Wird auch 
0; = 0, und gilt fiir diese Doppelwurzel das gleiche wie fiir die 
erste, so ist die Kollineation biaxial perspektiv. Wird dagegen 
02 = 03 = o, und verschwinden fiir diese dreifache Wurzel alle 
zweiten Unterdeterminanten von A(@), so ist die Kollineation 
zentrisch perspektiv. 

La8t man imaginire Grundpunkte des Koordinatensystems 
zu, so kann man die Darstellung der Kollineation immer auf die 
Form bringen: 


on,’ = 0174, 
02," = 091%, + 022, 
O%s = 031%, + 039% + 03%, 


024, = O42, + Oyo %y + 043% + 042s. 
10 
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Hat die Kollineation vier getrennt liegende Doppelpunkte, so wird 
ihre einfachste Darstellung von der Form: 


toy! 3 Wy’ t Wy’ ty = 01 My * Oo My * O5 Mg * Og. 
Wird gleichzeitig 0, = 03, 02 = 04, so ist die Kollineation biaxial 
perspektiv, und fiir 0, = 0; =, ist sie zentrisch perspektiv. 
01 2 Q liefert in diesen Fallen das invariante Doppelverhaltnis der 
Kollineationen. 

Ist die Kollineation keine Affinitaét, so 14Bt sich durch Ein- 
fiihrung zweier, fir 2 und 2’ im allgemeinen verschiedenen, 
rechtwinkligen cartesischen Koordinatensysteme die Beziehung auf 
die kanonische Form bringen 

, a , , 

fab gamed, fa0k, 
Die Ebenen 4 = 0 und w =O sind dann die Fluchtebenen der 
Raume X, &’, die jedesmal der unendlich fernen Ebene des an- 
deren Raumes entsprechen. 

Sind zwei Riume 2, 2 vreziprok aufeinander bezogen, so 
wird diese Beziehung durch Gleichungen von folgender Form ver- 


mittelt: a 
= 4,,%, (¢=1,2, 8,4), 
jocnh 


bei denen wieder die Determinante a,,|==-0 ist und durch 
die dem Punkt (a, %, %3, %,) von & die entsprechende Ebene 
(tty’, Uys Ug, Uy’) von &” zugeordnet wird. Sind (a,’, a’, 23, 24’) die 
Koordinaten eines Punktes der Ebene, so ergibt sich die bilineare 


Gleichung: feet 
3 Sane - 


aus dieser kann man riickwiarts auch die Beziehungen 


4 
= afk, (k= 1, 2, 8, 4) 
¢=1 
ableiten, welche die Koordinaten (4, Ug, Ug, u,) einer Ebene von 
= mit den Koordinaten (a,’, x), v3, 2) des entsprechenden 
Punktes von 5” verkniipfen. 
Kine Polaritdt ergibt sich, wenn a,, = a,, @*=1,2,3,4) ist, 
ein Nullsystem fiir a;, = — a,,, 4;; = 0. 
Die Entdeckung der homogenen Koordinaten von Punkten 
im Raume gebiihrt anscheinend Karl Feuerbach (zuerst in 
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Okens Isis 1826, S. 565, dann in der Schrift GrundriB zw analy- 
tischen Untersuchungen. der dreicckigen Pyramide 1827). Fast 
gleichzeitig treten dieselben Koordinaten in Mébius’ Barycen- 
trischem Calcul, 1827, auf, der sie, wie aus seinen Diarien (vgl. 
Werke 4, 710) hervorgeht, schon 1821 besa. Thre endgiiltige 
Methodisierung, die mit einer Erweiterung des Begriffes tiber die 
von Feuerbach und Mébius innegehaltenen Grenzen verbunden 
war, ist Pliicker zu danken (Analytisch geometrische Entwicklungen 
1828—31, Analytische Geometric des Raumes 1846, Gesammelte 
Abhandlungen, Bd. 1, 1895). Die Fortfihrung der auf sie ge- 
griindeten Theorien ist vor allen durch Hesse (Ges. Abhandlungen 
1895, Analytische Geometrie des Raumes, 3. Aufl., 1876), Cayley 
(Collected papers, 13 Bde., 1889—1897), Clebsch (vgl. Clebsch- 
Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie) geschehen. Siehe auch 
Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, 1. Teil, 
4, Aufl., 1898, Castelnuovo, Lezioni di geometria analitica e 
proiettiva, 1904. 
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Es handelt sich endlich noch darum, die geraden Linien des 
Raumes durch projektive Koordinaten festzulegen. Der Weg, der 
hierzu fiihrt, ist schon von Feuerbach betreten, aber erst von 
Cayley bis zu Ende verfolgt worden (Quart. Journ. 3 (1860) 225, 
Papers IV 446). Vgl. Zeuthen, Math. Ann. 1 (1869) 432. 

Als homogene projektive Koordinaten einer geraden Linie be- 
zeichnen wir sechs Ausdriicke, die aus den Koordinaten (2,, 2, #3, 24) 
und (y,, Yo, Y¥3, Y4) zweier Punkte der Geraden derart gebildet 
sind, daB sie sich nur um einen gemeinsamen Faktor andern, wenn 
die Punkte eine beliebige Verschiebung auf ihrer Verbindungslinie 
erfahren. Solche Ausdriicke werden durch die Determinanten der 
zweireihigen Matrix 
Ce ad 


% Ye Ys % 
geliefert, und zwar wollen wir setzen: 


OP; = %Y3 — %3 Yo, OP, = 1 Y4 — %Yy5 
OP, = L3Y1 — X93 OP, = HY, — H4Y2) 
OPPs = L1Yg — %oM1> OP = %3Y4 — %4Y3- 


Dann besteht die identische Beziehung: 
PyPs + PePs + Pyke = 9. 
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Sind (4, May Ug u,) und (0%, Vay U3 v,) die homogenen 
Koordinaten zweier Ebenen, die sich in der Verbindungslinie der 
Punkte (x,, %), %, %4) und (2,', 29’, v3’, #,) durchschneiden, so 
wird auch: 


10) eee IN imesh eT: OD gy 2 fies 23 
OPy = Uy Vy — Ugo) CD, = Ugl, — Uz U3, 
OP, = Ug Vs, — UUs, OD, = Uy Ve — Uy, 


Wo 6, wie g, einen Proportionalititsfaktor bezeichnet. 
Die Ebenen, welche die gerade Linie mit den Ecken des 
Grundtetraeders verbinden, haben die Gleichungen: 


PoXy — P5Xg + Py %, =O, 

Pty — Pet + Pah, = 0, 

P5X — PyXq + P3%y =O, 

PyX, + Pal, + Pzts = O. 
Die Punkte, in denen die gerade Linie die Seitenflichen des Tetra- 
eders trifft, haben die Gleichungen: 

D3 Ug — Doty + Py, = 0, 

Pi Uz — Pz ly + Pp = 0, 

Poy — Py Ug + Pet, = O, 

Psy + Pp Uy + Pelz = O. 

Bei jedem dieser Gleichungssysteme sind zwei Gleichungen 
eine Folge der tibrigen. Dem ersten Gleichungssystem geniigen 
die Koordinaten jedes Punktes, der auf der Geraden liegt, dem 
zweiten die Koordinaten jeder Ebene, die durch die Gerade geht. 


Zwei gerade Linien (p,, Py, .-., Pg) Ud (44, Yo, ---) Ye) SChneiden 
sich, wenn 


PrIy 1 Be%s + P39 + Psd + P59 + Pe d3 = O- 


Eine Transformation des Koordinatensystems wird ausgedriickt 
durch homogene lineare Gleichungen 


é == ens (é=1, 2, 3, 4, 5, 6) 


zwischen den urspriinglichen Koordinaten (ii Pes=: de) En 
den transformierten Koordinaten (p,’, pp,..., P_) emer geraden 
Linie. 
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Aber nur, wenn durch die Transformationsgleichungen die 
Relation 


(@) By Ba + Pe De + D3 De = * (Py Py + BoP, + Dy Pe)s 


wobei + einen Proportionalitatsfaktor bezeichnet, identisch erfiillt 
wird, sind die neuen Koordinaten ebenso wie die alten aus Punkt- 
oder Ebenenkoordinaten abzuleiten. 

Im anderen Falle gelangt man so zu einem erweiterten Be- 
griffe von Linienkoordinaten, die in ihrer allgemeinsten Form als 
homogene lineare Funktionen der urspriinglichen Linienkoordinaten 
definiert sind. 

Besonders beachtenswert ist noch der spezielle Fall, wo 
durch die Transformationsgleichungen die identische Relation 


(8) Peep aie” Sy Ph be 
= (DP, + PoP; + Ps Ps) 
befriedigt wird. Von solcher Art sind z. B. die Koordinaten 


, Tv , t 
Pistia Ve (p, + 2%), Pe = iz (2, — Ps), 


; t : t 
Lee vs (bP, + Bs), Ps = ue (2, — Ds), 

; T ; T 
Ds = ve (D3 + Ps), Po = ue (D3 — Pe): 
Die Koordinatensysteme, die der Beziehung («) geniigen, werden 
als tetraedrale von den kanonischen Systemen unterschieden, bei 
denen die Identitaét (8) erfiillt ist. 

Man vgl. F. Klein, Diss. 1868, abgedruckt Math. Ann. 23 

(1884) 531, und Math. Ann. 2 (1870) 201, 366. 


Kapitel VIII. 


Geometrische Rechnungsarten. 
Von H. Timerding in Stra8burg. 


§ 1. Geometrische Theorie der komplexen Zahlen. 


Da die besonderen Methoden, durch welche die analytischen 
Operationen direkt auf geometrische GréBen ausgedehnt werden, 
im folgenden nicht weiter benutzt werden, kénnen einige all- 
gemein orientierende Bemerkungen iiber sie gentigen. Sie haben 
ihren Ausgangspunkt genommen von der geometrischen Dar- 
stellung der (gemeinen) komplexen Zahlen, die nach einem ersten 
Versuch von Kiihn, Novi Comm. Ac. Petrop. 3 (1753), 170, von 
Wessel (Essai sur la représentation analytique de la direction, 
Paris Mém. 1797) und Argand (Essai sur une maniére de re- 
présenter les quantités imaginaires, 1806) begriindet worden ist 
und gewdhnlich nach GauB8 (vgl. Werke, Bd. 2, 8. 171) be- 
nannt wird. 

Diese Darstellung besteht in Folgendem. Wird in einer 
Ebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem festgelegt und sind 
in diesem x, y die Projektionen einer Strecke AB auf die Ko- 
ordinatenachsen, so weist man der Strecke die komplexe Zahl 
g=x+iy(i=V—1) wu. Der Strecke BA ist dann die kom- 
plexe Zahl — zg zuzuweisen; einer Strecke, die zur x-Achse, der 
reellen Achse, parallel ist, entspricht eine reelle Zahl. 

Es ergibt sich sofort, daB, wenn zwei Strecken AB und A’B’ 
gleich lang und gleich gerichtet sind, ihnen dieselbe komplexe Zahl 
zugeordnet ist. Die Strecken heiBen dann nach Bellavitis dgui- 
pollent (Ann. di Scienze del Regno Lomb. Ven. 5 (1835), 4 (1837), 
Nouv. Ann. (2) 12 (1873), 18 (1874) in franzésischer Uber- 
setzung von Laisant. Vgl. Hotiel, Nuwv. Amn. (2) 8 (1869) 
237, 289, ferner Scheffler, Uber das Verhdltnis der Arithmetik 
zur Geometric 1846, Riecke, Die Rechnung mit Richtungszahlen 
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1856, Hankel, Theorie der komplexen Zahlensysteme 1867, Stolz 
und Gmeiner, Theoret. Arithmetik 1902, XI. Abschnitt). 

Alle Operationen mit komplexen Zahlen lassen sich unmittel- 
bar auf die sie darstellenden Strecken titbertragen, wobei man sich 
jede Strecke nach Belieben, ohne Anderung ihrer Linge und Rich- 
tung, in der Ebene verschiebbar zu denken hat. Die 0 wird durch 
eine Strecke mit zusammenfallenden Endpunkten, also mit ver- 
schwindender Linge und unbestimmter Richtung, reprisentiert. 

Die Summe zweier komplexen Zahlen wird gefunden, indem 
man die sie darstellenden Strecken aneinander legt. Ist die eine 
AB, die andere BC, so ist AC die Strecke, welche die Summe 
AB-+ BC der beiden ersten Strecken und der zugehérigen kom- 
plexen Zahlen darstellt. 

Um die Differenz zweier komplexen Zahlen zu finden, liBt 
man die sie darstellenden Strecken von demselben Punkte A aus- 
gehen. Sind B und C ihre Endpunkte, so wird genommen 


BOC Ae 


welche Gleichung sich direkt auf die zugehdrigen komplexen 
Zahlen tibertragen laBt. 
Die Proportion 
ALB AGB: 
ACCC! 
ist fiir gerichtete Strecken dann und nur dann erfiillt, wenn im 
Sinne der Elementargeometrie 


AABC~AAB'C 


ist. Die vorstehende Gleichung ist gleichbedeutend mit der fol- 
genden: 
AO’. AB=AC-AB.. 

Setzt man fiir die Strecken die zugehdrigen komplexen Zahlen 
ein, so ist unter der angegebenen Voraussetzung diese Gleichung 
bei Annahme der gewdhnlichen Multiphkationsregeln und der 
Relation i? == —1 in der Tat erfiillt, und sie liefert die geo- 
metrische Darstellung der Multiplikation komplexer Zahlen, wenn 
man fiir A’C’ eine Strecke 1, nimlich eine mit der positiven 
x-Achse (der reellen Achse) gleichgerichtete Strecke AH von der 
Linge 1 nimmt. So sieht man, daB die Gleichung 


AB=AC-AD 
erfiillt ist, wenn 


AABC~ AADE. 
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Aus der Multiplikationsgleichung folgt die Divisionsgleichung 
AB: AC=AD 


und ihre geometrische Bedeutung sofort. 

Nennt man 7 die Linge der Strecke AB, welche die Zahl 
¢=a-+ ty darstellt, p den Winkel, welchen sie mit der positiven 
a-Achse bildet, so wird 7 =r cos gy, y=r sing und 


z=a2+iy=re'?; 


r= Va? + y* heiBt der Modul, p die Amplitude der komplexen 
Zahl. Gehdrt zu einer anderen Strecke AC die Zahl 2’ = 7’ e??, 
so wird 
AB 
ae 
Liegen A, B, C in gerader Linie, so ist p —g =0. Das 
Streckenverhdlinis dreier Punkte ist dann und nur dann reell, wenn. 
die drei Punkte in gerader Linie liegen, wnd zwar ist es in dresem 
Falle gleich dem zugehirigen Abstandsverhiltnis. 
Liegen A, B, C nicht in gerader Linie und bildet man fir 
einen weiteren Punkt D analog 


— " gig-9), 


———_ = t(Q.— pr’) 
D6ac 
so wird gy — gy = g, — y, dann und nur dann, wenn die vier 
Punkte A, B, C, D auf einem Kreise liegen. Das Domeluerhiae 
es 
AC ° DC 


von vier Punkten wird dann und nur dann reell, wenn die vier 
Punkte entweder auf einem Kreise oder auf einer Geraden liegen, 
und zwar ist es in diesem Falle gleich dem Doppelverhdlinis der 
zugehirigen Abstinde > : a 
it 

Statt den Strecken einer Ebene kann man die komplexen 
Zahlenwerte auch den Punkten der Ebene zuordnen, indem man 
die darstellenden Strecken alle vom Koordinatenursprung O aus- 
gehen lat und statt jeder Strecke selbst ihren Endpunkt nimmt. 
Punkte, die zu konjugiert komplexen Zahlen z= 2+ iy und 
z= %2—tiy geboren, liegen hierbei symmetrisch zur reellen Achse. 
Man kann weiter auch die Ebene durch eine Kugel ersetzen, auf 
die man die Punkte der Ebene durch stereographische Projektion 
iibertrigt. Sind 4, 6 die geographische Linge und Breite eines — 
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Punktes auf der Kugel und 7, » die Polarkoordinaten des zu- 
gehérigen Punktes in der Ebene, so ist 


gp=i1, r= tang (= > 5) 
zu setzen, und dem Punkte (4, @) auf der Kugel wird sonach die 
komplexe Zahl w + cy, fiir die 


“ 6 
v= tang (= = =) cost, y = tang (= = 5) sin i, 


zugeordnet. 
Setzt man Z= X +7Y als lineare Funktionen von z=a”~+iy 
an in der Form 
Z=azet+), 


wobei @= a, + idg, b= 6b, +%b, konstante komplexe Zahlen 
sind, so wird: 
X= a,% —ay+ by, 


Y=a,xz+ ay + by. 
Diese Gleichungen bedeuten bei der Darstellung der komplexen 
Zahlen durch die Punkte einer Ebene eine Ahmnlichkeitstransforma- 
tion dieser Ebene, durch welche die Punkte z in die Punkte Z 
tibergehen. 
Der allgemeinere Ansatz fir Z= X+iY oder Z=X—iY 


(ae Zi ee ier (by) 4 Zie= wee 


fiihrt zu einer eindeutigen Punkttransformation, bei welcher die 
Punkte eines Kreises (oder einer Geraden) immer wieder in die 
Punkte eines Kreises (oder einer Geraden) tibergehen, mit anderen 
Worten zu einer Kreisverwandtschaft. Bei dieser bleiben wie bei 
einer Ahnlichkeitstransformation die Winkel ungeindert, indem 
irgend zwei Kreise sich unter demselben Winkel schneiden wie 
die ihnen entsprechenden. Bei der Form (a) bleibt auch der 
Sinn des Winkels erhalten, bei der Form (b) wird er umgekehrt. 
In einer der beiden Formen aber liBt sich jede Kreisverwandt- 
schaft darstellen. 


§ 2. Die Quaternionen. Vektoren. Aufere und innere 
Produkte. 

Der Gedanke, die durch die komplexen Zahlen gelieferte 

geometrische Analyse der Ebene auf den Raum zu tibertragen, 

lag sehr nahe. Der Weg, der zu dieser Ubertragung fiihrt, wurde 
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aber lange vergebens gesucht, bis W. R. Hamilton 1843 seine 
Auffindung gelang (Proc. R. Trish Acad. 2 (1844), Philos. Mag. 
(2) 25 (1844) 10). Man kann ihn unmittelbar an die Darstellung 
der gemeinen komplexen Zahlen durch die Streckenverhdiltnisse in 
einer Ebene ankntipfen. Bilden zwei Strecken AB und AC yon 
den Lingen 7, 7” miteinander den Winkel «, so ist die durch das 
Verhiltnis AB: AC dargestellte komplexe Zahl: 


AB soll die Zdhlerstrecke, AC die Nennerstrecke heiBen. Die 0 
wird durch ein Streckenverhaltnis mit verschwindender Ziahler- 
strecke, die 1 durch ein Verhiltnis, bei dem Zahler- und Nenner- 
strecke zusammenfallen, repriisentiert. Ein Streckenverhaltnis hat 
einen rein imaginiren Wert, wenn seine Strecken aufeinander 
senkrecht stehen. Wir wollen es dann der Kiirze halber ein 
normales Streckenverhdlinis nennen. 

Es ergeben sich sofort folgende drei Regeln: 

1. Wenn drei Streckenverhiltnisse die Nennerstrecken ge- 
meinsam haben, wiihrend die Ziblerstrecken sich ohne Anderung 
ihrer Linge und Richtung zu einem Dreiecke von bestimmtem 
Umlaufssinne schlieBen lassen, so ist ihre Swmme gleich 0. 

2. Wenn drei Streckenverhiltnisse aus drei Strecken AB, 
AC, AD in der folgenden Weise gebildet sind: 


AB AC AD 

AC = Ape EAB 
so ist ihr Produkt gleich 1, und es wird das Produkt zweier von 
ihnen gleich dem umgekehrten dritten Verhaltnis. 

3. Ein normales Streckenverhiltnis ergibt mit sich selbst 
multipliziert ein reelles Verhiltnis, das gleich dem negativen Ver- 
haltnis aus den Quadraten der Liingen von Zihler- und Nenner- 
strecke ist, und der umgekehrte Wert eines normalen Strecken- 
verhiltnisses ist gleich dem Negativen desjenigen, das man be- 
kommt, wenn man die Liingen der Strecken durch ihre umgekehrten 
Werte ersetzt. 

Diese Regeln lassen sich nun unmittelbar auf den Raum 
tibertragen, indem man die Forderung, daB die ein Strecken- 
verhiltnis liefernden Strecken AB, AC einer festen Ebene an- 
gehéren sollen, fallen lift, aber nach wie vor die Forderung fest- 
halt, daB ein Streckenverhiltnis seinen Wert nicht andert, wenn 
seine Strecken parallel verschoben oder in ihrer Ebene so gedreht 
werden, da8 der Winkel zwischen ihnen ungeindert bleibt, oder 
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die eine in beliebigem Verhiltnis vergréBert und die andere in 
demselben Verhiltnis verkleinert wird. 

Gem&B& der ersten Regel ergibt sich zunichst, daB man 
ein Streckenverhiltnis mit einer reellen Zahl multipliziert, indem 
man die Linge seiner Zihlerstrecke mit dieser Zahl multipliziert, 
wihrend man ihre Richtwng und die Nennerstrecke vollig un- 
geindert 1iBt. 

Man kann dann weiter alle Streckenverhiltnisse auf vier 
Einheiten zuriickfiihren, von denen eine die durch zwei zusammen- 
fallende Strecken gelieferte Zahleinheit 1 ist und die iibrigen 
drei, ¢, 7, A, durch drei zueinander senkrechte Strecken OX, OY, 
OZ von der Linge 1 in der folgenden Weise gegeben werden: 


OZ >. Ox OMA 


ba onen! soe ais Ox! 
woraus nach der dritten Regel auch folgt: 
eee ON: oe ONS ee OX 
MR? te RE OX i cv 


Dann ist auf Grund der ersten Regel jedes Streckenverhiiltnis in 
der Form darstellbar 


gq=O+ 44 nj +fk, 
wobei @, §, 7, € reelle Zahlen bedeuten. Wegen der Vierzahl der 
Terme hat Hamilton diese Streckenverhiltnisse Quaternionen 
genannt. Die Zahl Vor +b? + y? + €? heiBt der Tensor oder 
absolute Betrag der Quaternion. 

Fallen die Geraden der das Streckenverhiltnis bestimmenden 
Strecken zusammen, so reduziert sich das Verhiltnis auf eine reine 
Zahl @, es ist, wie Hamilton sagt, ein Skalar, und zwar positiv, 
wenn die beiden Strecken gleich, negativ, wenn sie entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Sind die Strecken senkrecht aufeinander, so fehlt in dem 
Streckenverhiltnis das Zahlelied oder der skalare Teil 3. Ha- 
milton spricht dann von einem Vektor. Sind 1, r’ die Lingen 
der beiden Strecken AB, AC, so kann man eine dritte Strecke AD 


B fas : : 
von der Linge ra hinzunehmen, die zu den ersten beiden senk- 


recht und mit ihnen ebenso orientiert ist wie die drei Hinheits- 
strecken OX, OY, OZ, von denen wir annehmen wollen, daB sie 
ein Rechtssystem bilden (d. h. die eine nach rechts, die andere nach 
vorn, die dritte nach oben weist). Die dritte hinzugeftigte Strecke 
kann das normale Streckenverhiltnis oder den Vektor verbildlichen, 
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denn bei einer gemeinsamen Drehung der beiden ersten Strecken 
in ihrer Ebene dndert sich deren Verhiltnis nicht und ebensowenig, 
wenn die Linge der einen in demselben Verhiltnis vergréBert 
wird, in dem man die der anderen verkleinert. Schreibt man den 
Vektor 0 =i +nj+¢k, so sind & m, § die Projektionen der 
ihn darstellenden Strecke auf die Achsen, die die Hinheitsstrecken 
OX, OY, OZ enthalten. 

Aus der dritten Regel folgt sofort fiir die Multiplikation der 
Einheiten 


aus der zweiten 


und weiter 
jk=—-—kj=i, ki=—ik=j, ij=—JjJi=k. 


Jede Quaternion la8t sich als Produkt zweier Vektoren ge- 
winnen. Sind diese 9 = gi +nj7+6k, 0o =£€ity7i+ Ck, 
so wird das Produkt gemi8 der zweiten Regel 


g=o-o =— (6% + yn + 66) 4 Hf — Sit 
+ (68 — ELE) 7 + En — né')k, 


d.h. es wird gewonnen, indem man die Ausdriicke der Vektoren 
wie algebraische Summen multipliziert unter Beachtung der fiir 
die Produkte der Einheiten gegebenen Regeln. Der vorstehende 
Ausdruck 1lai8t sich auch schreiben 


q = — ss’ cos o + ss’ sin 6 (cos Aé + cos uj + cos vk), 


wenn s, s’ die Langen der die Vektoren verbildlichenden Strecken 
sind, o den Winkel, den sie einschlieBen, bedeutet, und A, u, v die 
Richtungswinkel der mit ihnen ein Rechtssystem bildenden Nor- 
malen ihrer Ebene bezeichnen. Insbesondere wird 9? = — s”. 

Den skalaren Teil des vorstehenden Produktes bezeichnet 
Hamilton mit Soo’, sein entgegengesetzter Wert heiBt nach 
GraBmann das innere Produkt der beiden Vektoren und wird 
von ihm [o| 9’] geschrieben (Ausdehnungslehre von 1862, 8. 120, 
Werke, Bd. 17, S.125). Das innere Produkt wird bei der Strecken- 
darstellung der Vektoren gefunden, indem man das Produkt der 
Lingen dieser Strecken miteinander und mit dem Kosinus des 
Winkels zwischen ihnen multipliziert. Es verschwindet, wenn die 
Strecken zueinander senkrecht sind, und andert sich nicht, wenn 
die beiden Faktoren vertauscht werden. 
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Der vektorielle Teil des Quaternionenproduktes, der nach 
Tilgung des skalaren Teils tibrig bleibt, heiBt das Vektorprodukt 
der beiden Vektoren und wird von Hamilton Voo’, jetzt auf 
verschiedene Arten geschrieben. Der Vektor, der es darstellt, steht 
senkrecht auf der Ebene der beiden multiplizierten Vektoren, 
bildet mit ihnen, wenn man sie in der gehdrigen Reihenfolge 
nimmt, ein Rechtssystem und ist an Linge gleich dem Inhalte 
des Parallelogramms, das die beiden Vektoren als zwei Seiten 
bestimmen. 

Dieses Parallelogramm kann aber auch unmittelbar zur Dar- 
stellung des Vektorproduktes benutzt werden, wenn man ihm noch 
einen bestimmten Umlaufssinn gibt. Diesen wihlt man so, dab 
der im Produkt voranstehende Vektor in dem richtigen Sinne 
durchlaufen wird. Von dem Parallelogramme braucht man, um 
dadurch das Vektorprodukt darzustellen, nur festzuhalten: seinen 
Inhalt, seinen Umlaufssinn und die Stellung seiner Ebene. Hine 
solche geometrische GréBe bezeichnete GraBmann (Ausdehnungs- 
lehre von 1844, 8. 48, Werke, Bd. 11, 8. 77) direkt als Parallelo- 
gramm oder Spateck und nannte das dadurch dargestelite Vektor- 
produkt ein dueres Produkt, das .er [go’] schreibt. Das 
Charakteristische des auBeren Produktes ist, daB es bei Ver- 
tauschung der beiden Faktoren sein Vorzeichen wechselt, indem 
der Umlaufssinn des dasselbe darstellenden Parallelogramms sich 
umkehrt, und daB es verschwindet, wenn die zu multiplizierenden 
Vektoren der Richtung nach zusammenfallen. 

Ist ¢g = 0-0 und setzt man q = @ - g, so wird 


g=Sq—Vq 


und heiBt die zu qg konjugierte Quaternion; es ist. ¢- 7 = 0 - Oc. 

Das Produkt dreier Vektoren 9, 0’, Q” kann auf doppelte 
Art gebildet werden, einmal indem man a, 9’ zu einer Quaternion 
vereinigt und diese mit 0” multipliziert, zweitens aber auch, in- 
dem man o mit dem Produkt von 9’ und 9” multipliziert. Beide- 
mal aber ergibt sich dasselbe Resultat. Dieses assoziative Gesetz: 


| (e*e)-e =o: (0 -¢') 
ist eine der wichtigsten Eigenschaften des Quaternionenkalkitls. 
Vgl. dazu u. a. Mobius, Leipe. Ber. 11 (1859) 138, Werke Il 55. 
Das Produkt yon dest Vektoren oe Ei + nf a tke = a) 
t+yrj+ ¢k, e = = §°% + 79 + {ke kann man sonach einfach 


schreiben 9 - 9+”, indem man nach Belieben zuerst die beiden 
ersten oder die beiden letzten Faktoren zu einer Quaternion ver- 
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einigen kann. Zerlegt man das Produkt dann in seinen skalaren 
und vektoriellen Teil, so findet man fiir den ersteren 


SIRT LAF, 
Ss eregs) hee a oa aes, |. 
ee nr” ee 


Diese Zahl bedeutet das Volumen des von den drei Vektoren als 
drei Kanten bestimmten Parallelepipedons, positiv genommen, 
wenn die drei Vektoren in der Reihenfolge, in welcher sie in dem 
Produkt erscheinen, ein Rechtssystem bilden, negativ im entgegen- 
gesetzten Falle. Den so bestimmten Ausdruck sieht GraBmann 
als das duBere Produkt der drei Vektoren an, weil er sein Vor- 
zeichen wechselt, wenn man zwei in ihm nebeneinanderstehende 
Vektoren vertauscht. Er verschwindet, auBer wenn einer der 
Vektoren verschwindet, dann und nur dann, wenn die drei Vek- 
toren in eimer Ebene liegen (bezw. einer Ebene parallel sind). 

Der vektorielle Teil des Quaternionenproduktes wird in der 
Hamiltonschen Schreibweise 


V(o +e +0") =0' + S(o+ 0”) —0- S(e’: 0”) — 0” -S@- 0). 


Er gibt zu keinen weiteren Bemerkungen Anlaf. 
Der Quotient zweier Vektoren ist nach Hamilton definiert 
durch 


wobei, fir Xo = 4+ 774+ Ch, 0? =— G2? + 74+") wird. 

Nach dieser Definition ist der Quotient zweier Vektoren 
identisch mit dem Quotient der die Vektoren verbildlichenden 
Strecken. 

Es lat sich nun zeigen, da’, wenn man zwei Quaternionen 
g=S3+o0, 7 = 8+ 0’ oder 

q—O+bitaitth, @ =e +¥itai+eh 


nach der gewohnlichen Regel fiir die Multiplikation zweier Sammen 
miteinander multipliziert, der entstehende Ausdruck 


Q=¢:-¢ = (OH — EF — nn —66) + (08 + EO 4 nf —En/)E+ 
+ (Oa! — 86 + nO 4 C89 + (OF + En’ — nf + £0)k 


der durch die zweite der vorangestellten Regeln geforderte ist. 
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Das Produkt der zwei Quaternionen 


Se Peon (ee 
q and q 3 
ist gleich 1, denn es wird 
5 ae NE 
Cs. 6 2207 02-0? ote ; 


gq und q heiBen reziproke Quaternionen, und man schreibt q’ = q-'. 

Uber Quaternionen vgl. zuniichst die Originalwerke von 
W. R. Hamilton, Lechures on Quaternions, Dublin 1853, Ele- 
ments of Quaternions (posthum) London 1866, Tait, An elemen- 
tary Treatise on Quaternions, zuerst London 1867, spiter mehrere 
Auflagen (deutsch von Scherff, Leipzig 1880), Hankel, Theorie 
der komplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, Graefe, Theorie der 
Quaternionen, Leipzig 1883. 

Die Quaternionen haben eine besondere arithmetische Be- 
deutung gewonnen durch den von Frobenius, J. f. Math. 84, 
63, gefiihrten Nachweis, da sie die einzige Erweiterung der ge- 
meinen komplexen Zahlen bilden, fiir die sich eine Multiplikation 
mit allen Regeln der gewéhnlichen Zahlenmultiplikation, allein 
ausgenommen das kommutative Gesetz, aufstellen lat. Vel. 
Stolz-Gmeiner, Theoret. Arithmetik, X. Abschnitt. 

Uber Vektoranalysis s. die titbersichtlichen Darstellungen in 
Heaviside, Electromagnetic Theory (1894), Vol. I, p. 132 seq., 
Féppl, Geometrie der Wirbelfelder, 1897, Ferraris, Leziom di 
elettrotecnica, Kap. 1, 1899, Abraham-Féppl, Theorie der Elek- 
trizitdt, Bd. 1, 1907, Gibbs- Wilson, Vector Analysis, 1905, und 
die neueren Lehrbiicher: Gans, Hinfiihrung in die Vektoranalysis, 
1905, Bucherer, Elemente der Vektoranalysis, 2. Aufl., 1905, 
Jahnke, Vorlesungen iiber Vektorenrechnung, 1905 (letzteres mit 
starker Betonung der GraBmannschen Theorie). 


§ 3. Die GraSmannsche Punktrechnung, 


Die Bedeutung GraBmanns fiir die geometrische Operations- 
symbolik liegt in der Ausbildung einer wesentlich von Mobius’ 
»baryzentrischem Calcul beeinfluBten Punktrechnung. Diese 
Punktrechnung trigt im Gegensatz zu der iquiform metrischen 
Hamiltonschen Analyse in ihren Grundlagen einen affin metrischen 
Charakter. 

Sowie man versucht, mit Punkten analog wie mit Zahlen zu 
operieren, stellt sich die Notwendigkeit heraus, den Punkt nicht 

Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl, 11 
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schlechthin als geometrisches Element, sondern mit einem positiven 
oder negativen Zahlfaktor behaftet als Punktgréfe aufzufassen. So 
ergibt sich fiir eine allgemeine PunktgréBe der symbolische Aus- 
druck 

B= mP. 


Hierbei bezeichnet m den Zahlfaktor, P den zugehérigen emfachen 
Punkt, der als Traiger der PunktgréSe auftritt und sich selbst als 
PunktgréBe fir m—1 ergibt. Fiir m — 0 findet man entweder 
eine verschwindende oder eine uneigentliche PunktgréBe, ersteres, 
wenn der zugehérige einfache Punkt als ein im Endlichen ge- 
legener Punkt bestehen bleibt, letzteres, wenn dieser Punkt ins 
Unendliche riickt, d. h. nur als eine Richtung fortbesteht. Die 
PunktgréBe kann dann in der Form 
Ba=u-p 

angesetzt werden, wo p ein Symbol fiir die betr. Richtung und u 
ein neuer Zahlfaktor ist. Diese uneigentlichen Punktgréfen sind 
mit den Vektoren identisch und werden von GraBmann als 
Strecken bezeichnet. Zur Unterscheidung ist es gut, die Punkt- 
groBen, fiir die m einen endlichen, von 0 verschiedenen Wert und 
P eine bestimmte Lage im Endlichen hat, als ezgentliche Punkt- 
gréBen auszuzeichnen. 

Die Summation zweier eigentlichen PunktgréBen m,P, und 
m, P, entspricht, solange m = m, + m, + 0, genau dem Archi- 
medischen Hebelgesetze. Es ergibt sich als Summe eine eigent- 
liche PunktgréBe mP, wobei P der Punkt auf der Verbindungs- 
linie von P, und P, ist, fiir den der GréBe und dem Sinne nach 

EP. Ms 

Pe ae on 


wird. Ist dagegen m, + my = 0, so ist die Summe ein Vektor 
up, dessen Richtung wenn m, > 0, die der Strecke P,P, und 
dessen Zahlwert u = m,- P,P, ist. So laBt sich jeder Vektor AB 
als die Differenz B— A seiner als einfache Punkte behandelten 
Endpunkte auffassen, wenn man die Subtraktion einer PunktgréBe 
durch die Addition der enigegengesetzten PunktgréBe (mit dem- 
selben Traiger und entgegengesetzt gleichen Zahlfaktor) definiert. 

Nimmt man vier einfache Punkte A,, A,, A;, A,, welche 
die Ecken eines Grundtctraeders bilden, beliebig an, so la&t sich 
jede Punktgré8e in der Form darstellen 


B= 2,4, + A, + tA, + 4, A,, 
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sie wird zum einfachen Punkt P, wenn 
Ly + %y + % + x, = 1 


ist. Die Zahlfaktoren %,, 2, %,, x, sind Moebius’ baryzentrische 
Koordinaten. 

Statt der Punkte A,, A,;, A, kann man die Vektoren ec, = 
A, — A,, & =A; — A,, e, = Ay— A, einfithren und findet 
dann fiir einen einfachen Punkt die (inhomogene) Darstellung 


P=A, + ve, + ye + 265, 


wenn man 4%, y, 2 fiir 2%, %3, x, schreibt. a, y, 2 sind die ge- 
wohnlichen affinen (cartesischen) Koordinaten des Punktes, wenn 
fiir die Einheitsstrecken auf den Koordinatenachsen die Tetraeder- 
kanten A,A,, A,A;, A,A, genommen werden. 

Sind P, Q zwei Punkte, so wird jede PunktgréBe, die der 
Geraden PQ angehért, von der Form AP + uQ. Sind P, Q, Rk 
drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, so wird jede Punkt- 
groBe, die der Ebene PQ RF angehort, von der Form AP+uQ+vR. 

Das wesentliche Hilfsmittel ftir die Raumanalyse ist bei 
Gra8mann nun die Bildung der duferen Produkte von Punkt- 
gréBen. Fiir diese Produkte gilt allgemein die Regel, daB sie ihr 
Vorzeichen (ihren Sinn) wechseln, wenn in ihnen zwei neben- 
einanderstehende Faktoren vertauscht werden, und verschwinden, 
sowie in ihnen zwei gleiche Faktoren vorkommen, ferner gilt ftir 
sie stets das assoziative Gesetz [a(bc) = (ab)c]. Wir wollen die 
Produktbildungen hier auf einfache Punkte beschriinken, die Aus- 
dehnung auf beliebige PunktgréBen gibt keine wesentliche Er- 
weiterung. 

Das Produkt zweier Punkte P, Q ist der Linienteil (oder 
die LiniengréBe) [PQ], d.h. eine Strecke von bestimmter Linge 
und bestimmtem Richtungssinn auf einer bestimmten geraden 
Linie, so daB das Produkt zweier Punkte sich nicht andert, wenn 
man die beiden Punkte in der Richtung ihrer Verbindungslinie 
um dieselbe Strecke verschiebt. 

Das Produkt dreier Punkte P, Q, R ist der Ebenenteil (oder 
die Ebenengrife) [PQR], d.h. eine Flache von bestimmtem In- 
halt und bestimmtem Umlaufssinn in einer bestimmten Ebene. 
Das Produkt dreier Punkte dndert sich demnach nicht, wenn man 
die Punkte in ihrer Verbindungsebene derart verschiebt, daf der 
Inhalt des Dreiecks, das sie bilden, und der Umlaufssinn, den sie 
durch ihre Reihenfolge an demselben bestimmen, sich nicht andert. 

ial 
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Das Produkt von vier Punkten P, Q, R, S ist der Raumteil 
{| PQRS], d. hb. ein Korper von bestimmtem Volumen und be- 
stimmtem Umkreisungssinn in seiner Oberfliche. Das Volumen 
ist bestimmt durch das Tetraeder PYRS, der Umkreisungssinn 
durch die Reihenfolge der Ecken PQ FR. 

Die Verwendung der Ausdriicke Linge, Fliche, Volumen 
kann den Anschein erwecken, als handelte es sich hier um Kon- 
gruenzbestimmungen und nicht um affine Beziehungen. Man er- 
kennt aber sofort, da% in Wirklichkeit nur Langen auf derselben 
Geraden und Flichen in derselben Ebene verglichen werden, und 
diese Vergleichung gehdrt in das Gebiet der affinen Geometrie. 
Bei den Raumteilen handelt es sich um die Vergleichung des ver- 
ainderlichen Volumens mit einem festen Volumen, fiir das man 
zweckmiBig das Volumen des Grundtetraeders wihlt, und auch 
diese Vergleichung gehért in die affine Geometrie. Sind die vier 
Punkte in der Form gegeben: 

P=2¢ A, QO= imA, R= 22/4, Sa 2p 

(¢ =1, 2, 3, 4), 
so findet man fiir das in Rede stehende Volumenverhiltnis: 


| Ly Ls Xs V4 
| , r , , 
[Peeks] — |% Xg Xs oi 
[.A, A, Ti A,] | 00” 9” ats ar” 
| wt aur e ‘tr wer 
| Ly Ly Ls XL, 


Fiihrt man in gleicher Weise das Produkt [PQ] nach der 
gewohnlichen Regel fiir die algebraische Multiplikation zweier 
Summen aus, indem man hier bedenkt, daB [A;A,] = — [A,4,] 
und [A,;A,] = 0 wird, so ergibt sich 

[PQ] = Sp,[4jA,]  & #= 3,2, 8,4, 249. 
Dabei ist = 
Dig = U;Dy — D0; 
und 1a8t sich gemiB der obigen Formel deuten als Volumen- 
verhiltnis, so daB z. B. 
pp — EAPOA)  _ [PA 4G 
(4, 4, 45.44)’ 4 [4, 4, 4, AQ] 
wird. Analog wird das Produkt 
[PQR] = u,[4_45 Ay] — uy [A, A344] + vg LA A, A,| 
— u4[ A, A, Ag], 
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wobei die w als die Determinanten der Matrix 


Hy Xe, Hs Hy 
, ’ , , 
Wy Le Le a, 
mr wt mu” wr 
Hy Xs a3 Uy 


auftreten und sich auch als Volumenverhiltnisse in folgender Weise 
festlegen lassen: 


wu — lA POR] | _ [4 POR] | _ [4 POR] 
y [A; A, Ay A,]" Ay [-A, A, A, A,]’ e [A, A, A, A,]’ 
[4,P QR] 


“4 [A, Ay A, A,]| 

Die p;, sind die homogenen Koordinaten der geraden Linie PQ, 
die u, die homogenen Koordinaten der Ebene PQR, so wie sie 
sich auf Grund der Mébiusschen Punktkoordinaten ergeben. 
Aus dem Vorstehenden ergibt sich die folgende iibereinstimmende 
Definition aller dieser Koordinaten: Nimmt man das Volumen des 
Grundtetraeders als die Volumeneinheit an, so werden die Koordi- 
naten eines Punktes P gegeben durch die (mit bestimmten Vorzeichen 
genommenen) Volumina der Tetracder, welche dieser Punkt P mit 
je drei Ecken des Grundtetraeders zusammen bestimmt, die Koordi- 
naten emer Geraden PQ werden gegeben durch die Volumina der 
Tetraeder, welche P, Q mit je zwei Ecken des Grundtetracders be- 
stimmen, und die Koordinaten einer Ebene durch die Volumina der 
Tetraeder, welche P, Q, R mit je eincr Ecke des Grundtetraeders 
bestimmen. 

Durch Multiplikation mit einer Zahl geht jede der betrach- 
teten geometrischen Gréfen in eine gleichartige iiber, deren Trager 
(Punkt, Gerade, Ebene, Raum) derselbe ist. 

Auf Grund des distributiven Gesetzes der iiuBeren Multi- 
plikation, das sich in der Formel [a(b + ¢)] = [ab] + [ac] aus- 
spricht, ergibt sich, daB ein tiuBeres Produkt nicht nur dann ver- 
schwindet, wenn zwei seiner Faktoren gleich sind, sondern auch, 
wenn ein Faktor durch lineare Kombination (insbesondere durch 
Addition oder Subtraktion) aus den iibrigen entsteht. 

Das Produkt zweier Punkte [PQ] verschwindet nur dann, 
wenn die beiden Punkte zusammenfallen, das Produkt dreier 
Punkte [PQ], wenn sie in gerader Linie liegen, das Produkt 
von vier Punkten [PQ RS], wenn sie in einer Ebene liegen. 

Die Summe 2+ 2 zweier Ebenenteile 7, w ist immer 
wieder ein Ebenenteil. Alle Ebenenteile, die von der Form 
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Aw + i'n’ sind, gehdren den Ebenen eines Biischels an; alle 
Ebenenteile, welche die Form 4m + A’ + 4x” haben, gehdren 
den Ebenen eines Biindels an. 

Die Summe zweier Linienteile [PQ] und [RS] ist nur dann 
wieder ein Linienteil, wenn [PQRS] =O ist. Die Summe be- 
liebig vieler Linienteile 148t sich aber immer auf die Summe von 
héchstens zwei Linienteilen zuriickfiihren. Die Summen von 
Linienteilen finden ihre mechanische Deutung in der Vereinigung 
der Krafte am starren Kérper, sie sind auch fiir die Theorie des 
Nullsystems (s. S. 125) von groBer Bedeutung, indem die Linien 
zweier (windschiefen) Linienteile, welche dieselbe Summe ergeben, 
immer reziproke Polaren eines bestimmten Nullsystems sind. 

Auf die Erginzungen, welche die vorstehenden Sitze er- 
fordern, wenn man auch die uneigentlichen PunktgréBen in Be- 
tracht zieht, wollen wir nicht weiter eingehen. 

Fiir die Gra8mannsche Theorie vgl. man aufer den bereits 
zitierten Hauptwerken die Preisschrift Geometrische Analyse usw., 
Leipzig 1847, Werke I', S. 321, und die im zweiten Bande der 
gesammelten Werke vereinigten Abhandlungen, insbesondere die 
aus Journ. f. Math. 49 (1855) 10 (Werke Il, 8. 145.) 

Fiir das Verhaltnis von GraBmanns Lehre zu den Unter- 
suchungen von Mébius ist lehrreich die nachgelassene Arbeit 
des letzteren in seinen Werken IV, 8. 663. 

Eine Darstellung der Graf mannschen Ausdehnungslehre 
haben gegeben: V. Schlegel, System der Raumlehre, Leipzig 
1875, und Grabmanns Leben und Werke, Leipzig 1878, Peano, 
Calcolo geometrico secondo lAusdehnungslehre di H. GraBmann, 
Torino 1888, Deutscher Auszug von Schepp, Leipzig 1891, 
Kraft, Abrif des geometrischen Kalkuls, Leipzig 1893. 

Als eine Fortfiihrung der Hamiltonschen Quaternionen 
lassen sich in gewissem Sinne die Biquaternionen von Clifford 
(Proc. Lond. M. Soc. 4 (1873), 381, Math. papers p. 181) an- 
sehen. Der Weg, der zu diesen gefiihrt hat, miindet aus in den 
Untersuchungen von Study, die in dessen Geometrie der Dymamen 
(1903) ihre zusammenfassende Darstellung gefunden haben. Das 
Charakteristische an Cliffords Forschung ist der Ubergang zur 
nichteuklidischen (elliptischen) Geometrie, aus dieser heraus sind 
auch die Studyschen Arbeiten zu verstehen, er hat aber seine 
Resultate nachher auf den gewéhnlichen Raum iibertragen. Es 
handelt sich darum, mehrere einfache Raumelemente (Punkte, 
Gerade, Ebenen) zu einem hdheren Raumelemente zusammen- 
zufassen und auch auf diese héheren Raumelemente den Begriff 
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der Summation zu iibertragen. So erscheint der Inbegriff zweier 
Ebenen als Keil, eine Ebene und ein in ihr liegender Punkt als 
Quirl usw. Hine Gerade von bestimmtem Richtungssinn und ein 
auf ihr liegender Punkt als primitives Raumelement haben schon 
in der Lieschen Theorie der Bertihrungstransformationen eine 
groBe Rolle gespielt. 
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Die gemeinen komplexen Zahlen y=a-+ 7 lassen sich 
nicht bloB durch die Punkte einer Ebene darstellen, sie lassen 
sich auch durch die Ahnlichkeitstransformationen um den Ur- 
sprung O 

a =ax—By, y =Ba+ay 


reprisentieren, deren VergréBerungsverhaltnis der Modul, deren 
Drehungswinkel die Amplitude der komplexen Zahl ist, und die 
fir ¢ = «2 +iy’, ¢=a4-+ iy in der einfachen Form dargestellt 
werden: 

g= ye. 
Das Produkt zweier komplexer Zahlen wird dann durch die Auf- 
einanderfolge der zugehérigen Transformationen gegeben. 

Die komplexen Zahlen lassen sich aber auch zu einer be- 
stimmten Gruppe von Kreisverwandtschaften in einfache Beziehung 
bringen. Ist «+46 die komplexe Zahl, so wird die zugehérige 
Kreisverwandtschaft durch die Gleichung dargestellt: 

Ae 4p 
Piss Beta’ 


In der Tat ergibt sich, wenn man eine neue gleichgeartete Kreis- 
verwandtschaft hinzunimmt: 


Pe hg ad 
a ne ap’ o a a 5] 


fiir die aus diesen beiden zusammengesetzte Transformation: 


mw __ (oe — BB)2 + 4 (0B + Ba) 
t(ce’ B+ BF x) 2 + (a oe — B’f)’ 
also eine Kreisverwandtschaft von derselben Art, die durch die 
Gleichung 


w a2 + ip” 


& a ap e+ oe” 
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dargestellt wird, wenn man 
a” + ip” = (a + ip)(o' + if’) 

setzt. Die so resultierende Verwandtschaft bezeichnet man als 
das Produkt der beiden gegebenen. Dieses Produkt ist von der 
Reihenfolge, in der die Transformationen angewandt werden, 
unabhingig. Die zur Verwendung kommenden Transformationen 
sind vertauschbar und bilden eine Gruppe vertauschbarer Trans- 
formationen oder eine Abelsche Gruppe. Sie sind ferner dadurch 
charakterisiert, daB sie zwei auf der reellen Achse im Abstand 1 
vom Nullpunkte O liegende Punkte (¢ = 1 und z= —1) un- 
geandert lassen. 

Betrachtet man nun die allgemeinere Gruppe von Kreis- 
verwandtschaften, die durch Gleichungen von der Form 


7 F4+1)2+ tn +78) 
6G =A a a 88) 
dargestellt werden, so ergibt sich, wenn wir eine neue Trans- 
formation derselben Art hinzunehmen, nimlich 
gee (OF + 18) 2 +47 +78) 
iy —é0)e + (# —%8)’ 
fiir das Produkt der beiden Transformationen: 
vias (O" + 48")2 + tn" +728") 
iG” 802-4 0" 18")? 
indem wir #”, &’, 7”, €” durch das Quaternionenprodukt 
(9 + eG + n 9 + £"k) = 
= (9+ + nj + Ch)(% + 8i+ Vj + ER 
definieren. Dieser interessante Zusammenhang zwischen den 
Quaternionen und linearen Transformationen im biniren Gebiet 
ist von Cayley aufgedeckt worden. S. Math. Ann. 15 (1879) 
238, 16 (1880) 260, 439, Papers X 153, XI 237, Mess. of Math. 
14 (1885) 108, Papers XII, 300, und das von Cayley her- 
rtihrende Kap. VI in Taits Treatise on Quaternions 1890. 
Nimmt man statt der Darstellung der komplexen Zahlwerte 


durch die Punkte einer Ebene die analoge Darstellung auf der 
Kugel, so bedeutet die Transformation (8), falls 


PL E+ tea 


ist, eine einfache Drehung der Kugel um einen ihrer Durchmesser, 
dessen Endpunkte den Werten 
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E+ V1i—# F 
7 ft +i 


entsprechen. Der Drehungswinkel o ist dabei durch die einfache 
Gleichung 


do = sin 4 
bestimmt. 
Diese Deutung der Quaternionen legt es nahe, eine lineare 
Transformation 
—, BS + A» 
Ay, & + yy’ 
oder homogen geschrieben 
y= yy ® + yg %y, By = Ay, + Aye , 
direkt als Gegenstand einer analytischen Operationssymbolik an- 
zusehen und sie einfach in der folgenden Weise zu charakterisieren: 


a. a 
Adee t2 
A= ( ) ‘ 
As, Age 


Sie wird dann als eine Matrix bezeichnet, und fiir die Multipli- 
kation der Matrices ergibt sich die Regel 


ep s a (Ge be) az oe + Ayo bo1 41042 + Aye = f 
Aa, Age) \be, Age Ag Dy, F gg bg Mgy Oy2 + Age Dee 


Die Variablensysteme selbst lassen sich durch die Matrices 


oC tm oC) 


reprasentieren, und die Transformationsgleichungen schreiben sich 
dann einfach 
(y) = AQ). 


Die Multiplikationsregel der Matrices erinnert an die Multiplikation 
der Determinanten. Schreibt man 


a a 
| 11 12 | = | A IF 

| 49,  Ag9 | 
und nennt man diese Determinante den Modul der Matrix A, so 
ergibt sich aus der Gleichung 

|AB|=|A|-|B| 
sofort der Satz: Der Modul des Produktes zweier Matrices ist das 
Produkt aus den Modulen der einzgelnen Matrices. 
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Das Rechnen mit Matrices 148t sich auf solche mit beliebig 
vielen Zeilen und Spalten tibertragen. Fiir die Geometrie kommen 
gunichst nur die mit drei und vier Zeilen in Betracht, welche 
sich ebenso auf die projektiven Transformationen der Grundgebilde 
zweiter und dritter Stufe beziehen wie die zweizeiligen auf die 
Projektivititen in den Grundgebilden erster Stufe. Wir wollen 
uns der Kiirze und Bequemlichkeit halber auf die dreizeiligen 
Matrices beschranken. 

Eine dreizeilige Matrix 


Big 2 | 1A 13 

A=] Gg, gq Ags 

M31 M32 Ags 
begriindet eine lineare Transformation 
(y) = A(z) 


im terniren Gebiet. Mit jeder solchen Transformation ist eine 


andere 
(u) = Av) 


fiir die zu x,, y, kontragredienten Variabeln w,, v,, deren Zusammen- 
hang durch die Identitat 
Uy By TP Ug %y TP Uz %y = VY, TP VQYq + U3Ys 

definiert ist, verbunden. A’ unterscheidet sich von A nur da- 
durch, daB Zeilen und Spalten vertauscht sind, und heiBt die 
Transponierte von A. 

Fir die Zusammensetzung zweier Transformationen, d.h. das 
Produkt der zugehérigen Matrices ergibt sich jetzt die Regel: 


GM, Ag Ag Bi, Dyn Oy 
ey Age Gag | | 0, dag Dag | = 
M31 sg Azg bs, B39 D3 


1 Oy, Fy 2 09y F443 031 M41 Oyg FAQ Dag + M43 039 O41 O43 + 449 993 + Gy dg 
Ags Dyy + Algg Day + ng 034 ny Dyg + Gag Daa Meg Dsg gy 043 + Ago Dag + Ay3 dg 
Asy Dy + gy Boy 3305, gy Oya + gg Dag + gg Dao gy Dy3 + gg Dog + Agg dg 


Unter allen Matrices ist die wneigentliche Matrix, deren simt- 
liche Elemente 0 sind und die mit O bezeichnet werden mag, und 
die Matrix, fiir welche die Elemente in-der Hauptdiagonale (a,,, 
G9, M3) gleich 1, alle anderen gleich 0 sind, besonders aus- 
gezeichnet. Die zur letzteren gehdrige Transformation ist die 
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Identitat, die Matrix selbst mag, da sie die Rolle der Einheit 
spielt, mit H bezeichnet werden. Bei Multiplikation mit E bleibt 
jede Matrix ungeiindert, und es ist H#“ = E. Eine Matrix mit 
nicht verschwindendem Modul ergibt, mit einer anderen multipli- 
ziert, nur dann die Matrix 0, wenn der zweite Faktor selbst die 
Matrix O ist. Ist nun das Produkt zweier Matrices mit nicht 
verschwindenden Moduln A-B=E und damit auch B-A=E, 
so heiBt B die Inverse von A und wird geschrieben 


Ba AT* 
Ist (y) = A(x), so wird 
(x) = A~*(y). 
Die Inverse wird also durch die Umkehrung der urspriinglichen 
Transformation geliefert. 


Die Transponierte der Inversen ist die Inverse der Trans- 
ponierten, und aus AB = C folgt 


Ait Bo). BieevA S10. 1C=* == Blt ARS 
Zwei Matrices A, B hei®en wie die zugehérigen Transformationen 
vertauschbar, wenn 4-B=B-A ist. Dann ist auch A-!-B-1= 
B-!-A7}: die Inversen vertauschbarer Matrices (und ebenso ihre 
Transponierten) sind wieder vertauschbar. 

Wendet ‘man auf die Variabeln in der Transformations- 
gleichung (y) = A(z) eine und dieselbe Transformation an, in- 
dem man setzt 

(y)=7(), (@) = 76), 
so ergibt sich 7'(n) = AZ(&) oder 
(1) = T-*ATE), 


(€) = T-*A-*T(m) 
wird. Die zueinander inversen Matrices 
A,= T-1AT und Apt = GSU A ae 


heiBen die Transformierten von A und der Inversen A~? durch T. 

Aus AB=C folgt sofort A,B,=C_: die Transformierte des Pro- 

duktes ist das Produkt aus den Transformierten der Faktoren. 
Die Swmme zweier Matrices wird definiert durch die Gleichung 


Gy W2 Us by Oye | Ay, +04, MH + Bip M3 + Os 


wihrend umgekehrt 


As, Ago Gag | +) bo, Dog ba3 J=] Ger + O21 M22 + Dye des + dog 
M31 A32 O33 bs O32 O33 As, + D3; zg +032 agg + Dg, 
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Dementsprechend wird, wenn m eine beliebige Zahl bedeutet, 
/ \ / 
M1 Ayo Ng MA, MA, MA 
G33 M32 Ass, Mas; Mas, Mass 


gesetzt. Von allen Matrices, welche sich aus u gegebenen <A,, 
A,,... A, linear zusammensetzen in der Form 


m,A, + m,A,+-+>+ m,A,, 


und ebenso von den zugehérigen Transformationen sagt man, daB 
sie ein lineares System (u — 1)** Stufe bilden. 

Die Summen der Matrices befolgen die gewdhnlichen Rechen- 
regeln der Addition. Fiir die Verbindung von Addition und Multi- 
plikation gilt das distributive Gesetz, das sich in der Formel aus- 
spricht: 

A(B+C0)=AB+ AC. 


Zwischen irgend 10 Matrices (bei m-reihigen Matrices n? + 1) 
besteht immer eine homogene lineare Relation, d.h. eine der 
Matrices 1iBt sich aus den iibrigen linear zusammensetzen. Aus 
einer vorgelegten Matrix A kann man die Matrices ableiten 


mE +m,A + mA? +-++-+ m AK. 


Hierbei aber ergibt sich fiir u die obere Grenze 2 (allgemein 
nm — 1), indem jede héhere Potenz auf Grund einer Relation 


A’ = — g, A? — 9,A — gE, 
aus der auch ftir u > 3 
INE —g,A¥-1 —g,A"—* -— g,A"-8 


folgt, auf niedrigere Potenzen zuriickgefiihrt werden kann. Jede 
dreireihige Matrix gentigt so einer symbolischen Gleichung 


A’ + 7,4" + A+ 9H =0, 


die von Hamilton entdeckt ist. Die Bedeutung der Koeffizienten 
94> Jo, Gz ist die, daB sie gleichzeitig die Koeffizienten in der 
Gleichung dritten Grades 


§ 4. Theorie der Matrices. Hef) 


sind, die sonach ausgeschrieben lautet 


+ ge + gz +9, = 0. 

Anderseits kann man, wenn ¢,, 2, 2, die Wurzeln dieser 
Gleichung bezeichnen, die symbolische Gleichung, der die Matrix 
gentigt, auch in der Form schreiben: 

(A —4,E)(A—2,F)(A—2,F£) =0. 

Die Theorie der Matrices ist begriindet worden durch Cayley, 
Philos. Trans. 148 (1858) 17, Papers IL 475. Sie ist in origi- 
neller Weise ausgefiihrt von Frobenius, J. f. Math. 84 (1878) 1, 
und von Sylvester zu einer ,,universellen Algebra“ systematisch 
ausgebildet: Sylvester, Am. J. of Math. 6 (1884) 270; Taber, 
ibid. 12 (1890) 337 (hier 8. 352 ff. eine Skizze der Geschichte 
dieser Theorie). Vgl. auch das neue Lehrbuch von Whitehead, 
A Treatise on universal Algebra, 1900. 


Kapitel IX. 
Topologie. 
Von M. Dehn in Minster i. W. 


§ 1. Hinleitung. 


1. Begriff der Topologie. Die ,,Topologie* (Listing) 
oder Analysis situs (Leibniz, Euler) beschiftigt sich mit der 
Anordnung raéumlich ausgedehnter Gebilde. Sie wird neuerdings 
in zwei nach Methode und Inhalt ganz verschiedene Teile zerfallt. 
Der erste davon gehért der sogenannten Prizisionsmathematik 
an. Hier werden die Fragen behandelt: Wann stellt eine Menge 
von Zahlen, Zahlenpaaren, Zahlentripeln usw. auf der geraden 
Linie, in der Ebene oder im Raume Strecken, Kurvenstiicke, ge- 
schlossene Kurven, geschlossene oder berandete, ein- oder zwei- 
seitige Flachen usw. dar? Dieser Teil soll hier nicht niher be- 
handelt werden. Als Literatur sei angefiihrt: Schénflies, Die 
Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltighkeiten (Math. 
Ver.) I, 1900, II 1908. 

Der andere Teil, die eigentliche Topologie, liefert zunachst 
die Grundlagen fiir die vorigen Untersuchungen, indem diejenigen 
Eigenschaften der Reihe nach aufgestellt werden, die jene Gebilde 
und ihre mehrdimensionalen Analoga charakterisieren. Sodann aber 
behandelt diese Topologie die Eigenschaften der Gebilde, die ihre 
Zusammensetzung aus Punkten, Kurven, Flichen usw. zur Folge hat. 

2. Axiome. Der Betrachtung zugrunde liegt das folgende 
System von Postulaten (vgl. Math. Enz., Bd. III, 8. 168): 

I. Emistentialaxiome. 
a) Es gibt unbegrenet viele Punkte. 
b) Linienstiicke (Strecken), Flichen- und Raumstiicke sind Punkt- 
mengen. 
c) Zu je zwei Punkten gibt es beliebig viele von diesen Punkten 
begrenzte Linienstiicke (Strecken), die sonst keine gemeinsamen 
Punkte haben. 
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d) Zu je zwei Linienstiicken mit gemeinsamen Grenzpunkten, 
sonst aber ohne gemeinsame Punkte, gibt es beliebig viele von 
diesen zwei Limien begrenzte Fldchenstiicke ohne sonstige ge- 
memsame Punkte. 

7) Zu je zwei F lichenstiicken, die durch dieselben beiden Linien 
begrenat werden und sonst keine gemeinsamen Punkte haben, 
gibt es ein und nur ein von ihnen begrenztes Raumstiich. 

IL. Zerlegungsaxiome. 

a) 1. Jedes Linicnstiick mit den Grenzpunkten P, und P,' ist 
gleich der Gesamtheit von zwet Linienstiicken, die eimen 
gemeinsamen Punkt Qo haben und durch die Punkte P, 
und Qo resp. durch Q) und Py” begrenzt werden. 

2. Jedes Flichenstiick mit den Grenzstrecken 8,’ und 8," ist 
gleich der Gesamtheit von zwei Fldchenstiicken, die blog 
eme Strecke T', gemeinsam haben, und von 8,’ und T,, 
resp. von T, und 8,” begrenzt werden. 

3. Jedes Raumstiick mit den Grenzfldchen 8,’ und 8," ist 
gleich der Gesamtheit von zwei Raumstiicken, die bloB eine 
Fldche T, gemeinsam haben und von 8, und Ty, resp. 
T, und 8," begrenet werden. 

Ein Linienstiick S,, ein Flachenstiick S, oder ein Raum- 
stiick S, geht durch derartige beliebig oft wiederholte Zerlegungen 
tiber in ein Gebilde, das wir als elementare ein-, zwei- resp. drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit H,, HE, resp. HK, oder auch als 
Streckenzug, Elementarflichenstiick resp. Elementarraumstiick be- 
zeichnen wollen. 

b) Gegeben sei irgendwie eine endliche Anzahl von Punkten, 
Strecken, Fldchen und Rawmstiicken. Dann kann man et 
Raumstiick S, so finden, dap jedes emzelne dieser Elemente 
eim imneres Element einer aus S; durch Zerlegung nach 
II a) 1., 2., 3. entstehenden E, ist. Man kann fiir alle Ele- 
mente eine solche E, finden, wenn zwei Linien des gegebenen 
Systems nur eine endliche Anzahl von isolierten Punkten, 
zwei Flichen eine endliche Anzahl von isolierten Punkten und 
Strecken, zwei Raumstiicke nur eine endliche Anzahl von iso- 
lierten Punkten, Strecken und Fldchen gemeinsam haben. 

3. Literatur. Aus der Fiille der topologischen Abhand- 
lungen seien als besonders ergiebige Quellen hervorgehoben: 
Listing, Vorstudien zur Topologic (1847) und Census réum- 
licher Complexe (1862), Riemann, Dissertation (1851) und Abel- 
sche Funktionen (J. f. Math. (1857)), Werke, S. 88; Mébius, 
Zeipze. Ber. 15 (1863), Werke 2, 435, C. Jordan, J. d. Math. 
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(2) 11 (1866), Dyck, Math. Ann. 32 (1888), Poincare, J. ée. 
polyt. (2) 1 (1895), Palermo Rend. 18 (1899) und ebenda 18 
(1904), Lond. Math. Soc. 32 (1900). Man vgl. fiir alles Folgende 
auch den zusammenfassenden und systematisch erginzenden Artikel 
Math. Enzyklopddie, Bd. W1 1, §. 153 (zitiert als »Enzykl.“). 

4, Einteilung der Topologie. Man kann in der Topologie 
verschiedene Gebiete auBerhalb des die Grundlagen betreffenden 
‘Teiles unterscheiden, nimlich: 

I. Complexus. Man labt die verschiedenen Elemente (Punkte, 
Strecken, Flachenstticke), aus denen das zu betrachtende Gebilde 
zusammengesetzt ist, unzerlegt und untersucht so z. B. die Be- 
ziehungen zwischen den Anzahlen der Punkte (Ecken), Strecken 
(Kanten) und Flichenstiicken, die eine geschlossene Flache bilden 
(Eulerscher Polyedersatz). 

Il. Nexus. Man gestattet beliebige Zerlegungen der Elemente 
und behandelt als wichtigstes Problem die Frage nach den bei 
solchen Zerlegungen unverindert bleibenden topologischen Be- 
ziehungen, die man etwa Zerlegungsinvarianten nennen kann, 
oder was auf dasselbe herauskommt, man fragt nach den Be- 
dingungen, wann zwei gegebene Gebilde durch Zerlegung zu 
identisch zusammengesetzten (isomorphen) gemacht werden kénnen, 
d.i., wann sie gleich-zusammenhdngend sind; daher der Name 
Nexus“ (Zusammenhang). Zwei solche Gebilde werden im An- 
schlu8 an Poincaré homdomorph genannt. Mébius brauchte die 
Bezeichnung ,,elementarverwandt“. 

Ill. Connexus. Man betrachtet Gebilde, die Teile von an- 
deren Gebilden sind, und fiihrt gewisse besonders einfache Trans- 
formationen der ersteren Gebilde innerhalb der letzteren ein, z. B. 
die stetigen Transformationen einer Fliche im gewéhnlichen Raume. 
Man untersucht dann etwa, welche Flichen bei solehen Trans- 
formationen ineinander..tibergehen kénnen. Besonders wichtig ist 
die Frage nach den Raumkurven, die aus einer gegebenen Raum- 
kurve durch stetige Transformation des ganzen Raumes hervor- 
gehen kinnen (Knotenproblem). Fir eine streng systematische 
Untersuchung ist vor Inangriffnahme solcher Probleme der Be- 
sriff ,,stetige Transformation“ topologisch zu definieren (Enzylil. 
8. 164). 

Die stetigen Transformationen des Raumes und im Raume 
bildeten frither den Ausgangspunkt fiir die Beschreibung der Ziele 
der Topologie: die Topologie untersuchte die Invarianten der réum- 
lichen Gebilde gegeniiber jenen Transformationen. Nach der hier ver- 
tretenen Auffassung werden die Gebilde zunichst unabhingig von 
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ihrer Darstellung im gewéhnlichen Raume betrachtet und bloB 
durch ihre Zusammensetzung aus den Elementen definiert. A pos- 
teriori ergeben sich dann, wie unmittelbar ersichtlich, die In- 
varianten des ,,Nexus“ als Invarianten der stetigen Raumtrans- 
formationen und, durch weitere Uberlegungen, in besonders wich- 
tigen Fallen als die einzigen solchen Invarianten (s. S. 187). 


§ 2. Complexus. 


5. Einteilung der Komplexe. THine Gesamtheit von 
_ Strecken der Art, da8 je zwei von ihnen zu einem aus Strecken 
der Gesamtheit gebildeten Streckenzug gehéren, heiBt Strecken- 
komplex, Liniensystem oder eindimensionaler Komplex C,. Die 
Punkte, die die verschiedenen Strecken begrenzen, heiBen kurz- 
weg die Punkte des Komplexes. Hine Gesamtheit von Flichen- 
stticken von der Art, daB die begrenzenden Strecken einen 
Streckenkomplex bilden (hierdurch wird das Zusammenhingen der 
Flichenstiicke garantiert), heiBt F'ldchenkomplex oder zweidimensio- 
naler Komplex C,. Die Strecken und Punkte, die zur Begrenzung 
der Flachenstiicke gehdren, heiBen kurz Strecken wnd Punkte 
des Cy. 

Unter der Komplexen nehmen eine ausgezeichnete Stellung 
ein die Mannigfaltigheiten: Die eindimensionalen geschlossenen 
Mannigfaltigkeiten sind die geschlossenen Kurven, bei denen an 
jedem Punkt gerade zwei Strecken hingen, die ungeschlossenen 
entstehen aus den geschlossenen durch Weglassung einer Strecke 
und sind also Streckenziige oder Kurvenstiicke. Hindimensionale 
Mannigfaltigkeiten mégen mit IM, bezeichnet werden, ebenso die 
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten mit M,. Kine solche M,, 
die wir auch kurz als F'ldche bezeichnen, wird, wenn sie ge- 
schlossen ist, durch die Higenschaft charakterisiert, da an jeder 
Strecke gerade zwei Flichenstiicke hingen und da an jedem 
Punkt eine und nur eine Gruppe von Flachen hangt, die sich 
liickenlos aneinander schlieBen. Die ungeschlossene, berandete 

_ Flache entsteht hieraus durch Weglassung einer Reihe von Flachen- 
 stiicken. Analog lassen sich drei- und mehrdimensionale Kom- 
- plexe und Mannigfaltigkeiten erkliren (s. Enzykl. 8. 161 ff.). 

| 6. Streckenkomplexe. Im allgemeinen kann man aus 
einem Komplex C, Strecken (ohne ihre Grenzen) entfernen, so da 
em Komplex 0,’ iibrig bleibt. Ein C,, der durch Wegnahme 
_ jeder Strecke zerfallt (entweder in zwei Komplexe, wenn die weg- 
| genommene Strecke eine ,,innere“ Strecke war, oder in einen 

Pascal, Repertorium. II. 2. Auf. 12 
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Komplex und einen isolierten Punkt, wenn jene Strecke eine 
,Randstrecke war), heiBt ein Baum. 

Durch Induktion gelangt man leicht zu folgender Beziehung: 

Die Anzahl w der Strecken, deren Wegnahme emen Kom- 
plex C, zu eimem Baum macht, ist, unabhingig von der Wahl der 
Strecken, gleich og — a, + 1, wenn o, die Anzahl der Strecken und 
ct, die Anzahl der Punkte des C, ist (s. Fig. 1, wo ein System von 
Strecken, deren Wegnahme den C, zu einem Baum macht, durch 
Punktieren ausgezeichnet ist). 

Die Zahl w hat noch eine andere Bedeutung: Wir wollen 
jeder Strecke des Komplexes einen bestimmten Anfangs- und End- 
punkt und damit einen bestimmten Durchlaufungssinn geben und 
die so gerichtete Strecke mit + 1, bezeichnen. Die Strecke im 


entgegengesetzten Sinn gerichtet werde mit — 1, bezeichnet. 
Irgendeine lineare Verbindung 
Del, ee S ies Bie oder 0) 


stellt dann eine Reihe von Strecken in bestimmtem Sinn durch- 
laufen dar. Wir wollen den Fall be- 
trachten, daB eine solche Verbindung in 
geeigneter Reihenfolge eine geschlossene 
Kurve (einen » Kreis“) ITI, in bestimmtem 
Sinne durchlaufen darstellt, und schreiben 
dann . = 


Fig. 1. i Peay 


Eine solche Relation wird Kongruenz genannt. Bei Poincaré 
[s. die sp&ter folgenden Literaturangaben]| ist die Kongruenz 
etwas anders definiert. Es gibt dann gerade uw voneimander un- 
abhdngige Kreise im Komplex, d. i. jedes einen beliebigen Kreis 
des Komplexes darstellende lineare Aggregat der Strecken J, laBt 
sich darstellen als lineare Verbindung von uw geeignet gewahlten 
Agegregaten, die voneinander unabhingig sind. 

Es ist interessant, da8 zuerst wohl der Physiker Kirchhoff 
(Pogg. Ann. 72 (1847)) bei seinen Studien wher die Verzweigung 
des elektrischen Stromes auf dies Resultat gestoRen ist (vgl. 
ferner Ahrens, Math. Ann. £9 (1897)). 

Es gibt eine Fiille von Untersuchungen itiber spezielle Pro- 
bleme der Theorie der Streckenkomplexe. Wir erwihnen folgende: 
Wann kann man den ganzen Komplex in einem einzigen Zug 
durchlaufen, ohne eine Strecke mehr als einmal zu durchlaufen? 
(Eulers ,,Kénigsberger Briickenproblem“.) Die Antwort ist leicht 
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- gu finden: Dann und nur dann ist das Durchlaufen méglich, wenn 
an héchstens zwei Punkten eine ungerade Anzahl von Strecken 
des Komplexes anstoBen. Eine groBe Reihe von Problemen ver- 
schiedener Art, die hiiufig in Form von ,,Mathematischen Spielen‘ 
auftreten, fiihren auf die Frage: Wann liegen simtliche Punkte 
eines C, auf einem einzigen doppelpunktslosen ,,Kreise“ desselben ? 
Z. B. kommt das Hamiltonsche Dodekaederspiel auf die Aufgabe 
hinaus, simtliche Ecken eines Dodekaeders nacheinander in ge- 
schlossenem Zuge auf Kanten des Dodekaeders zu erreichen, ohne 
auch nur eine Ecke mehrfach zu passieren. Hine Liésung der 
Aufgabe ist in der nebenstehenden Fig. 2 durch den ausgezogenen 
Streckenzug angedeutet. 

Fiir den allgemeinen Fall ist jene Frage nicht beantwortet 
(s. die Literatur: Enzykl. Anm. 32). Weitere Untersuchungen 
betreffen die speziellen Komplexe, fiir die 
uw = 0 ist, die Baume (s. Enz. 8.175f.). Man 
kann an solchen Biumen ausgezeichnete zen- 
trale Elemente unterscheiden, Punkte oder 
Strecken. So z. B. findet Jordan (J. f. Math. 
70 (186 9)) die zentralen Elemente in fol- 
gender Weise: Man entfernt von dem Baume 
alle Randstrecken, durch diesen Prozef ent- 
steht wieder ein Baum, man entfernt von diesem Fig. 2. 
wieder alle Randstrecken und fahrt so fort, bis 
alle iibrigbleibenden Strecken von einem einzigen Punkt aus- 
gehen. Bleibt so bloB eine Strecke tibrig, so sind diese selbst und 
das Paar ihrer Endpunkte ausgezeichnete zentrale Elemente; bleiben 
mehrere Strecken iibrig, so ist der allen Strecken gemeinsame 
Ausgangspunkt das zentrale Element. 

Sehr schéne Untersuchungen gibt es tiber solche spezielle C,, 
bei denen von jedem Punkt gleich viele Strecken ausgehen; man 
nennt sie Graphen (z. B. ist das Kantensystem eines reguliren 
Polyeders ein solcher Komplex). Wir wollen besonders die Unter- 
suchungen von Petersen (Acta math. 15 (1891)) tiber die Zer- 
legbarkeit eines Graphes in Graphen erwihnen. Mit der Graphen- 
theorie in Verbindung steht das bislang noch nicht einwandfrei 
geléste Vierfarbenproblem: Geniigen vier Farben, um die Gebiete 
einer Landkarte so zu firben, daB je zwei aneinander (lings 
Linien) grenzende Gebiete verschiedene Farben haben? (s. tiber 
die umfangreiche Literatur: Hnzykl. Anm. 60). 

7. Flachenkomplexe. Seien IJ1, IJ? ... I1%, die Kreise, 
die die w, Flichenstiicke des Flachenkomplexes beranden, und seien 

12* 
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ferner II}, II?,..., IT} beliebige Kreise des Komplexes. Besteht 
dann die Kongruenz 


y Ce 
Sn, = Sn, 0, 
a} 1 


wo m, und ”, ganze positive oder negative Zahlen oder null 
sind und die m, nicht alle gleich null sind, dann sagt man in 
zweckmaBiger Erweiterung der anschaulichen Bedeutung des Wortes 
ybegrenzen“: Die Kreise I[i, II? ... II zusammen begrenzen m,, 
M,,--. resp. m, mal genommen auf dem Komplex. Poincaré, 
J. éc. pol. (2) 1 (1895), schreibt 


>, I ~ 0 


und sagt, die Kreise sind zusammen homolog Null. 

AE Es sei nun a die Anzahl der Punkte 
eines Komplexes C,, o, die Anzahl der 
Strecken, a, die Anzahl seiner Flichenstiicke 
deren Berandungskreise voneinander unab- 
hingig sind (s. Nr. 1 dieses Abschnittes), 
endlich P, — 1 die Maximalzahl der Kreise, 
die zusammen nicht homolog Null sind. Da 
dann die Gesamtzahl der voneinander un- 
abhingigen Kreise des dem C, zugrunde 
liegenden Streckenkomplexes gleich oe, + P,—1 ist, so er- 
halten wir nach der Formel fiir Streckenkomplexe sofort die 
Beziehung 


Fig. 3. 


Cpa tye =e Pe — ek 
oder { 
Oy — a, +a, = 1 —(P, —1). 


Es gibt zwei ganz verschiedene Arten von Flichen: einseitige 
und zweiseitige. Betrachten wir die Kugelfliche oder die Ringflache 
(s. Fig. 3), so kénnen wir zwei Seiten auf ihnen unterscheiden, 
eine Innen- und eine Aufenseite. Wir kénnen etwa davon reden, 
ein Lot auf der Flache sei nach der Innen- oder nach der AuBenseite 
zu gerichtet. Zwei Seiten kénnen wir desgleichen unterscheiden 
bei allen berandeten Teilen der Kugel- oder Ringfliche. Das 
ist aber nicht bei allen Flachen der Fall. Das erste Beispiel 
einer einseitigen Fliche hat wohl Mibius (Werke II, 519 (1858)) 
angegeben: Man kann zwei Elementarflachenstiicke, auf deren 
Rindern die Punkte ABCD, resp. A’B’C’D’ in der angegebenen 
Reihenfolge liegen, auf zwei ganz verschiedene Weisen zu einem 
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’ Bande“ zusammensetzen: entweder so, da8 A mit A’, B mit B’, 
C mit C’ und D mit D’ zusammenfallt (Fig. 4), oder so daB A 
mit A’, B mit B’, D mit C’ und C mit D’ zusammenfiallt (Fig. 5). 
Das Bestel erhalten wir ein gewéhnliches Band, das in seinen 
Zusammenhangsverhaltnissen iibereinstimmt mit fone von zwei 
Kurven berandeten Teil einer Kugel. Das zweitemal erhalten wir 
ein Band mit nur eimer Randkurve: A D(= C’) B(= B)C(=D’) A. 
Bei dem ersten Band kénnen wir zwei Seiten unterscheiden, beim 
zweiten nicht. Das zweite Band heiBt Mébiussches Band. 
Geschlossene einseitige Fliichen im dreidimensionalen Raume 
gibt es im gewédhnlichen Verstande nicht. Man muB, um hier die 
Darstellung zu erméglichen, Singularitdten zulassen, d. i. Elemente 
(Punkte, Strecken), die in der Darstellung zusammenfallen, aber 
bei dem Studium des Zusammenhanges als verschieden betrachtet 


werden, wie man ja auch etwa eine ebene ; 
DC 


geschlossene Kurve mit einem Doppelpunkte 

(z. B. eine Lemniskate ) ee 
gewohnt ist als ee 

geschlossene Kurve BB 

mit einem singuliren : 

Punkt und nicht als Fig. 5. 


zwei geschlossene Kur- 

ven mit einem gemeinsamen Punkt anzusehen (iiber die genauere 
Definition der Mannigfaltigkeiten mit Singularititen s. Hnzykl. 
8. 163f.). Auf diese Weise erhilt man in der Tat Abbildungen 
jeder beliebigen Flache in unserem gewéhnlichen Raum und im 
besondern auch der geschlossenen einseitigen Flaiche, wie sie 
Fig. 6 zeigt. Wir haben hier die singulare 
Strecke PQ. Wir erhalten die Fliche einfach, 
indem wir das Mébiussche Band durch ein 
von der Randkurve begrenztes Flachenstiick 
schlieBen. 

Es ist nun von groBer Wichtigkeit, die Ein- 
resp. Zweiseitigkeit einer Fliche ganz unabhingig 
von der Vorstellung der Flache in unserem Raum 
zu erkliren. Das gelingt einfach in folgender 
im Grunde auch von Mobius herrihrender Weise: Bei ciner zwei- 
seitigen Fliche kann man jedem ihrer Fldchenstiicke eimen solchen 
Umlaufssinn geben, daB jede Strecke, an der zwei Fldchenstiicke 
hdngen, von jedem derselben verschiedenen Durchlaufungssinn be- 
kommt. Bei einseitigen F lichen ist eme solche Umlaufsbestimmung 
unmioglich. Klein, Math. Ann. 7 (1871), fiihrt eine sich auf der 
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Fliche bewegende unendlich kleine Kurve mit Umlaufssinn (Jn- 
dikatriz) ein. Wenn man die Indikatrix so auf der Flache be- 
wegen kann, daB sie an die Ausgangsstelle mit umgekehrtem Um- 
laufssinn gelangt, so ist die Flache einseitig, sonst zweiseitig. 
Man nennt deswegen auch ein- resp. zweiseitige Flichen F'ldchen 
mit umkehrbarer resp. mit nicht umkehrbarer Indikatrix. Poin- 
caré (1. c.) zeigt, daB bei analytischer Darstellung im gewohn- 
lichen Raum durch Betrachtung der Funktionaldeterminante die 
gewiinschte Entscheidung getroffen werden kann. 

Aus der Definition der Ein- resp. Zweiseitigkeit folgen nun 
leicht die Resultate: Auf einer zweiseitigen geschlossenen Fldche 
besteht die Kongruenz 

2 ,=0, 


wo der Durchlaufungssinn der II’ der obigen Umlaufsbestimmung 
entspricht. Auf einer zweiseitigen geschlossenen Fliche mit a, 
Flachenstiicken ist also die Berandung irgendeiner von ihnen 
von der Berandung der a, — 1 tibrigen abhingig. Irgend a, —1 
Berandungen aber sind voneinander unabhingig. Die Flachen- 
stiickberandungen einer einseitigen Fliche sind stets voneinander 
unabhingig. Also wird in der Formel des vorigen Abschnittes a, 
in dem ersten Falle gleich a, — 1, in dem zweiten gleich w,, und 
wir erhalten die Formeln: 


My — oO, + %, = 2—(P, —1) fir zweiseitige geschlossene Flichen, 
&% — a, + a, =1—(P,—1) fir einseitige geschlossene Flichen. 


Fur alle die zweiseitigen geschlossenen Flichen, die durch 
jeden Kreis in zwei Teile zerlegt werden (wie das z. B. bei ee) 
konvexen Polyedern der Fall ist), ist, wie leicht einzusehen, P, — 

(die Maximalanzahl der auf der Flaiche nicht begeencenden Kiss) 
gleich null und also 
iy — Oy + & == 2, 


dies ist die bertihmte Hulersche Formel fiir ,,einfach zusammen- 
hiingende“ geschlossene Flichen. Auf der Ringfliche kann man 
bei pelicbiger Uberdeckung leicht zwei Kurven “(s. Fig. 3) finden, 
die zusammen nicht reece und einsehen, da8 jede weitere 
Kurve mit ihnen zusammen cca’ Wir erhalten so fiir die 
Ringfliche die Formel 


% — oO, +o =O. 
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8. Das Hauptproblem. Das Hauptproblem des Nexus ist 
die Aufstellung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir den Homéomorphismus (s. § 2 IL) zweier gegebener Komplexe, 
und zwar, im wichtigsten und vollkommen erledigten speziellen 
Fall, fiir den Homéomorphismus zweier Flachen. Die Lésung 
dieses Problems hat die auBerordentlich einfache Gestalt: Zwei 
Fldchen sind dann und nur dann homiomorph, wenn 

1. beide gleich viel Randkurven haben, 

2. beide einseitig oder beide zweiseitig sind, 

3. Oy — a + d= My — oy + a ist, WO Oy, Oy, Hy TESP. Hy , 
a’, a die Anzahl der Ecken (Punkte), Kanten (Strecken) und 
Fldchenstiicke der ersten resp. zweiten Fldche bedeuten. 


Bz 


TZ 
Fig. 8. 


DaB diese Bedingungen notwendig sind, ist unschwer zu er- 
kennen. Denn bei einer einzelnen Zerlegung (s. §§ 2 und 4) wird die 
Anzahl der Randkurven nicht geindert, ebensowenig werden zwei- 
seitige Flichen in einseitige Flichen verwandelt oder umgekehrt, 
endlich wird die Anzahl der Strecken und Punkte je um 1, oder die 
Anzahl der Strecken und Flachenstiicke je um 1 vermehrt, also bleibt 
die alternierende Summe o, — a, + ec, unverindert. DaB die Be- 
dingungen auch hinreichend sind, wird durch Konstruktion von 
»Normalformen“ fiir die Fliche gezeigt. Jede zweiseitige Fliche mit 
ry Randkurven (r > 0) kann man durch Zerlegung als homéomorph 
nachweisen mit einer Flache, die aus einem Elementarflichenstiick Z, 
besteht, an das p Doppelbinder D,’,....D% und r — 1 einfache 
Binder B,’,... B5-1 (s. Fig. 7) angeheftet sind. Man kann sich 
leicht tiberzeugen, daB in der Tat die in der Figur dargestellte 
Flache nur r (hier zwei) Randkurven hat. Hine einseitige Flache 
mit r Randkurven (r > 0) ist homéomorph mit einem Hlementar- 
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flichenstiick Z,, an das k ,,gedrehte“ Bander 7}... 7} und 
ry —1 ungedrehte Binder angeheftet sind (s. Fig. 8). 
Durch direkte Abzihlung bei den Normalformen folgt: 


%& —% +a = —2p—r+2, 
wenn die Fliche zweiseitig ist, und 
i — ¢, + 6, =—h—7 2, 


wenn die Flache einseitig ist; % — a, + a, hei®t auch Charakte- 
ristik der Flache M, und wird K(M,) geschrieben (Dyck, Math. 
Ann. 32 (1888), 457). Haben also zwei zweiseitige oder zwei 
einseitige Flachen dasselbe + und dieselbe Charakteristik, so haben 
sie auch dasselbe p oder & und mithin identische Normalformen. Sie 
sind folglich, wie zu beweisen war, homdomorph. Die Normal- 
form fiir geschlossene Fldchen erhalt man aus der fir berandete, 


Fig. 9. 


indem man zu der Normalform fiir Flichen mit eimer Randkurve 
lings dieser ein Flachenstiick hinzufiigt. Es ergeben sich so die 
Formeln: 

% — a, +a, = 2 —2p 
fiir zweiseitig geschlossene Flichen und 

& — a +o =2—k 
far einseitig geschlossene Flichen. Diese Formeln heifen ,,er- 
weiterte Eulersche Formel“. Fir die einfachsten zweiseitigen 
Flichen, die mit der Kugelfliche homéomorph sind, ist p = 0; 
k ist immer > 0. Zweiseitige Flichen haben immer eine gerade 
Charakteristik. p hei®t auch das Geschlecht der Fliche. Hine 
tubersichtliche Darstellung der geschlossenen Fliche im gewdéhn- 
lichen Raum liefert die Kugel mit p ,,Henkeln (vgl. Fig. 9) fiir 
zweiseitige Flichen und die Kugel mit k ,,Kreuzhauben“ (s. Fig. 10) 
fiir die einseitigen Flachen. Die Kreuzhaube entsteht aus der ein- 
seitigen geschlossenen Flache (Fig. 6) durch ,,Lochung“. 


§ 3. Nexus. 185 


9. Geometrische Bedeutung von p und k. 


a) Auf einer zweiseitigen Fliche vom Geschlecht p gibt es 
(bei geeigneter Zerlegung) p und nicht mehr geschlossene Kurven 
ohne gemeimsame Punkte, die die Fldche zusammen nicht zerstiickeln. 
Zerschneidet man die geschlossene zweiseitige Flache durch 2p sich 
paarweise in einem Punkte schneidende, zusammen nicht zer- 
stiickelnde Kurven, so geht sie in ein Elementarflichenstiick tiber. 
Man nennt solche nicht zerstiickelnde Kurven haufig schlechtweg 
Riickkehrschnitte der Fliche. Durch die unmittelbar anschauliche 
Bedeutung, die p, das Geschlecht, als Maximalanzahl der sich nicht 
schneidenden Riickkehrschnitte hat, bekommt die Eulersche Formel 
einen gréBeren Wert. Bei einseitigen Fldchen gibt es k und nicht mehr 
eimander nicht schneidende (die F'ldche zusammen nicht zerstickelnde) 
Riickkehrschnitte. Hier mu8 man zwischen zweiseitig machenden und 
einseitig lassenden Riickkehrschnitten unterscheiden: jede einseitige 
Flaiche kann durch ,,Aufschneiden“ lings eines Riickkehrschnittes 
zu einer zweiseitigen gemacht werden (s. die Kurve in Fig. 6). 
Ferner ist zu unterscheiden zwischen einrandigen und zweiran- 
digen Riickkehrschnitten. So ist z. B. die Kurve in Fig. 6 ein- 
randig: durchliuft man sie einmal, so kommt man von der einen 
Seite’ der Linie zur andern. Uber die Anzahl der Riickkehr- 
schnitte und Querschnitte (Kurvenstiicke, die von Rand zu Rand 
laufen) bei ein- und zweiseitigen Flichen s. Enzykl. 8. 200ff. 
2p resp. k ist tibrigens die im vorigen Abschnitt eingefthrte 
Maximalzahl der zusammen nicht begrenzenden geschlossenen 
Kurven P, — 1. 

b) Fiir geschlossene Flichen, die im gewéhnlichen drei- 
dimensionalen Raum liegen, steht p resp. k in einer bemerkens- 
werten Beziehung zu der GauBschen Totalkrimmung C der 
Flache Es ist namlich 


C=—An(p—n—1), 
resp. 
C = — 2n(k — 2n — 2), 


wo # die Anzahl der ungeschlossenen Doppellinien bedeutet, in 
denen sich die Flache selbst durchsetzt. Hierbei ist fiir die An- 
wendung auf Flichen mit Unstetigkeiten (Kanten, Ecken usw.) 
der Begriff der Totalkriimmung zweckmiaBig erweitert zu denken, 
s. Boy, Math. Ann. 57, 151 (1903). Einen analytischen Aus- 
druck fiir p im Falle singularititenfreier Flichen (mit der Gleichung 
gy (x,y, 2) = 0) liefert der Satz von Dyck, Math. Ann. 32, 457 
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(1888), daB p — 2 gleich ist der mit — 2 multiplizierten Kro- 
neckerschen Charakteristik des Funktionssystems: 


Op Op Op 
Fag See O87 AG em 

10. Weitere Normalformen. 

a) Die Mébiussche Normal- oder Grundform einer Fliche 
erhilt man, indem man sie lings p, resp. k sich nicht schneidender 
Riickkehrschnitten aufschneidet. Dadurch entsteht eine in die 
Ebene ausbreitbare Fliche mit 2» +r—1, resp. k+r—1 
»lochern“ und einem Aufenrand. Die urspriingliche Flache 
erhalt man zuriick, indem man bei zweiseitigen Flichen 2 p 


Fig. 11. 


Randkurven paarweise und in bestimmtem Durchlaufungssinn 
als identisch erklirt. Bei einseitigen Flachen sind k Rand- 
kurven dadurch wegzuschaffen, daB man die Punkte einer Rand- 
kurve paarweise als identisch erklirt, die sich in der Weise 
entsprechen, wie beim Kreise die zwei Endpunkte jedes Durch- 
messers. 


b) Durch Aufschneiden lings 2 Riickkehrschnitten, die alle 
durch einen Punkt gehen und in Paare von sich schneidenden 
Kurven a,, 4; Gg, My... G, a, zerfallen, wird die geschlossene 
zweiseitige Fiche tibergefiihrt in ein Polygon, dessen Rand- 
strecken einander paarweise zugeordnet sind. Poincaré nennt 
dies Polygon das zur Fliche gehérige Fuchssche Polygon. 
Es spielt bei funktionentheoretischen Uberlegungen (z. B. bei 
der Theorie der automorphen Funktionen) eine wichtige Rolle. 
Bezeichnet man mit a; und a>! usw. die Kurve a; in den beiden 
verschiedenen Richtungen durchlaufen, so erhilt man das in der 
Fig. 12 angegebene Polygon fiir die ,,Doppelringfliche* (Fig. 11), 
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‘wobei die Bezeichnung den im Pfeilsinn durchlaufenen Seiten 
entspricht. 
Ahnlich lassen sich auch einseitige Flichen behandeln. 
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11. Einteilung. Man kann verschiedene Arten unter- 
scheiden, wie man das im Gebilde G liegende Gebilde g innerhalb 
von G transformieren kann. 

a) Man zerlege g in Stiicke (Strecken, Elementarflichenstiicke) 
und transformiere jedes einzelne durch stetige Transformationen 
von G, so daB die gemeinsamen Elemente zweier Stiicke gleich 
transformiert werden. Entsteht so g’ aus g, so wird g’ aus g 
durch allgemeine externe Transformation auf G entstanden, sowie 
g und g’ als homotop auf G bezeichnet. Die verschiedenen hierbei 
benutzten stetigen Transformationen von G brauchen durchaus 
nicht einer einzigen stetigen Transformation anzugehéren. Z. B. 
sind je zwei geschlossene (auch etwa verknotete) Raumkurven 
im Raum miteinander homotop. Aber es gibt keine stetige Trans- 
formation des Gesamtraumes, die eine verknotete Kurve in eine 
unverknotete tiberftihrt. 

Wir werden bei der Betrachtung der allgemeinen externen 
Transformationen auch Singularititen der Gebilde zulassen: hat 
z. B. eine geschlossene Kurve im gewéhnlichen Sinne einen Doppel- 
punkt, so werden wir den beiden Zweigen gemeinsamen Punkt 
nicht als ,gemeinsam“ im Sinne der obigen Bedingung auffassen, 
vielmehr darf er bei der stetigen Transformation der beiden Zweige 
in zwei verschiedene Punkte tibergehen. Im gewéhnlichen Raume 
kénnen alle zweiseitigen Flachen in singularitiitenfreie Gebilde 
transformiert werden. Als Pundamentalsatz der Homotopie kann 
man folgenden (auf beliebig viele Dimensionen verallgemeinbaren) 
Satz bezeichnen: Zwei beliebige homiomorphe (gleich zusammen- 
setzbare) zweidimensionale Komplexe des Rawmes kénnen im Raum 
stetig ineinander transformiert werden (s. 8. 177) 

b) Die zweite Art von Transformationen ist viel spezieller: 
g moége durch eine stetige Transformation des ganzen Gebildes G 
in g’ tibergehen. Dann sagt man, g sei in g’ durch eine spezielle 
eaterne Transformation itibergefiihrt, und g und g’ heiBen isotop 
auf G. 

Durch spezielle Transformationen kann keine Singularitat 
eines Gebildes fortgeschafft werden; verknotete und unverknotete 
Raumkurven sind niemals isotop usw. 
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Wie man durch nahere Uberlegung erkennt, kann man die 
allgemeinen resp. speziellen externen Transformationen auch als 
stetige Transformationen mit gestatteter Selbstdurchdringung resp. 
ohne solche bezeichnen. 

12. Kurven auf Flaichen. Von speziellen Untersuchungen 
iiber ,,Homotopie“ sind bei weitem am wichtigsten die tiber die 
stetigen Transformationen auf einer Flache. Es sei die Flache 
zweiseitig und geschlossen. Wir konstruieren, wie im vorigen Ab- 
schnitt, 2 durch einen Punkt o) laufende, paarweise sich schnei- 
dende Kurven a,, Ay’; Ag, Ug... Gy, Up, langs denen aufgeschnitten 
die Flaiche in ein Blementarflachenstiick iibergeht. Hierbei ist 
wieder jede Kurve mit einem bestimmten Durchlaufungsinn be- 
haftet zu denken. Es bezeichne a;' die Kurve a, mit entgegen- 
gesetztem Durchlaufungssinn: 

a) Jede Verbindung der Kurven a,, ay; @,, a;~', dg... 
stellt, in bestimmter Reihenfolge betrachtet, eine bestimmte ge- 
schlossene, durch O hindurchlaufende Kurve der Flache dar, die 
im allgemeinen Doppelpunkte und Doppelstrecken besitzt. 

b) Jede durch O hindurchlaufende Flachenkurve laBt sich 
stetig auf der Flaiche mit Festhaltung des Punktes O in eine der 
in a) betrachteten Kurven tiberfiihren. 

c) Jede Flichenkurve la8t sich stetig transformieren in eine 
der unter a) betrachteten Eaerer 

d) Die Kurve a,a;ay1a;~‘'a,...ap * ist auf eimen Punkt 
zusammenziehbar: sie ist die Beeeuee des Polygons, in das die 
Flache durch die 2p Schnitte iibergeht. 

e) Die Symbole a,, a,,...a, bestimmen als erzeugende 
Operationen eine diskontinuierliche Gruppe von eae vielen 
Substitutionen mit der einzigen Relation a,a,ay1aj~*...a,~1=1. 
Jedes Element dieser Gruppe stellt eine durch O lanfende *Flachen- 
kurve dar. Man nennt die Gruppe die Fundamentalgruppe der 
Fldche (Poincaré). 

f) Eine Fldchenkurve ist auf emen Punkt zusammenziehbar, 
wenn das Element der Fundamentalgruppe, das eine in sie stetig 
transformierbare Kurve darstellt, die Identitdt ist. Zwei Kurven 
auf der Fldche sind imemander stetig transformierbar, wenn die 
beiden Elemente der Fundamentalgruppe I und 4, die stetia m 
die beiden Kurven transformierbare Kurven darstellen, in eimander 
,transformierbar“ sind, d.1. wenn 


7 — 
ATE-*=A 


-1 


1 


= 


ist, wo © irgendein Element der Gruppe ist. 
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g) Auf der Kugel (p = 0) sind alle Kurven ineinander stetig 
transformierbar. Im Falle p= 1 ergibt sich, daB die Gruppe 
eine Abelsche ist, d.i. da& alle Elemente, die aus denselben 
Elementen in irgendwelcher Reihenfolge zusammengesetzt sind, 
identisch sind. Daraus folgt, daB alle Kurven stetig transformier- 
_ bar sind in solche von der Form a?a,™, wo und m positive oder 
negative ganze Zahlen oder null sind. 

h) Im Falle p >1 stellt man die Fundamentalgruppe dar 
durch ein reguliires Netz von 4p-seitigen Polygonen in der hyper- 
bolischen Ebene. Jeder Flichenkurve entspricht dann eine Be- 
wegung der Ebene, bei der das Netz in sich tibergeht, einer auf 
einen Punkt zusammenziehbaren Kurve als ausgeartete Bewegung 
die Identitit; zwei ineinander transformierbaren (homotopen) 
Kurven entsprechen zwei kongruente Bewegungen, d. h. solche, 
die durch eine weitere Bewegung ineinander transformiert werden 
kénnen. Diese Darstellung liefert so das Mittel, um mit Hilfe 
der nichteuklidischen Geometrie in einer endlichen Anzahl von 
Schritten zu entscheiden, ob zwei Fliichenkurven homotop sind. 

i) Durch dieselbe Darstellung kann man auch die durch 
keine stetige Transformation zu vermindernde Anzahl der Doppel- 
punkte einer gegebenen Kurve ermitteln. Dies Problem ist fir 
mancherlei weitergehende Fragen von Bedeutung. (Vel. Poincare, 
Pal. Rend. 18 (1904), p. 32.) 
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13. Knoten und Ketten. 

a) Die Theorie der Knoten stellt ein wichtiges, bisher noch 
wenig durchgearbeitetes Gebiet dar. Unter einen ,,.Knoten“ versteht 
man jede beliebige geschlossene Raum- 
kurve. Diese wird im allgemeinen nicht a) 
die Begrenzung eines singularititenfreien 
Flichenstiicks des Raumes bilden, sie 
wird ,,verknotet“ sein. Die einfachste ver- 
knotete Raumkurve ist die ,,Kleeblaitt- 
schlinge“ (Fig. 13). Man stellt den Knoten 
dar durch seine ,,ebene“ Projektion, 
bei der an den _,,Uberkreuzungsstellen“ Fig. 13. 
angegeben werden mu8, welcher Zweig 
iiber den andern weggeht (das ist in der Figur durch die Zeich- 
nung der Kurve als Band angedeutet). Durchliuft man die Pro- 
jektion eines Knotens und muB bei den Uberkreuzungsstellen ab- 
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wechselnd unter und iiber den andern Zweig weggehen, so heift 
der Knoten (d.h. eigentlich bloB die Projektion) alternierend. Zuerst 
Listing (s. § 1), sodann Tait und weiter eine groBe Anzahl von 
englischen Mathematikern (,,die englische Schule“) haben sich mit 
Knoten, besonders mit alternierenden, beschiftigt und eine Reihe 
von Einzelresultaten sowie eine groBe Materialsammlung ge- 
schaffen. Die speziellen Gruppen von Knoten, die als Randkurven 
eines einseitigen, beliebig verschlungenen und tordierten singulari- 
titenfreien Bandes entstehen, sind von Mébius (s. § 1) und 
Simony (u. a. Wiener Ber. 1880—1887) studiert. Zu einer. 
systematischen Einteilung der Knoten bedarf man der Lésung 
der Frage: ,wann sind zwei Knoten isotop, d. i. ohne Selbst- 
durchdringung ineinander iiberfiihrbar, oder, im Sinne dieses Ab- 
schnittes, miteinander Aquivalent?“ Diese 
Frage ist bisher auch in den allereinfachsten 
Fallen nicht gelést. 

b) Verkettung. Als unverkettet be- 
zeichnet man, dem anschaulichen Begriff 
eine prazise Form gebend, Raumkurven, 
die jede fiir sich in ein Elementarraum- 
stiick eingeschlossen werden kénnen, das 

Vig. 14. keinen Punkt mit einer der anderen Kurven 
gemeinsam hat. Diese Forderung ist gleich- 
bedeutend mit der, daB jede der Kurven ein Elementarflichen- 
stiick (mit oder ohne Singularititen) begrenzt, das keinen Punkt 
mit den andern Kurven gemeinsam hat. Gau8 (Werke V, 605) 
hat eine Invariante von zwei Kurven gegeniiber stetigen Raum- 
transformationen aufgestellt, niimlich: 
ey eee 
[(@’ — 2)? + —'+@—2"}? 
Hierbei bedeuten x, y, z, resp. x, y’, ¢ die Koordinaten der beiden 
Raumkurven, und das Integral ist zu erstrecken tiber die Mannig- 
faltigkeit {P, P’}, wo P resp. P’ einen beliebigen Punkt der ersten 
resp. zweiten Kurve bedeutet. V ist gleich einem Vielfachen von 
4. Es gibt aber unendlich viele verschiedene Arten der Ver- 
kettung ftir jeden Wert von V, speziell auch wenn V = 0 ist 
(s. die diesen Fall illustrierende Fig. 14). 

Spezielle Arten von verketteten Kurven bilden die Paare der 
beiden Randkurven eines beliebig verschlungenen und tordierten 
singularitétenfreien zweiseitigen Bandes. Sie sind ebenfalls von 
Mobius und Simony a. a. O. studiert worden. 
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14. Mannigfaltigkeiten mit Singularititen. GauB8 
hat ebene Kurven mit Doppelpunkten betrachtet, in denen sich die 
zwei Zweige wirklich schneiden (also ohne ,,Selbstberiihrungs- 
punkte“) und alle die méglichen Typen bis zu Kurven mit fiinf 
Doppelpunkten aufgestellt. Sind a, b, c,... die Doppelpunkte, so 
wird die Kurve dargestellt durch eine Aufeinanderfolge dieser 
Buchstaben, wobei jeder Buchstabe zweimal vorkommt und die 
Buchstaben so aufeinander folgen wie die Doppelpunkte auf der 
Kurve. So ist z. B. (s. Fig. 15) abecdabd ein méglicher Typus, 
abacbe ein unméglicher. 

Allgemeine Betrachtungen tiber Flichensingularitaten hat Boy, 

Math. Ann. 57 (1903), 151 angestellt: Alle zweiseitigen Flichen 
haben singularititenfreie Reprisentanten im gewoéhnlichen Raume, 
ebenso alle ungeschlossenen einseitigen. Dagegen haben die ge- 
schlossenen einseitigen Flichen stets Singulari- 
tiiten, und Boy hat bewiesen, daB es zu jeder 
solchen Fliche homéomorphe Reprisentanten 
gibt, die als Singularititen blo&® eine geschlos- 
sene Doppellinie mit einem singuliren Punkt 
besitzen. 

Von besonderer Bedeutung sind diejenigen 
singuliren geschlossenen zweiseitigen F lichen, die 
man als Riemannsche Fldchen bezeichnet. Sie ent- Fig. 15. 
stammen funktionentheoretischen Vorstellungen, 
sind aber leicht topologisch zu definieren (Hurwitz, Math. Ann. 
39, 55). 

Hurwitz hat die Anzahl aller méglichen Typen von Riemann- 
schen Flichen, die bloB einfache ,,Verzweigungspunkte“ haben, 
bestimmt. Ltiroth, Math. Ann. 4, 181 (1872) hat die ,,Trans- 
formationen“ von Riemannschen Flachen untersucht. Diese sind 
stetige Transformation der Flichen, aber gehéren nattirlich nicht 
als Ganzes zu stetigen Transformationen des Raumes. Denn sonst 
wiirden ja alle Singularitiiten erhalten bleiben. Sie werden in 
ihren besonderen Eigenschaften durch funktionentheoretische Be- 
griffe geliefert (ihre topologische Definitionen s. Eneykl. 8. 219). 
Durch diese Transformationen lassen sich die Riemannschen 
Flichen in ,,kanonische Formen“ tiberftihren. 

Die Beziehung zwischen den verschiedenen charakteristischen 
Anzahlen der Gebilde der Riemannschen Fliche: der Anzahl und 
»Multiplizitiit der Verzweigungspunkte, der Anzahl m der Blatter, 
und dem Geschlecht p der Fliche ist von Riemann aufgestellt 
und ergibt sich leicht aus dem verallgemeinerten Hulerschen 
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Polyedersatz. Es bedeutet Multiplizitaét eines Verzweigungspunktes 
die Anzahl der an ihm in einem Zyklus aneinander hangenden 
Blitter, vermindert um 1. Es ist: 


Sv, — 2n = 2(p — 1), 


wo die Summe auf der linken Seite iiber die Multiplizitaten aller 
Verzweigungspunkte auszudehnen ist. 


§ 6. Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten. 


15. Die Erweiterung der Topologie auf mehr als zwei oder 
drei Dimensionen hat eine ganz besondere Bedeutung: einmal er- 
halt man ganz neue Arten von Beziehungen, die oft schwierig zu 
entdecken sind und mit Untersuchungen auf dem Gebiet der 
hdheren Arithmetik (z. B. der Theorie der unendlichen Gruppen) 
zusammenhingen. Andererseits fiihrt die Theorie der Funktionen 
von zwei komplexen Variabeln dazu, Mannigfaltigkeiten von 
mindestens vier Dimensionen zu betrachten. 

Die Definition (s. Enzykl. 8. 161 ff.) der mehrdimensionalen 
Komplexe und Mannigfaltigkeiten bietet keine Schwierigkeit und 
ist analog der Definition der zweidimensionalen Komplexe und 
Mannigfaltigkeiten. Aus der Definition folgt einfach der Satz, 
daB fiir jede geschlossene Mannigfaltigkeit mit einer geraden 
Zahl 2” von Dimensionen 


hg) Mh Og a Gat eee 


ist, wo «, die Anzahl der die Mannigfaltigkeit bildenden Elementar- 
mannigfaltigkeiten von i Dimensionen bedeutet. Poincaré, J. éc. 
polyt. (2) 1 (1895), hat die Zahl P, — 1, die Maximalzahl der 
auf einem zweidimensionalen Komplex zusammen nicht-begrenzen- 
den geschlossenen Kurven, verallgemeinert, und zwar durch Er- 
weiterung des Begriffes Kongruenz. (Das hatte auch schon 
Betti, Ann. di math. (2) 4 (1871) 140, getan, aber ohne, was not- 
wendig ist, zu beriicksichtigen, da8 Mannigfaltigkeiten vorkommen 
kénnen, die erst mehrfach genommen begrenzen.) Es sei also 
P,—1 die Maximalzahl der eweiseitigen geschlossenen i-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten, die auf dem i-dimensionalen Komplex, 
der einem 7-dimensionalen Komplex C zugrunde liegt, zusammen 
nicht begrenzen. Die Zahlen P, nennt Poincaré Bettische 
Zahlen, sie heiBen auch Zusammenhangszahlen. Dann ist fiir 
jeden n-dimensionalen Komplex C,,: 
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S- via + ("4 = 1+ Se - 9). 


Dabei bedeutet «, die Anzahl derjenigen Elementarmannigfaltig- 
keiten n** Dimension des C,, deren Berandungen voneinander 
linear unabhingig sind. Daraus folgt dann ohne weiteres: 


n—1 


Sea + Cut SC @-1) 


0 


fiir zweiseitige geschlossene Mannigfaltigkeiten und 
n n—1 
S(- ta, =1 + S- 1, - 1) 
1 


fiir einseitige geschlossene Mannigfaltigkeiten. Das sind die 
Eulerschen Formeln fiir  Dimensionen. Hs besteht ferner der 
wichtige Satz, daB fiir eine geschlossene zweiseitige Mannig- 
faltigkeit 

be? ie 
ist. Dieser Satz wurde zuerst von Betti aufgestellt und von 
Poincaré, Pal. Rend. 18, 285 (1899), bewiesen durch die Be- 
trachtung der zu der gegebenen Mannigfaltigkeit M,, reziproken 
Mannigfaltigkeit M,. Diese entsteht aus WM, durch eine andere 
Uberdeckung von der Art, daB of =o, _, wird. 

Es kann, wie schon oben bemerkt, eine Mannigfaltigkeit J/, 
auf DM, begrenzen, aber erst mehrfach, etwa mindestens y-fach 
genommen. Dann sagt man nach Poincaré, M, hat eine i-di- 
mensionale Torsionszahl t, von der GréBe v. Z. B. ist in diesem 
Sinne jede einseitige geschlossene Fliche eine Mannigfaltigkeit 
mit dem Torsionskoeffizienten rt, = 2. Denn auf jeder solchen 
Flaiche gibt es Kurven, die erst zweimal genommen begrenzen, 
und zwar die ganze Fliche (nimlich die zweiseitig machenden 
Riickkehrschnitte, s. 8. 185). Fiir zweiseitige MZ, sind jedoch die 
(mn — 1)-dimensionalen Torsionskoeffizienten gleich 1, und es ist 
ferner 7, = 7,_,_;, 4. i. jedem i-dimensionalen Torsionskoeffi- 
zienten entspricht ein gleich groSer ( — 1 —i)-dimensionaler. 

Die Bettischen Zahlen sowohl wie die Torsionszahlen sind 
fiir jede Mannigfaltigkeit zu bestimmen als charakteristische Zahlen 
gewisser Systeme linearer Formen, die der Zusammenseteung der 
Mannigfaltigkeit entsprechen. 

Diese Resultate finden sich in den Poincaréschen Arbeiten. 

Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 13 
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Zwei homéomorphe Mannigfaltigkeiten haben identische 
Systeme von Bettischen Zahlen und Torsionszahlen. Aber aus 
dieser Ubereinstimmung folgt noch nicht die Homéomorphie der 
Mannigfaltigkeiten. Z. B. sind nicht alle dreidimensionalen ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeiten, deren Bettische Zahlen und Tor- 
sionszahlen gleich 1 sind, miteinander homéomorph. (Vgl. Poin- 
caré, Pal. Rend. 18, 45 (1904), ferner Math. Ver. 17, 573 (1907).) 
Das Problem der Homéomorphie mehrdimensionaler Mannigfaltig- 
keiten ist bisher auch in den einfachsten Fallen nicht gelést. 

Weitere diesbeziigliche Untersuchungen findet man vor allem 
bei Heegaard, Diss., Kopenhagen 1898, sodann bei Wernicke, 
Diss., Gottingen 1904, Tietze, Mon. f. Math. u. Phys. 19, 1 (1908), 
Steinitz, Berl. Math. Ges. 7, 3 (1907). 


ZWEITER ABSCHNITT 


EKBENE GEOMETRIE 


Kapitel X. 


Elementare Erzeugungsweisen und Eigenschaften der 
Kegelschnitte. 


Von F. Dingeldey in Darmstadt. 


§ 1. Die Kegelschnitte im griechischen Altertum. 


Die Lehre von den Kegelschnitten hat ihren Ursprung bei 
den Mathematikern des griechischen Altertums. Gewdhnlich wird 
Menachmus (um 3850 vy. Chr.), ein Schiiler Platons, als Ent- 
decker der Kegelschnitte bezeichnet, doch diirfte die Richtigkeit 
dieser Angabe kaum mehr zu entscheiden sein. Tatsache ist, daB 
er die Kurven, die man spater als Parabel und Hyperbel be- 
zeichnete, bei der Lésung der Aufgabe, einen Wiirfel zu kon- 
struieren, der doppelt so groB wie ein gegebener Wiirfel ist, be- 
nutzte; auch findet sich bei Eratosthenes (276 oder 275 bis 
194 v. Chr.) fiir die drei eigentlichen Kegelschnitte der Name 
»lriade des Menichmus“. 

Ob Menichmus wuBte, daB diese Kurven als Schnitte eines 
Kegels mit einer Ebene erzeugt werden kénnen, ist sehr fraglich. 
Sicher ist, daB Aristaeus (um 320 v. Chr.) und die Mathematiker 
des dritten Jahrhunderts v. Chr. solche Schnitte betrachteten, und 
zwar wurde urspriinglich die Schnittebene rechtwinklig zu einer 
Mantel- oder Seitenlinie eines geraden Kreiskegels gelegt. Je 
nachdem der Winkel zwischen Achse und Seitenlinie kleiner, 
gleich oder gréBer als ein halber Rechter war, unterschied man 
Schnitte des spitzwinkligen, rechtwinkligen oder stumpfwinkligen 
Kegels oder, wie man spiter sagte, Ellipsen, Parabeln oder Hy- 
perbeln. Euklid (etwa 315—255 v. Chr.) und Archimedes 
(287—212 v. Chr.) kannten auch die Erzeugung einer Ellipse 
durch Schnitte, die nicht rechtwinklig zu einer Seitenlinie er- 
folgen, aber erst Apollonius (wm 225 v. Chr.) hat beliebige 
Schnitte schiefer Kegel von kreisformiger Basis zum Ausgangs- 
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punkt geometrischer Untersuchungen genommen. Ihm waren auch 
die Eigenschaften der Kegelschnitte bekannt, die heute durch ihre 
»echeitelgleichungen“ ausgedriickt werden und Anla8 zur Wahl 
der Namen Ellipse, Parabel, Hyperbel gaben. 

Literatur: Bretschneider, Die Geometrie und die Geometer 
vor Euklides, Leipzig 1870; Zeuthen, Die Lehre von den Kegel- 
schnitten im Altertum, deutsche Ausgabe von Fischer-Benzon, 
Kopenhagen 1886; Tropfke, Geschichte der Elementar-Mathematik, 
2. Bd., Leipzig 1903; Cantor, G. d. M. I.*) 


§ 2. Schnitt von Kegel und Ebene, Scheitelgleichung. 


Man kann durch die Spitze eines Kegels drei Arten von Ebenen 
legen: solche Ebenen, die den Kegel nur in der Spitze treffen, 
oder solche, die ihn lings einer Seitenlinie bertihren, oder solche, 
die ihn in zwei verschiedenen Seitenlinien schneiden. Irgendeine 

Ss Parallelebene zu einer dieser 
drei Arten von Ebenen schnei- 
det den Kegel, dessen Seiten- 
linien iiber die Spitze hinaus 
verliingert gedacht werden 
(Doppelkegel), bzw. in einer 
Ellipse, Parabel, Hyperbel. 
Es moége dies beim geraden 
Kreiskegel fiir den Fall der El- 
lipse niher erliutert werden. 

Eine durch die Kegel- 
achse gelegte Ebene 0 be- 
stimmt durch ihren Schnitt 
mit dem Kegel und dessen Ba- 
sis ein Dreieck SK L (Fig.1). 
Die Art der Schnittkurve 
des Kegels mit einer recht- 
winklig zu 0 gelegten Ebene « ist durch den Winkel zwischen ¢ 
und einem Schenkel des Dreiecks bedingt. Die Ebene ¢ mége zu 
der ersten der vorerwihnten drei Arten gehéren, so daB sie SK 
und SZ im Endlichen trifft und die Schnittkurve ganz auf dem 
einen Mantel des Doppelkegels liegt. Ist nun PN der durch 
einen Punkt P dieser Kurve gelegte Kreis des Kegels und R der 


1) Kin Verzeichnis abkiirzender Bezeichnungen, von denen im 
folgenden bei mehrfach zitierten Werken Gebrauch gemacht wurde, 
befindet sich am Schlusse von Kap. XI. 
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FuB8punkt des von P auf den Kreisdurchmesser gefillten Lotes, 
2 
so ist RP? = MR- RN, analog R'P'? = KR’. RL und 7, 
EMe RN RA’-AR ras: eae 
Behe Kies WAPAR 7 ARs BRA 4R BAN ie 
konstant und zwar positiv, etwa gleich x?. Denken wir uns in 
der Ebene ¢ ein Koordinatensystem mit AA’ als positiver x-Achse, 
einer durch A rechtwinklig zu AA’ gezogenen Geraden als y- 
Achse, so ist AR = 2, RP=y und y?: 2 = x?(2a — x), wobei 
2a = AA’, und wenn man x?- AA’ = p setzt, wird 


es 
(1) ae aati 
die Gleichung der Schnittkurve, einer Ellipse. 
Schneidet die Ebene ¢ beide Mintel des Kegels, so besteht 
die Schnittkurve aus zwei sich ins Unendliche erstreckenden 
Zweigen, sie ist eine Hyperbel und hat die Gleichung 


2 
(2) y=pe +t. 


Ist die Ebene ¢ zu einer der Seiten SK oder SZ des Dreiecks 
SKIL, d.h. einer Tangentialebene des Kegels parallel, so erhilt man 
als Schnittkurve eine Parabel, ihre Gleichung wird von der Form 


(3) y? = pax. 


Je nachdem der Fall der Ellipse oder Hyperbel vorliegt, 
miiBte, wie die Gleichungen (1) und (2) zeigen, ein mit dem 
Quadrat y? inhaltsgleiches Rechteck, dessen eine Seite gleich x ist, 
zur anstoBenden Seite eine Strecke haben, die kleiner baw. gréBer 
als p ist. Beim messenden Vergleichen mit p wiirde im Fall der 
Ellipse diese zweite Seite kleiner als p sein, es wiirde ihr im Ver- 
gleich zu p gewissermaBen ein Stiick fehlen, wihrend bei der 
Hyperbel die zweite Seite tiber » himausreichen wiirde. Im Fall 
der Parabel wiirde die zweite Seite des entsprechenden Rechtecks 
gleich p sein, das Rechteck genau an p amliegen. Nach den 
griechischen Worten édcimevy fehlen, dreoBcAdevy dariiber hinaus- 
reichen, zooaBcddscy anlegen haben die drei Kegelschnitte ihre 
Namen erhalten. Die GroéBe p wird als Parameter der Kegel- 
schnitte bezeichnet. 

Bei Apollonius (Buch 1, § 11—14) finden sich Siitze und 
Formeln, die dasselbe aussagen wie vorstehende drei ,,Scheitel- 
gleichungen“ (zu diesem Namen vgl. 8. 201), wenn auch der Ko- 
ordinatenbegriff noch fehlt. Die Gleichungen (1) bis (3) zeigen 
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iiberdies, daB diese Kurven zur z-Achse symmetrisch sind und im 
Fall der Ellipse und Hyperbel von dieser Geraden in zwei im 
Endlichen gelegenen Punkten getroffen werden. Wird auf Grund 
der Substitutionen y = Y und «= X+a bzw. x= X—a durch 
Parallelverschiebung der y-Achse der Koordinatenanfang in die 
Mitte zwischen beide Punkte verlegt, so gehen die Gleichungen 
der Ellipse bzw. Hyperbel tiber in: 


Re aay, e a oe wrg e 
WO = 3a X* + — bzw. Y aac x a? 
bees 
und diese Gleichungen nehmen bei EHinftihrung von a =— die 
einfache Form an: 
y? Kez y? 


§ 3. Konstante Summe oder Differenz der Abstiinde von 
zwei festen Punkten. 


Zu Ellipse und Hyperbel gelangt man auch bei Beantwortung 
der Frage nach dem geometrischen Ort aller Punkte P, fiir die 
entweder die Summe oder die Differenz der Abstinde PF, = 7, 
und PF, = r, von zwei festen Punkten F,, F,, den sogenannten 
Brennpunkten, konstant, etwa gleich 2a ist (Apollonius, 
Buch 3, § 52 und 51). Im erstgenannten Falle wird r, + 7, = 2a, 
im Falle der konstanten Differenz entweder r, — r, = 2a oder 
Yo — 1, = 2a. Wahlt man die Linie F, F, als x-Achse, die Mitte 
O der Strecke FF, als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystems und ist F', F, = 2c, so folgt gemeinsam fiir alle 
diese Fille 


(a? — c?)x? + a®y? — a?(a? — c?) = 0. 


Thre Trennung ergibt sich, wenn man beachtet, daB bei kon- 
stanter Summe r, + 7, = 2a notwendig 2a > 2c sein mu, da 
in jedem Dreieck die Summe zweier Seiten gréBer als die dritte 
Seite ist; bei konstanter Differenz muB hingegen 2a < 2c sein 
Setzt man im ersten Falle a? — c? = b?, im aweiten c? — a? = 0%, 
so erhilt man wieder die zwei Gleichungen 


a? y? a? y? 
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§ 4. Gestalt der Ellipse. 


Beide Kurven (5) sind zu den Koordinatenachsen symme- 
trisch. Die Ellipse 
(6) +41 

Ge We 
verliuft tiberdies vollstiindig innerhalb des durch die Geraden 
%2=-+a und y=+ 5b gebildeten Rechtecks, von dessen Seiten 
sie berthrt wird. Jede durch den Koordinatenanfang O gelegte 
Sehne der Kurve wird als Durchmesser bezeichnet; insbesondere 
heiBen die auf den Koordinatenachsen liegenden Durchmesser A, A, 
und B, B, von den Lingen 2a und 2b Achsen der Ellipse, und zwar 
unterscheidet man die 
groBe Achse (Hauptachse), 
auf der die Brennpunkte 
F,, F, liegen, und die dazu 
senkrechte kleme Achse 
(Nebenachse). (Fig. 2.) 
Der gemeinsame Punkt O 
simtlicher Durchmesser 
ist der WMittelpunkt der 
Kurve. Die Endpunkte 
der Achsen nennt man 
Scheitel. Nun ist auch er- 
sichtlich, warum die Glei- 
chungen (1) bis (3) oben 
als Scheitelgleichungen be- 
zeichnet wurden: in die z- 
Achse fallt die eine Achse Fig. 2. 
der Kurve, die y-Achse ist 
bei (1) bis (3) Tangente in dem im Koordinatenanfang gelegenen 
Scheitel. Der Abstand ¢ eines der beiden Breunpunkte vom Mittel- 
punkt ist die lineare, das Verhiltnis c: a =A die numerische Exzen- 
trizitdt. Die Konstruktion der halben kleinen Achse 6, wenn die groBe 
Achse und die Brennpunkte gegeben sind, ist aus der Gleichung 
a* — c? =}? sofort ersichtlich, ebenso die Konstruktion der Brenn- 
punkte, wenn die beiden Achsen gegeben sind. 

Fiir die Lingen der Geraden PF, = 7, und PF, = 7,, der 
sogenannten Brennstrahlen, findet man leicht 7, = a+ 1a, ty = 
a — ix, wenn w die Abszisse von P bezeichnet. Die in P gezogene 
Normale teilt ferner die Strecke F’', F, in zwei Abschnitte, fiir deren 
Linge F,N = (a + da)a und NF, = (a — Ax) gefunden wird. 
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Daher besteht die Proportion 7,:r, = /',N: NF,, woraus hervor- 
geht, daB die Normale den Winkel F,PF, der beiden Brenn- 
strahlen halbiert, und die Tangente von P halbiert deren Nebenwinkel. 
(Schon Apollonius bekannt, Buch 3, § 48.) 

Befindet sich in dem einen der beiden Brennpunkte eine 
Lichtquelle, so laufen alle von ihr ausgehenden und durch die 
Ellipse reflektierten Strahlen im anderen Brennpunkt zusammen. 
In dieser optischen Higenschaft der Ellipse haben die Bezeichnungen 
Brennpunkt und Brennstrahl ihren Ursprung. 


2 
Der Parameter p = a der Ellipse ist, wie sich durch Kin- 


setzen von # =c in (6) ergibt, gleich der Liinge der Sehne, die 
man durch einen der beiden Brennpunkte rechtwinklig zur Achse 
ziehen kann. 

Wie die Form y = 2a x* der Ellipsengleichung zeigt, 
kann diese Kurve konstruiert werden, indem man tiber der 
Achse 2a als Durchmesser den Kreis y = Va? — 2 beschreibt 
und jede Ordinate desselben im Verhiltnis b: a@ verkleinert. Hine 
solche Zuordnung der Punkte des Kreises und der Ellipse ist eine 
affine Verwandtschaft (Kap. V, § 3) mit der Abszissenachse als 
Affinititsachse. Die mit (6) gleichbedeutende Parameterdarstellung 
(7) x=acost, y=bDsint, 
wo ¢ die sogenannte exzentrische Anomalie bedeutet, sagt dasselbe 
aus. Auf sie griindet sich die aus Fig. 3 ersichtliche Konstruktion 
von Punkten der Ellipse mit Hilfe 
zweier konzentrischer Kreise von den 
Radien a und b. 

Aus der Eigenschaft der Ellipse, 
da die Summe der Brennstrahlen kon- 
stant gleich 2a ist, folgt eine einfache 
Fadenkonstruktion(Girtnerkonstruktion). 
Wird ein mit seinen Enden in F, und F, 
etwa durch Nadeln befestigter Faden 

Fig. 3. von der Liinge 2a durch einen Zeichen- 

stift gespannt erhalten, so beschreibt 

dieser die Kurve. (Dies findet sich in der Literatur zuerst bei arabi- 
schen Mathematikern des neunten Jahrhunderts.) Man kann auch 
einen geschlossenen Faden yon der Linge 2a + 2c¢ um die Nadeln 
herumlegen und mit Hilfe des Zeichenstiftes gespannt erhalten. 

Im Falle a = b geht die Ellipse in den Kreis 2? + y? = @? 
tiber, die Brennpunkte sind dann beide in den Mittelpunkt geriickt. 
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§ 5. Gestalt der Hyperbel. 
Die Hyperbel 
a? 2 

(8) ea: 

verliuft vollstindig auBerhalb des durch die zwei Geraden « = + a 
bestimmten Flichenstreifens, wird aber von diesen Geraden in den 
Scheiteln der Hauptachse A,A, = 2a beriihrt. Die Punkte F, 
und F, heifen wieder Brennpunkte, und von ihnen ausgehende 
Lichtstrahlen werden so reflektiert, daB sie vom anderen Brenn- 
punkte ausgegangen zu sein scheinen. Durchmesser, Mittelpunkt, 
lineare und numerische Exzentrizitit, Parameter p sind bei Ellipse 
und Hyperbel in gleicher Weise definiert, doch ist jetzt c? = a? + b?. 
Der zur Hauptachse rechtwinklige Durchmesser (Nebenachse) trifft 
die Kurve in keinen reellen Punkten (Fig. 4). Aus der Gleichung 
der Kurve (8) in Polarkoordinaten 


(9) 9 ha 


Vb? cos? #— a? sin? 
erkennt man, da reelle Radienvektoren nur vorhanden sind, so- 


2 
lange tga <7. Fiir got? wird @ = oo; die ent- 


sprechenden, zu den Achsen symmetrischen Geraden, denen sich 
die Kurve unbegrenzt nihert, haben 
mit dieser erst im Unendlichen je 
zwei zusammenfallende Punkte ge- 
meinsam und heiBen Asymptoten. Die 
Kurve besteht somit aus zwei sich ins 
Unendliche erstreckenden Zweigen, 
die unendlich ferne Gerade trifft die 
Kurve in zwei getrennten reellen 
Punkten. Fir alle Punkte P des- 
jenigen Zweiges, innerhalb dessen 
der Brennpunkt F, gelegen ist, be- Fig. 4. 
steht die Beziehung r, — 7, = 24, 
fiir die Punkte des anderen Zweiges die Beziehung 7, —71, = 2a. 

Wiibrend bei der Ellipse die Halbierungslinie des Winkels 
F,PF, der zwei Brennstrahlen von P durch die zu P gehirige 
Normale halbiert wird, ist bet der Hyperbel die Tangente von P 
Halbierungslinie dieses Winkels, und die Normale halbiert den 
Nebenwinkel. 

Werden durch die lineare Substitution = (X + Y) cos 4, 
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y =(—X+Y) sin @ die Asymptoten als im allgemeinen schiefwinklige 
Koordinatenachsen eingefiihrt und beachtet man hierbei die Be- 
ziehungen cos 9 =a: Va? + b%, sin 9 =b: Va? +B’, so geht 
die Gleichung (8) der Hyperbel tiber in 


2 2 
(10) Xiesee 


Aus dieser Gleichung folgt iiberdies, daB, wenn man durch 
irgendeinen Punkt der Hyperbel Parallelen zu den Asymptoten 
zieht, das so entstehende Parallelogramm konstanten Inhalt hat. 

Im Falle a=b6 wird tg@=+41, der Winkel, den die 
Asymptoten einschlieBen, ist dann ein Rechter, die Kurve heiBt 
gleichseitige oder rechtwinklige Hyperbel. 

Beliebig viele Punkte eines Hyperbelastes lassen sich kon- 
struieren, indem man um den einen der beiden Brennpunkte mit 
beliebigem Radius 7, > c — a einen Kreis zieht, um den anderen 
Brennpunkt einen Kreis vom Radius 7, = r, + 2a; beide Kreise 
schneiden sich in Punkten P der Hyperbel, denn fiir diese Punkte 
ist die Differenz 7, — r, der Brennstrahlen gleich 2a. 

Der Parameterdarstellung x = acost, y = bsint der Ellipse 
entspricht bei der Hyperbel 


(11) x2=-+acosht, y=bsinht, 

wo cosh? und sinh? den hyperbolischen Kosinus und Sinus be- 
t Sa pee VebeU 

zeichnen (cosh t = a , sinh f = = > , € ist die Basis der 


natiirlichen Logarithmen). Da cosh ¢ stets > 1 ist, mu8 in dem 


Ausdruck fiir « das doppelte Vorzeichen gesetzt werden, 
Eine andere Parameterdarstellung ist 
a 


(12) eer y=btgo. 


Auf sie griindet sich eine einfache Konstruktion von Punkten der 
Kurve; vgl. fiir dieselbe z. B. Salmon-Fiedler, A. G.d. K. I, 330. 


§ 6. Definition der Kegelschnitte durch Brennpunkt und 
Leitlinie. 

Die drei Kegelschnitte Ellipse, Parabel und Hyperbel erhilt 
man auch bei Beantwortung der Frage nach dem geometrischen 
Ort aller Punkte P, fiir die das Verhdiltnis der Abstdnde von einem 
festen Punkt F und emer festen Geraden g konstant, etwa gleich 4 
ist (zuerst erwiihnt bei Pappus, um 300 n. Chr.). 
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Wahlt man die Gerade g als y-Achse eines Koordinaten- 
systems (Fig. 5) und legt die a-Achse 
durch den Punkt F' rechtwinklig zu g 
(F habe alsdann die Abszisse LF’ = m), 
so liefert die Forderung, daB das Verhiilt- 
nis PF’: PQ gleich 4 sei, die Gleichung 
(7 —m)? + y? = 2247, wenn aw, y die 
Koordinaten des Punktes P_ bezeichnen, 
oder auch: 


(13) fleeta is 12) (a ee ie (2 = 3) 


Zur Vereinfachung dieser Gleichung werde die y-Achse um 


die Strecke raiey| parallel zu sich selbst verschoben, also die 


Transformation 
(14) e= X+ 


m 
pe 29 
angewandt, wodurch man erhiilt: 


Y?+ (1 —4*)X?— 2m1X=0 


y= ¥ 


oder 
(15) Y? = 2maX — (1 — x 

Hier ist 4 seiner Natur nach eine positive GréBe, wihrend 
m der Festsetzung nach stets positiv angenommen werden kann. 


Setzt man 2mi = p, so erhalt man fiir 4 S 1 aus (15) wieder 


die Scheitelgleichungen (1) bis (3) der Kegelschnitte. Der gesuchte 
geometrische Ort ist daher eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je 
nachdem 41<.1, >1 oder = 1 ist. Insbesondere erscheint also 
die Parabel als geometrischer Ort aller Punkte, die von einem festen 
Punkte und einer festen Geraden gleichen Abstand haben. 

Die Gleichung (15) geht in die Gleichung der Ellipse (1) 
iiber, wenn 2m1 =p und 1 —V = fe at gesetzt wird. Fiir 


die Halbachsen a und 6 folgt alsdann 


mh mh 
(16 amphi bm a 


2 2 
ferner wird 4? = 1 — = = ae daher ist 4 die numerische Ex- 


zentrizitiit <. Die Entfernung des festen Punktes F' vom Mittel- 
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punkt M der Kurve wird gleich dem um die Strecke m ver- 
minderten Abstand des Punktes MJ vom urspriinglichen Koordi- 
natenanfang DL, es ist daher MF’ absolut genommen gleich 


m % RULERS 
rg Oy am ge 8 pt yn 


Da aber d gleich der numerischen Exzentrizitit c:a gefunden 
wurde, ist somit I/F =c, d.h. der feste Punkt F ist der eine 
der beiden Brennpunkte. Die feste Gerade g wird als die zu 
diesem Brennpunkt gehérige Direktrix oder Leitlnie bezeichnet. 
Zu dem zweiten Brennpunkt der Kurve steht natiirlich eine zweite 
Direktrix in derselben Beziehung. Auch folgt leicht, daB die halbe 
groBe Achse der Ellipse das geometrische Mittel ist zwischen der 
linearen Exzentrizitiit ¢ und dem Abstand der Direktrix vom 
Mittelpunkt der Kurve, woraus sich sofort eine einfache Kon- 
struktion der Direktrizen ergibt, wenn die grofe Achse und die 
Brennpunkte gegeben sind. Man sieht auferdem, daB die Kurve 
von den Direktrizen nicht in reellen Punkten getroffen wird. 

Ahnlich wie bei der Ellipse liegen diese Verhiltnisse bei der 
Hyperbel. 

Mit Hilfe der oben gegebenen Definition la8t sich sofort die 
Gleichung eines Kegelschnitts k in Polarkoordinaten r, ® ableiten, 
wenn z. B. die Hauptachse von k mit der Polarachse und der eine 


Brennpunkt F' mit dem Pol des Koordinatensystems zusammen- 
fallt. Man findet 


2 P 
(17) "= 9(1 fp 10088)? 


a+ an. 


wo das doppelte Vorzeichen davon abhiingt, ob die von F' aus 
nach dem anderen Brennpunkt sich erstreckende Richtung zu 
= 0 oder zu & = m gehort. 


§ 7. Gestalt der Parabel. 
Die Gleichung der Parabel 
(18) YAS 2x. 
zeigt, daB diese Kurve zur X-Achse symmetrisch und ganz auf 
der einen Seite der y-Achse gelegen ist, von der sie im Koordi- 


natenanfang, dem Scheitel S, berithrt wird. Von ihm aus erstreckt 
sie sich ins Unendliche (Fig. 6). Der Abstand des Scheitels S von 


der Direktrix ist nach (14) gleich ~, da hier 4= 1; der Scheitel 
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liegt daher auf der Achse der Kurve in der Mitte zwischen dem 
festen Punkt F' (dem Brennpunkt) und dem Schnitt Z der Achse 
mit der Direktrix. Der Parameter p ist gleich 2m und hat die 
gleiche geometrische Bedeutung wie bei 
Ellipse und Hyperbel (vgl. S. 202 u. 208). 

Die Parabel kann man sich aus einer 
Ellipse, von der ein Scheitel und ein 
Brennpunkt fest gegeben sind, dadurch 
entstanden denken, da man die grofe 
Achse der Ellipse unhegrenzt wachsen 
laBt; diese Kurve nihert sich alsdann 
mehr und mehr einer Parabel (Salmon- 
Fiedler, A. G. d. K.1, 390). Dement- 
sprechend sind der Mittelpunkt der Parabel, 
der zweite Brennpunkt und dessen Direk- Fig. 6. 
trix im Unendlichen liegend anzunehmen. 

Bei der Parabel halbtert die Normale eines Kurvenpunktes P 
den Winkel, der den Brennstrahl PF und die durch P nach dem 
unendlich fernen zweiten Brennpunkt, also parallel zur Achse ge- 
zogene Gerade zu Schenkeln hat; die Tangente halbiert den Neben- 
winkel. Von F' ausgehende Lichtstrahlen werden daher durch die 
Parabel parallel zur Achse reflektiert. Dies findet Anwendung bei 
Scheinwerfern. 

Punkte der Kurve lassen sich konstruieren, indem man um 
F mit beliebigem Radius 7 einen Kreis beschreibt und diesen mit 
einer im Abstand r parallel zur Direktrix (auf der Seite, auf der 
F liegt) gezogenen Geraden schneidet. 


§ 8. Elementare Brennpunktseigenschaften der 
Kegelschnitte. 


Dap jede Tangente eines Kegelschnitts mit den Brennstrahlen 
ihres Bertihrungspunktes gleich groBe Winkel bildet, ist schon oben 
in § 4, 5 und 7 erwihnt worden. 

Wird der eine Brennstrahl, z. B. F,P =r, eines Ellipsen- 
punktes P iiber P hinaus um den anderen Brennstrahl r, ver- 
lingert, so erhilt man eine Strecke fF, K=7,-+7,= 2a. Durch- 
lauft nun P die Ellipse, so beschreibt AK um F, als Mittelpunkt 
einen Kreis vom Radius 2a (Fig. 2). Hieraus folgt: 

Der geometrische Ort aller Punkte, die von emem festen 
Punkte F, und von einem festen Kreise mit dem Mittelpunkt F’, 
und dem Radius 2a gleichen Abstand haben, ist eine Ellipse, die 
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F, und F, zu Brennpunkten und eine Strecke von der Lange 2a 
zur Hauptachse hat. Vorausgesetzt ist hierbei, daB F wmnerhalb 
des Kreises liegt. Die gleiche Definition gilt fiir die Hyperbel, 
falls F, auBerhalb des Kreises vom Radius F, K = 1, — rz = 24 
liegt. Zur entsprechenden Erzeugung der Parabel mup der Kreis 
in eine Gerade, die Leitlinie, iibergehen. 

Ist R der FuBpunkt des von F, auf die Tangente des 
Ellipsenpunktes P gefallten Lotes (Fig. 2), so folgt leicht OR = 
4f, K=a,d.h: 

Der Ort fiir die FuBpunkte der von einem Brennpunkt auf 
sdimtliche Tangenten einer Ellipse gefdllten Lote ist der tiber der 
Hauptachse der Kurve als Durchmesser beschriebene Kreis. Der 
gleiche Satz gilt auch fiir die Hyperbel, bet der Parabel tritt an 
die Stelle des Kreises die Scheiteltangente. 

Wir fiihren noch einige weitere wichtige Satze an, die sich 
auf die Brennpunkte der Kegelschnitte beziehen. 

Lieht man in zwei Punkten P,, Py eines Kegelschnitts die 
Tangenten, so halbiert die Verbindungslinie eines Brennpunktes F' 
mit dem Schnittpunkt S dieser Tangenten den Winkel P, FP, der 
Brennstrahlen oder dessen Nebenwinkel, je nachdem P, und P, 
demselben oder zwei verschiedenen Kurvenzweigen angchéren. Dies 
letzte kann natiirlich nur bei einer Hyperbel eintreten. | 

Verbindet man den Schnittpunkt S zweier Tangenten eines 
Kegelschnitts mit den beiden Brennpunkten, so ist die eine Ver- 
bindungslinie gegen die eme Tangente unter demselben Winkel ge- 
neigt wie die andere Verbindungslinie gegen die andere Tangente. 

Der Winkel, unter dem von einem Brennpunkt aus das 
zwischen zwei festen Tangenten gelegene Stiick ciner beweglichen 
Tangente gesehen wird, ist konstant, und zwar gleich der Hailfte 
eines der beiden Winkel, die von den nach den Beriihrungspunkten 
der festen Tangenten gezogenen Brennstrahlen gebildet werden. 
Insbesondere ist im Falle der Parabel jener Winkel gleich dem 
Supplement des von den festen Tangenten selbst gebildeten und der 
Kurve zugekehrten Winkels. 

Hieraus folgt sofort der von Lambert zuerst ausgesprochene 
Satz, daB der einem Tangentendreiseit einer Parabel wmschriebene 
Kreis durch den Brennpunkt der Kurve geht. 

Das durch den Beriihrungspunkt und den Schnittpunkt mit 
der Direktria begrenzte Stick einer Tangente wird vom zugehérigen 
Brennpunkt unter rechtem Winkel gesehen. 

Die Tangenten in den Endpunkten einer durch einen Brenn- 
punkt F' gehenden Sehne (Fokalsehne) schneiden sich in einem Punkte 
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S der zu F gehorigen Direktrix und die Gerade FS ist rechtwinklig 
zur Fokalsehne. 

Bei der Ellipse wnd Hyperbel ist das Produkt der Absténde 
der beiden Brennpunkte von irgendeiner Tangente konstant, und 
ewar gleich dem Quadrat b? der halben Nebenachse. 

Naheres tiber vorstehende Siitze z. B. bei Steiner-Geiser, 
Kap. III bis V, Steiner-Schriter § 36, Reye, G. d. L. I, 155. 


§ 9. Quadratur. 


Schon Archimedes zeigte, da8 der Inhalt eines durch eine 
Gerade von der Parabel abgeschnittenen Flichenstiickes gleich vier 
Dritteln eines Dreiecks ist, das mit dem Segment gleiche Grundlinie 
und Hohe hat (Schrift tiber die Quadratur der Parabel, § 17 und 
24). Den Inhalt einer Ellipse bestimmte er gleich aba (Schrift 


iiber Konoide und Sphiroide), wobei er wuBte, daB oe gee 37 : 


Das Auftreten natiirlicher Logarithmen bei Flichen, die dureh 
einen Hyperbelbogen, eine Asymptote und zwei Parallelen zur 
anderen Asymptote begrenzt werden, wurde im 17. Jahrhundert 
bemerkt. Insbesondere wird bei der auf ihre Asymptoten als 
rechtwinklige Koordinatenachsen bezogenen gleichseitigen Hyper- 
bel xy = m? diese Flaiche F' gleich m?- In 3, wo #, und i, die 
Abszissen der Endpunkte des Hyperbelbogens bezeichnen. Fiir 
m=1, 4 =1, x =~ folgt einfach F = In %, eine Formel, die 
zur Bezeichnung der natiirlichen Logarithmen als hyperbolischer 
Logarithmen Veranlassung gab. 

Bei der Darstellung (11) einer beliebigen Hyperbel durch 
%—=-+acosht, y=b sinh? ist ¢ gleich dem doppelten Inhalt 
des Sektors, der durch den Radiusvektor OP eines Kurvenpunktes P, 
die #-Achse und den von P bis zum Schnitt mit der w# - Achse 
gehenden Hyperbelbogen begrenzt wird. 


§ 10. Rektifikation. 
Der von O bis ¢ gehende Bogen der Ellipse x =a sin t, 
y =bcost ist durch ein elliptisches Integral zweiter Gattung 
t 
(19) s=afV1— Hsin? tat =a: E(2, i), wo = “a, 
0 
gegeben (Legendre, Paris Hist. Année 1786, gedruckt 1788, 


Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 14 
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p. 616). Die Bogenlinge q eines Ellipsenquadranten lift sich 
durch die von Euler gegebene Reihe 


an iE WS 1 /1-3\? 1 /1-3-5\2 
(20) fio ae, deers art ears Cer oa | 
darstellen; in groBer Anniherung kann man diesen Ausdruck 
ersetzen durch “fa +6+ 5 (Va—-Vo ge vgl. Peano, Appli- 
cazioni geometriche del calcolo infinitesimale, Torino 1887, p. 233. 

Zu einem gegebenen Ellipsenbogen laiBt sich ein zweiter von 
der Beschaffenheit finden, daB die Differenz der beiden Bogen 
rektifizierbar ist, d. h. durch eine mit Hilfe von Zirkel und Lineal 
konstruierbare Gerade dargestellt werden kann (Theorem von 
Fagnano, verdffentlicht 1716, vgl. Produzioni matem. di Fag- 
nano II, 336, Pesaro 1750, Enneper, Elliptische Funktionen, 
Theorie und Geschichte, brsg. von F. Miller, 2. Aufl., Halle 
1890, 8.514, Cantor, G.d. W.IIL, 488). Sind nimlich B und A 
Scheitel der kleinen und groBen Achse und ist P ein Punkt des 
zugehérigen Ellipsenquadranten, so léBt sich auf diesem ein 
Punkt @ finden, so daf die Differenz der Bogen BP und AQ 
rektifizierbar ist, indem man nach Euler (Petrop. Novi Comm. 6, 
58 (1761)) folgendermafen verfihrt: Man ziehe in P die Tangente 
und trage auf sie von ihrem Schnitt A mit der kleinen Achse 
die Strecke RPS =a ab; das von S auf die groBe Achse gefillte 
Lot trifft den Ellipsenquadranten in Q. Die Bogendifferenz 
BP — AQ ist so groB wie das vom Kurvenmittelpunkt auf die 
Normale von P oder Q gefillte Lot. Vgl. auch Legendre, 
Théorie des fonctions elliptiques, Paris 1825, p. 46. 

Der Bogen der Hyperbel fithrt auf elliptische Integrale erster 
und zweiter Gattung; doch kann nach einem Satze von Landen 
(Phil. Trans., Jahrg. 1771, 298, und Jahrg. 1775, 285) ein 
beliebiger Hyperbelbogen durch zwei Ellipsenbégen ausgedriickt 
werden. Vgl. auch Kiipper, J. f. Math. 55, 89 (1858). 

Bei der Parabel fihrt die Bestimmung der Bogenlinge auf 
Logarithmen. Uber Parabelbégen, deren Differenz durch eine 
leicht zu konstruierende Gerade darstellbar ist, vgl. Azzarelli, 
Rom, Acc. L. Atti 24, 347 (1871); 25, 480 (1872). 

Chasles nannte die Bogen, deren Differenz durch eine gerade 
Strecke darstellbar ist, dhnlich (semblables), bei de Jonquiéres 
(Mélanges de gcéometrie pure, Paris 1856, p. 55) heiBen sie ares 
associés, bei Reye(G.d. L. I, 241) vergleichbar. Den Schnittpunkt S 
der in den Endpunkten M, N eines Bogens gezogenen Tangenten 
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bezeichnet Reye als Pol, die Strecken SM, SN als Schenkel 


des Bogens. Nach Chasles (C. R. 17, 838 (1843)) liegen 
die Pole vergleichbarer Bégen eines Kegelschnitts & auf einem 
Kegelschnitt, der / einschlieBt und mit & die Brennpunkte ge- 
meinsam hat; die Differenz der Bogenlingen ist gleich der 
Differenz der Schenkelsummen (Beweis bei Reye, Ziirich Viert. 
41? 70 (1896); G. d. L.I, 242f.). 


§ 11. Kegelschnittzirkel. 


Die meisten Apparate zum Zeichnen einer Hilipse griinden 
sich auf einen der zwei folgenden kinematisch zusammengehérigen 


 Satze: 


1. Wenn ein Kreis k’ in einem anderen & von doppelt so 
groBem Radius rollt, ohne zu gleiten, so beschreibt jeder mit k’ 
fest verbundene Punkt eine Ellipse, die fiir Punkte der Peripherie 
von # in einen doppelt zu zihlenden Durchmesser von k tibergeht 
(diese Erzeugungsweise zuerst bei de la Hire, Paris Hist. Année 
1706, gedruckt 1707, p. 350). 

2. Bewegen sich die Endpunkte P,, P, einer Strecke von 
gegebener Linge auf zwei sich schneidenden festen Geraden 
(Kreuzglied), so beschreibt ein mit der Strecke fest verbundener 
oder auf der Strecke gelegener Punkt P eine Hilipse e. Dies findet 
sich fiir Punkte auf der Strecke schon bei Proklus (410—485 
n. Chr.), allgemein bei F. van Schooten, 1646. 

Wird bei der eben erwihnten Erzeugungsweise die Strecke 
P,P, nebst P festgehalten und werden die das Kreuzglied bilden- 
den, vorher festen Geraden bewegt, so hat man das sogen. Kreug- 
schleifengetriebe. Der jetzt ruhende Punkt P beschreibt im bezug 
auf das bewegte Kreuzglied die Ellipse e. Die in P befestigte 
Spitze eines Stichels zeichnet daher diese Ellipse in ein am Kreuz- 
glied befestigtes Werkstiick. Auf diesem Mechanismus beruht das, 
so viel man weiB, von Leonardo da Vinci (1452—1519) er- 
fundene Ovalwerk (Hllipsendrehbank). 

‘Die Fadenkonstruktion der Ellipse wurde schon in § 4 er- 
wahnt. 

Ein Instrument zum Zeichnen der Parabel hat Isidorus 
von Milet im sechsten Jahrhundert n. Chr. gegeben; Eutokius 
berichtet, dasselbe habe die Gestalt eines 4 gehabt. Vermutlich 
hatte das Instrument folgende Ninrichtung: Der Schenkel QR 
eines rechten Winkels QRS gleitet an der Direktrix der Parabel 

1A 
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(Fig. 7); an einem Punkte S des anderen Schenkels ist das eine 
Ende eines Fadens von der Linge RS befestigt, dessen zweites 

Ss Ende sich im Brennpunkt F' der Parabel 
befindet. Ein Zeichenstift P, der den 
Faden durch Andriicken an RS gespannt 


z erhilt, beschreibt alsdann, wahrend RQ 

F an der Direktrix gleitet, eine Parabel. 
Ein Apparat, der je nach seiner 

R Q Hinstellung irgendeine der drei Kegel- 

Fig. 7. schnittarten za zeichnen gestattet, ist 


der Kegelschnittzirkel von Hildebrandt. 
Er beruht auf einem Satze von Dandelin (Bruselles Noww. 
Mém. 2, 172 (1822)), wonach die Brennpunkte des Schnittes 
einer Ebene ¢ mit einem Rotationskegel die Bertihrungspunkte 
von €¢ mit denjenigen zwei Kugeln sind, die dem Kegel ein- 
geschrieben sind und die Ebene beriihren (vgl. E. Fischer, 
Dinglers Polyt. J. 282, 241 (1891) und 287, 246 (1893). 
W. Jiirges (Zschr. f. M. 38, 350 (1893)) hat einen Mechanismus 
zum Zeichnen eines durch fiinf Punkte bestimmten Kegelschnitts 
angegeben. 

Naheres tiber Kegelschnittzirkel bei Rittershaus, Verh. d. 
Vereins z. Beford. d. GewerbfleiBes in Preugen 54, 269 (1874), 
E. Fischer, Dinglers Polyt. J. 255, 267 (1885), von Braun- 
mthl im Katalog math. Modelle, hrsg. von W. von Dyck, Miin- 
chen 1892, S. 55; in diesem Katalog sind iiberhaupt zahlreiche 
Kegelschnittzeichner aufgefiihrt (S. 227—230 und 340—3243), 
ebenso in dem 1893 erschienenen Nachtrag (S. 42—48). 


Kapitel XI. 


Allgemeine Theorie der Kegelschnitte. 
Von F. Dingeldey in Darmstadt. 


§ 1. Hinleitende Bemerkungen. 


Im vorangehenden Kapitel wurden hauptsichlich metrische 
oder elementar-geometrische Higenschaften der Kegelschnitte be- 
handelt, Higenschaften, die bei einer ,,équiformen Transformation“ 
der betr. Gebilde erhalten bleiben. Zur niheren Erlauterung dieses 
von Heffter eingeftihrten Ausdrucks sei bemerkt, daB man drei 
elementare Beziehungen zwischen den Elementen der Ebene (Punkt 
und Gerade) nebst zugehérigen Transformationsgruppen unter- 
scheiden kann: Die Inzidenz oder das Ineinanderliegen eines Punktes 
und einer Geraden, die Parallelitdt und die Orthogonalitdt zweier 
Geraden. Die zugehérigen Transformationen (vgl. Kap. III) sind 
die kollineare oder projektive Transformation, die alle Inzidenzen 
erhalt, die affine Transformation, die alle Inzidenzen und Paralle- 
litiiten erhilt, die ahnliche oder Aquiforme Transformation, die 
alle Inzidenzen, Parallelititen und Orthogonalitiiten erhilt. Dem 
Sinne nach findet sich diese Unterscheidung schon bei Mobius 
(B. K. § 248 = Ges. Werke I, 316); besonders zur Geltung 
gebracht hat sie F. Klein (,,Ausgcwdhite Kapitel der Zahlentheorie“, 
autogr. Vorl. 8. 51 ff. Gdttingen 1896) in Ubereinstimmung mit 
seinem Erlanger Programm Vergleichende Betrachtungen tiber 
neuere geometrische Forschungen, Erlangen 1872 = Math. Ann. 
43, 63 (1893). Vgl. auch Study, Leipz. Ber. 48, 649 (1896); 
Heffter, Math.-Ver. 12, 490 (19083). 

Bei Heffter und Kéhler (A. G.) werden erst die durch die 
Gruppe der projektiven Transformationen bestimmten Eigenschaften 
der Kegelschnitte behandelt, es folgen die Untergruppen der affi- 
nen und schlieBlich die der iquiformen Transformationen. Die 
umgekehrte, von Mébius (B. K. Abschn. II) gewihlte Reihenfolge 
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stimmt mit der historischen Entwicklung der Theorie der Kegel- 
schnitte tiberein. Dem widerspricht auch nicht, daB Desargues 
(1593—1662) die verschiedenen Schnitte des Kegels als Unter- 
arten einer einzigen Kurve betrachtete oder Parallelen als beson- 
deren Fall von Geraden ansah, die sich in einem Punkte schneiden, 
denn gerade Desargues war bemitht, Higenschaften des Kreises 
auf die Kegelschnitte zu tibertragen (B. p.). Die reine Geometrie, 
die auf die Hilfsmittel der Analysis verzichtet, wird den mit der 
historischen Entwicklung iibereinstimmenden Gang bevorzugen 
(vgl. hierzu auch H. Wiener, Abh. zur Sammlung math. Modelle 
L, 55 (1907)). 

Im folgenden aber, wo wir von der allgemeinen Gleichung 
einer Kurve 2. Ordnung ausgehen und insbesondere auch Krite- 
rien fiir die in ihr enthaltenen speziellen Kurven ableiten, sollen 
zuerst einige durch projektive Koordinatentransformation (Zentral- 
projektion) unzerstérbare Eigenschaften dieser Kurven betrachtet 
werden. 


§ 2, Gleichung der Kurve 2. Ordnung. 


Die Gleichungen der Kegelschnitte, zu denen wir im vorher- 
gehenden Kapitel gelangt waren, sind simtlich in den Veriinder- 
lichen x, y von héchstens zweitem Grade. Es liegt daher die Frage 
nahe, ob die allgemeine Gleichung zweiten Grades in # und y: 


(1) a2? + 2ayry + dggy® + 2a, + 2aggy + Ags = 0, 

in der die Koeffizienten a,, stets reell vorausgesetzt werden sollen, 
noch andere Gebilde als Ellipse, Hyperbel, Parabel oder ein Ge- 
radenpaar darstellen kann. Uberhaupt liegt das Bediirfnis vor, die 
auf ein System homogener projektiver Koordinaten 2,, #9, Ly (vgl. 
S. 134) bezogene Kurve zweiter Ordnung: 

(2) f( Gy) ayy My? + Qayy wy Hy + yyy” + ayy, He 


+ 2 digg %yXy + Ggg%y* = O 


3.8 
PP —— (Aj, = 7) 


t=1 k=1 


oder 


naiher zu untersuchen. 

Eine solche Kurve k ist im allgemeinen durch fiinf beliebige 
Punkte der Ebene bestimmt, denn nach Division von (2) durch 
irgendeinen von Null verschiedenen Koeffizienten a,, enthilt die 
Gleichung noch fiinf voneinander unabhingige Koeffizienten. Hine 
durch fiinf gegebene Punkte bestimmte Kurve 2. Ordnung laBt 


§ 2. Gleichung der Kurve. § 3. Pol und Polare. 915 


sich analytisch durch eine gleich Null gesetzte Determinante 
6. Grades darstellen, von der eine Zeile lautet: 
Wy” yy By” yy Myly Mh”, 

wihrend die tibrigen Zeilen die gleichen Verbindungen der Koor- 
dinaten fiir fiinf gegebene Punkte enthalten. 

Bezeichnet man die fiinf Punkte mit a, b, c, d, e und z. B. mit 
G,, 4, d3 die Koordinaten von a, so lift sich die Gleichung von k 
auch in die Form 


(3) (ade) (bce) (aba) (cdx) — (abe) (ede) (adx) (bex) = 0 


bringen, wobei z. B. (ade) die Determinante >) + (a, d,¢,) darstellt. 
Durch Vertauschungen der a, b, ¢, d, e lassen sich im ganzen 15 
ihnlich wie (3) gebaute Gleichungen aufstellen. Ihr Zusammen- 
hang unter sich und mit der vorerwiihnten Determinante 6. Grades 
ist mehrfach untersucht worden, u.a. von ReiB, Math. Ann. 2, 396 ff. 
(1870); Hunyady, J. f. Math. 83, 79 (1877) und 92, 307 (1882); 
Mertens, J. f. Math. 84, 355 (1878); Scholtz, Arch. Math. Phys. 
62, 317 (1878); Pasch, J. f. Math. 89, 247 (1880); Caspary, 
J. f. Math. 92, 130 (1882); Gordan, Math.-Ver. 4, 155 (1897); 
Study, Leipz. Ber. 47, 542 (1895). 


§ 3. Schnittpunkte mit einer Geraden. Pol und Polare. 
Eine beliebige Gerade, z. B. die Verbindungslinie g zweier 
Punkte x und y, von denen mindestens # der Kurve k nicht 
angehéren mige (f(#,%) = 0), hat mit k zwei Punkte gemein- 
sam, die allerdings auch imaginir sein kénnen. Sollen nimlich 
Y;, +Ax,; (« = 1, 2,3) die Keordinaten eines Schnittpunktes von k& mit g 
sein, so liefert ihre Substitution in (2) die in 4 quadratische 
Gleichung 


(4) f(y,y) + 22f(y,#) + f(a, 2) = 0, 
wo 
f(y, 2) =4f G4, + $f Ge)%, + $f Ys) 4s 
= (AY, + 4494 + Ay3 Y3) ey 
op CAA + a9 Yq + Ogg Y3) Xe 
+ (4314, + 43242 + agg Ys) © 


Man beachte iiberdies, daB der Ausdruck f(y, x) bei Vertau- 
schung der x, mit den y, unverindert bleibt. Den Wurzeln 4,, 4, 
von (4) entsprechen zwei Schnittpunkte von & mit 9. 


(5) 
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Soll das Schnittpunktepaar zu dem gegebenen Punktepaar 
harmonisch liegen, so muB 4, =—A,, also 4, +4, = O sein, dh. 
in (4) muB der Faktor f(y, ) von 24 verschwinden. Wird der 
eine der beiden Punkte y und «, 2. B. y, willkiirlich aber fest ge- 
wihlt, zieht man alsdann durch ihn beliebige Strahlen und kon- 
struiert man auf jedem derselben den vierten harmonischen Punkt 
zu y und dem Schnittpunktepaar des Strahles mit der Kurve k, 
so liegen alle diese vierten harmonischen Punkte auf der Geraden 
f(y, ) = 0, der Polare des Punktes y in beeug auf k (Desargues 
B. p. = Euwores 1, 164 und 186). Der Name Polare rihrt von 
Gergonne her, Ann. de Math. 3, 297 (1813); y heiBt nach 
Servois (Ann. de Math. 1, 337 (1811)) der Pol dieser Geraden. 
Uberhaupt heiBen zwei 
Punkte y und xz, deren 
Verbindungslinie g von 
kin einem zu y und & 
harmonischen Punkte- 
paare getroffen wird, 
harmonische Pole(Stei- 
ner, S: Ey Ne4e=— 
Werke I, 350) oder kon- 
jugierte Pole (Hesse, 
J. f. Math. 20, 291 
(1840) = Ges. Werke, 
S. 30f.) von k. 

Alle auf g gelegenen, 
zu den Schnittpunkten 
mit k harmonischen 

Fig. 1. Polepaare bilden eine 
Involution (vgl.$.118), 
deren Doppelpunkte aus den zwei Schnittpunkten bestehen. 

Die schon oben erwihnte Vertauschbarkeit von y mit x in 
dem Ausdruck f(y, x) hat zur Folge: Liegt y auf der Polare von a, 
so liegt auch x auf der Polare von y. Hieraus geht weiter hervor, 
dap sich die Polare von y um x dreht, wenn y die Polare von « 
durchlauft, und umgekehrt: Dreht sich eine Gerade um einen ihrer 
Punkte, so beschreibt ihr Pol die Polare dieses Punktes (De la Hire, 
S.c., $.12 und 33ff.). Zwei Geraden, deren jede durch den Pol der 
anderen geht, heiBen harmonische oder konjugierte Polaren. 

Ks liegt die Frage nahe, ob die Polare eines Punktes y 
durch y selbst hindurchgehen kann. Man sieht, daB alsdann 
f(y, y) =0 sein muB, d.h. der Pol y mu auf der Kurve liegen; 


P 


§ 4. Gleichung in Linienkoordinaten. vA fe 


wie (5) zeigt, wird in diesem Falle die Polare zur Tangente des 
Punktes y. 

Eine Konstruktion der Polare eines beliebigen Punktes P 
griindet sich auf den Satz, daB bei jedem vollstindigen Viereck 
der vierte harmonische Punkt zu zwei Ecken A, B und zu der 
auf ihrer Verbindungslinie liegenden Nebenecke P auf der Ver- 
bindungslinie der beiden anderen Nebenecken Q, R liegt. Man 
lege daher durch P zwei Strahlen, die die Kurve k in A, B bzw. 
C, D schneiden (Fig. 1); die Polare von P ist alsdann die Ver- 
bindungslinie der Doppelpunkte @, & der beiden Geradenpaare, die 
sich noch durch die Ecken des Vierecks A BCD legen lassen. Mit 
_ Riicksicht darauf, daB R leicht auBerhalb des Zeichenblattes fallt, 
legt man besser durch P noch eine dritte Gerade, die i in H und 
F irifft, und verbindet nun EH, I’ kreuzweise mit A und B oder 
mit C und D, Der Schnittpunkt dieser sich kreuzenden Geraden 
(z. B. 8) ist wieder ein Punkt der Polare. 


§ 4. Gleichung in Linienkoordinaten. 


Die Koordinaten u,, w., uv; der Polare von y in bezug auf 
(2) sind nach (5) von der Form 


(6) OU; = 51H, + Oj2Y4. + 4343 = aly), @=23) 
wo 9 einen Proportionalititsfaktor bedeutet. Umgekehrt entspricht 
jeder Polare mit den Koordinaten uw, ein Pol y, wenn sich die 
Gleichungen (6) eindeutig nach den y, auflésen lassen, also wenn 


G4, %q M8 
(7) A =| Gq eq gg | + O 
| 431 G32 33 
‘ist. Einstweilen sollen die Kurven, bei denen A + 0 ist, als etgent- 


liche Kurven 2. Ordnung bezeichnet werden. Fiir die Koordinaten y; 
des Pols erhilt man im Falle A + 0 aus (6): 


(8) OY, = Ay, + Ag; + Ag ;%g, (@=1, 2,3), 


wo A,, die Unterdeterminante von a,, in A bedeutet und o = A: @ ist. 

Die Gerade w ist eine Tangente der Kurve (2), wenn sie 
durch ihren Pol y hindurchgeht, d.h. wenn wy, + UgYo + U3 Y3 = O 
ist. Durch Elimination der y, aus dieser Gleichung und aus den 
drei Gleichungen (8) erhilt man die Bedingung daftir, daB eine 
Gerade w im Falle 4 +0 Tangente der Kurve (2) sei, in der 
Gestalt 
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(9) F(u,u) = Ayu? + 2Asy ty Ue + Aggy Ua” + 2 Asst Us 
+ 2 Ags tgus + Aggg” == 05 


womit man die Gleichung der Kurve k in Linienkoordinaten ge- 
funden hat. Man sieht, daB eine Kurve 2. Ordnung im Falle A =- 0 
auch von der 2. Klasse ist; von einem beliebigen Punkt der Ebene 
lassen sich daher zwet Tangenten an die Kurve legen, die freilich auch 
imaginir sein kénnen, und fiir einen Kurvenpunkt zusammenfallen. 
Der Ausdruck F'(u,w) heiBt die zu f(x, x) adjungierte quadratische 
Form. 

Die quadratische Gleichung (4) hat zwei gleiche Wurzeln, 
wenn die Koordinaten von y und x die Bedingung erfiillen: 


(10) f(y, y) + f(%, *) —{fy, #)}? = 0. 


In diesem Falle sind die Schnittpunkte der Kurve & und der 
Verbindungslinie g der Punkte y und # in einen einzigen Zu- 
sammengeriickt, die Gerade g ist eine Tangente von k. Wird 
wieder y beliebig aber fest gewahlt, so muB die Gleichung (10) 
durch jeden Punkt einer der beiden von y an k zu legenden Tan- 
genten erfiillt werden, sie stellt daher in laufenden Koordinaten 2; 
dieses Tangentenpaar dar. 

Uberdies ist leicht einzusehen, daB die Ausdrticke (9) und 
(10) ineinander iibergehen, wenn man setzt: 


(11) Uy = L_Y3 — U3Yo, Ug = XgY, — Yq, Uz = LyYq — Xo Yj- 


Hieraus folgt, dab eine Gerade wu die Kurve (2) in reellen 
oder imagindren Punkten trifft, je nachdem F(u,w) <0 oder >0 
ist. Eine imaginire, nicht zerfallende Kurve wiirde vorliegen, wenn 
bei A+ 0 der Ausdruck F(w,w) fiir beliebige reelle Werte der 
Uy, Ug, Us Stets positives Vorzeichen annihme (eine positive defi- 
nite Form wire). Man findet als notwendige und hinreichende Be- 
dingung hierfiir A,; > 0 und Aa,,> 0, wo i eine beliebig wihlbare 
der Zahlen 1, 2, 3 bedeutet, wihrend k eine der beiden iibrigen, 
von i verschiedenen Zahlen ist (vgl. z. B. Gundelfingers 1. und 
2. Supplement zu seiner Ausgabe von Hesses A. G. d. R., Leipzig 
1876, 8.449; Kohler, Arch. Math. Phys. (3) 3, 29 (1902); Heffter 
und Kéhler, A. G. 8. 284 ff). 

Die Schnittpunkte der Polare eines Punktes y mit der Kurve 
(2) sind, wie (10) zeigt, auch Punkte des Tangentenpaares; dic 
Polare von y trifft daher die Kurve k in den Bertihrungspunkten 
der Tangenten, die man von y ank giehen kann. Je nachdem diese 
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Tangenten reell oder imaginir sind, schneidet die Polare die Kurve 
in reellen oder imaginiren Punkten. 

Die Gesamtheit der durch k im Verhialtnis von Pol und Polare 
durch (6) einander zugeordneten Punkte und Geraden bezeichnet 
man als Polarsystem, die Zuordnung selbst als eine Polarrezipro- 
zitdét. Die Gleichungen (6) stellen nach S. 141, wenn die Bezie- 
hungen a, = a,; nicht erfillt sind, eine allgemeine Korrelation 
oder Reziprozitit dar (vgl. S. 119). In dieser erfiillen die Punkte, 
die auf den ihnen reziproken Geraden liegen, einen Kegelschnitt; 
die Strahlen, die durch die ihnen reziproken Punkte gehen, umhiillen 
einen anderen Kegelschnitt. Diese zwei Kurven (Polkegelschnitt 
und Polarkegelschnitt) vereinigen sich nur in dem involutorischen 
Falle der Polarreziprozitit zu der Ordnungskurve oder Direktrix 
f(x,x) =O des Polarsystems. Niaheres bei v. Staudt, G. d. L. 
§18f.; Steiner-Schriter, 8. 391ff; Salmon-Fiedler, A. G. 
d. K. I, 748 ff. 

§ 5. Zerfallende Kurven. 


Zu jeder Geraden w gehdrt nach (6) nur dann ein bestimmter 
Pol y, wenn A + 0 ist. Im Falle A = 0 1&Bt sich aber, solange 
nicht auch alle A,, verschwinden, ein Wertsystem 4, : Z : % an- 
geben, das die drei Gleichungen erfillt: 
(12) $f (@) = A121 + Aj % + 32% = O, @=1, 2, 3), 
und zwar ist alsdann 2, : Z) : 23 = A;,:Aj;,:4;3, wo 7 irgendeine 
der Zahlen 1,2,3 sein kann. Dieser Punkt z, der offenbar auf 
der Kurve & liegt, kann als konjugierter Pol zu jedem Punkt der 
Ebene betrachtet werden. Zur Untersuchung des jetzt vorliegen- 
den Gebildes (2) nimmt man auf k einen beliebigen Punkt # an und 
verbindet ihn mit z; irgendein Punkt dieser Geraden hat dann 
Koordinaten von der Form 2, + 2,, (@=1,2,3), die auf Grund 
yon (12) die Gleichung (2) identisch erfiillen. Jeder Punkt dieser 
Geraden gehért somit der Kurve k an, die Kurve zerfallt daher 
in eine Gerade und einen weiteren Bestandteil, der wieder eine 
Gerade sein mu, und zwar eine, die durch ¢ geht, denn fiir ihre 
Punkte gilt dasselbe wie fiir die Punkte der Verbindungslinie von 
xz mit z. Im Falle A =0 besteht also die Kurve aus zwei Geraden; 
sie lassen sich auch einzeln darstellen (Cayley, London Trans. 
152, 2. Teil, S. 643, Jahrg. 1862, gedr. 1863 = Coll. pap. IV, 400; 
Gundelfinger, Vorl., S. 262 und 38). - 

Auch die Umkehrung, da fiir jede Gleichung eines Geraden- 
paares A verschwindet, ist leicht zu beweisen (Clebsch-Linde- 
mann, Vorl. 8.183; Gundelfinger, Vorl. S. 29f.). 
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Der Ausdruck A ist eine Invariante, die Diskrominante vou 
f(#, x): Wird die Form f(a, #) einer linearen Transformation unter- 
worfen, so ist die fiir die transformierte Form gebildete Diskri- 
minante A’ gleich dem Produkt aus A und einer (namlich der 
zweiten) Potenz der Transformationsdeterminante. 

Indem wir das gleichzeitige Verschwinden der drei GréBen A,,, 
das bei A = 0 das Verschwinden siimtlicher A,, zur Folge hatte, 
vorliufig ausschlieBen, lat sich leicht das Realititskriterium des 
Geradenpaares ableiten. Ist z. B. A,;- 0, so wird f(z, x) = 0 
transformiert mit Hilfe der Formeln 
(13) t= Uy, ty = & + he Se tier = 


ey 

wo i,k, 1 irgendeine Permutation von 1, 2, 3 bedeutet und 
A;,+0 ist. Die Ecke x, = 0, z/ =O des neuen Koordinaten- 
dreiecks liegt dann im Schnittpunkt z des Geradenpaares. Die 
Transformation ergibt a,,7,7 + 2a,,0, 2, + a,2/?—=0, somit 
zwei reelle oder imaginire Geraden, je nachdem a,,4,, — 4,7 = A,, 
< oder > 0 ist. 

Verschwinden alle GréBen A;; und A;,, wozu, wie erwahnt, 
schon das Verschwinden yon A und A,,, Aj., As; ausreicht, so 
ist f(w, ~) das Quadrat eines linearen Ausdrucks, f(#, 7) = 0 stellt 
eine Doppelgerade dar. Es mu8 nimlich alsdann mindestens eine 
der drei GréBen a,,, agg, @s3 von Null verschieden sein, da sonst 
simtliche a,, verschwinden wiirden. Ist etwa a,, = 0, so laBt 
sich f(x, x) =O nach Multiplikation mit a,, unter Benutzung 
von A,, = A,. = A,3 = 0 in die Form bringen: 


(14) (Gyy ay FP A492 + A133)” =10: 


Dap auch wngekehrt fiir jede eine Doppelgerade darstellende 
Gleichung sdmtliche A;, verschwinden, ist sofort ersichtlich. 

Die zu einem gewohnlichen Geradenpaar gehirige Gleichung 
in Linienkoordinaten reduziert sich, wie aus (9) und den oben 
angegebenen Koordinaten des Schnittpunktes z des Geradenpaares 
folgt, auf (z,u, + 2,%2 + 23,u5)” = 0, sie stellt daher den Punkt g 
doppelt zdhlend dar. Ist f(a, «) = 0 eine Doppelgerade, so ver: 
schwindet F(u,w) identisch. | 


§ 6. Kurve zweiter Klasse. 


Zu jedem der in § 2 bis 5 abgeleiteten Sitze l&Bt sich eir 
dual entsprechender (vgl. 8. 109) angeben, wenn man yon dei 
Gleichung einer Kurve (Enveloppe) 2. Klasse (vgl. S. 138): 


§ 6. Kurve zweiter Klasse. § 7. Polardreieck. Polarviereck. 922] 


(15) p (u,u) = 02 2 Oty Wy Ua, + Clg Uy” + 2 043 Uy Us 
+ 2otgs Ue Uz + O53 3” = O 


ausgeht. Nur einige Sitze seien hervorgehoben. 
Von einem beliebigen Punkt der Ebene lassen sich zwei Tan- 
genten an die Kurve (15) legen. 

Nimmt man auf einer Geraden v beliebig viele Punkte an und 
konstrmert man den durch irgendeinen dieser Punkte gehenden 
vierten harmonischen Strahl zu v und zu den beiden Tangenten, die 
von dem Punkte an (15) gezogen werden kinnen, so gehen alle diese 
vierten harmonischen Strahlen durch .einen und denselben Punkt, 
den Pol der Geraden v. Seine Gleichung ist 


(16) p (u,v) = py (r) uy, ote $D (vq) Ug ny £ (Vg) ug =): 


Ist v eine Tangente der Kurve, so stellt (16) ihren Beriihrungs- 
punkt dar. 

Die Kurve (15) zerfallt in ein Punktepaar, wenn die Deter- 
minante A = >) + (04; 90353), Wobei ,, = o,,, verschwindet; es 
hegt ein Doppelpunkt vor, wenn auch noch alle Unterdetermi- 
nanten A;, verschwinden, wozu das Verschwinden von A und A,,, 
Ass, Asg ausreicht. 

In Punktkoordinaten hat die Kurve (15) die Gleichung: 


(17) D(a, &) = Aya? + 2Ajy aH + Azo ity” + 2A 15% Mg 
+ 2Ags%_ 5 + Ags” = 0, 


die im Falle A = 0 den Trager des alsdann vorliegenden Punkte- 
paares doppelt ziihlend darstellt. Die Kurve 2. Klasse ist daher 
im allgemeinen auch von der 2. Ordnung. Im Falle eines Doppel- 
punktes verschwindet (17) identisch. 


§ 7. Polardreieck. Polarviereck. 


Drei Punkte, von denen je zwei konjugierte Pole einer Kurve 
2. Ordnung k sind, bestimmen ein Polardreieck; seine Seiten sind 
paarweise konjugierte Polaren. Fiir eine gegebene Kurve gibt es 
oo® solche Dreiecke (vgl. S. 120). 

Bezogen auf ein Polardreieck als Koordinatendreieck kann die 
Gleichung der Kurve nur die Quadrate der Verdénderlichen ent- 
halten. Denn die Polare der Ecke y,=0, y, =0 in bezug auf f(a, x) =0 
hat die Gleichung a5, %, + ds9% + dg3%3 = 0; soll diese mit x, = 0 
zusammenfallen, so miissen a, und a3, verschwinden. Bei Bertick- 
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sichtigung der anderen Ecken tritt hierzu noch aj,=0O. Die 
Gleichung der Kurve ist alsdann 
(18) 44H" + Ogg Bq” + gg 2_” = 0. 

Offenbar gilt auch die Umkehrung: Enthilt die Gleichung 
f(“,”) =O nur die Quadrate der Veriinderlichen, so ist sie auf 
ein Polardreieck bezogen. (Vgl. auch S. 227.) 

Drei Geraden, von denen je zwei konjugierte Polaren emer 
Kurve 2. Klasse sind, bilden ein Polardreiseit; seine Ecken sind 
paarweise konjugierte Pole. 

Polarviereck einer Kurve k heift nach Reye (G. d. L. 1, 250) ein 
solches volistindiges Viereck, dessen drei Seitenpaare Paare konju- 
gierter Polaren von k sind. Polarvierseit heift ein vollstindiges Vier- 
seit, bei dem die drei Eckenpaare konjugierte Polepaare von k sind. 
Es gilt der Satz von Hesse: Sind ewei Paare von Ecken eines voll- 
stdndigen Vierscits konjugierte Polepaare von k, so sind auch die 
Punkte des dritten Paares konjugierte Pole (J. f. Math. 20, 301 
(1840) = Ges. Werke, 8. 41; J. f. Math. 36, 146 (1848) = Ges. 
Werke, 8S. 159; Cremona, G. Th., 8. 161; Rosanes, Zschr. f. 
M. 17, 174 (1872)). 


§ 8. Verhalten zur unendlich fernen Geraden. 


In der affinen Geometrie werden zu den projektiven Higen- 
schaften die parallelmetrischen hinzugefiigt, die unendlich ferne 
Gerade g,, ist zu adjungieren, und es kommen nur solche Umfor- 
mungen in Betracht, die g, in sich tiberfiihren. Dementsprechend 
werden wir homogene schiefwinklige Parallelkoordinaten x, y, Z 
zagrundelegen, wo alsdann z = 0 die Gerade g, darstellt, bzw. 
homogene Plickersche Linienkoordinaten w, v, w. Die Gleichung 
der Kurve 2. Ordnung & sei also 


(19) ayy 2® + Qayyxy + Aggy? + 2aygue + Qao3y ez + Agge? = 0. 


Das naturgemife EKinteilungsprinzip ist die projektive Be- 
schaffenheit der beiden Schnittpunkte von g,, mit k. Da diese Punkte 
durch 
(20) £=0, 44,27 + 2ajoay + doy” = 0 
dargestellt sind, trifft die Kurve die Gerade g_, in zwei verschiedenen 
reellen oder imaginiren oder in zwei zusammenfallenden Punkten, je 
nachdem Aj; = 419g — 44)” <0 oder > O oder = 0 ist. Diesen 
drei Fallen entsprechend ist / im Falle A + 0 eine Hyperbel, Ellipse 
oder Parabel, wie die Transformation der Gleichung (19) in ibre 


§ 8. Klassifikation. § 9. Konjugierte Durchmesser. 993, 


einfachste Gestalt in § 10 zeigen wird. Im Falle A = 0, A,,= 0 
ist k ein Geradenpaar mit unendlich fernem Schnittpunkt, also ein 
Parallelenpaar, und zwar reell oder imaginir, je nachdem eine 
der GréBen A,, oder A, <0 oder > 0 ist; mit Riicksicht auf 
A,, Ag. — A®?, = Ads3 = 0 haben ja diese beiden GréBen bei A = 0 
gleiches Vorzeichen, wenn nicht noch eine von ihnen verschwindet. 
In Wirklichkeit ist 43, eine simultane Invariante der terniren 
quadratischen und der linearen Form, die die Kurve und g,, dar- 
stellen (vgl. Boole, Cambr. math. J. 3, 11f. (1848)). Dies tritt 
deutlich hervor, wenn man bei diesen Betrachtungen die allgemeinen 
projektiven Koordinaten beibehalt, wie dies z. B. Gundelfinger 
~(Vorles. § 4—6) tut. 


§ 9. Konjugierte Durchmesser. Mittelpunkt. 


Riickt der zu einer Polare der Kurve k gehérige Pol P ins 
Unendliche, so werden die durch ihn gelegten Strahlen einander 
parallel, und die Polare muB nun alle durch diese Strahlen ge- 
bildeten Sehnen halbieren, sie wird ein Durchmesser von k, und 
zwar der zur Richtung des Sehnensystems konjugierte Durchmesser. 
Durchliuft P die Gerade g,,, so drehen sich die zugehérigen Durch- 
messer um den Pol von gy, (§ 3), den Mittelpunkt der Kurve, 
so genannt, weil er die Mitte aller durch ihn gelegten Sehnen ist. 
Er liegt immer im Endlichen, von dem Falle abgesehen, dab g,, 
mit k zwei zusammenfallende Punkte gemeinsam hat. Der in einem 
System paralleler Sehnen befindliche Durchmesser bildet mit dem 
zu der Richtung des Systems konjugierten Durchmesser ein Paar 
konjugierter Durchmesser. 

Ist wx + vy + 1 = 0 die nicht-homogene Gleichung der Po- 
lare des Punktes = a, y = by, So bestehen ftir ihre Linien- 
koordinaten nach (5) die Gleichungen 


(21) yokes Ay 1 Uy TH Ay, Oy + Us Se Gs1 Ay + Mao Oy + Aes 
Ag, Uy + Age Oy + Gigs’ Gg My + Age Dy + eg 

Diese Ausdriicke miissen verschwinden, falls die Polare die 

Gerade g,,, ihr Pol a, 6) der Mittelpunkt der Kurve sein soll; 

fiir ihn bestehen somit die Gleichungen 

(22) yy Ay + yg 0y + M43 = 0, yy My + Mq9) + Mos = 9, 

aus denen 

(23) dy = Agy: Agg, 5) = Age : Ags 

folgt. 
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Betrachtet man (22) als Gleichungen zweier Geraden, in die 
an Stelle der laufenden Koordinaten die Werte a), by eingesetzt 
wurden, so kénnen hinsichtlich der Lage dieser Geraden drei Fille 
eintreten: 1. sie schneiden sich im Endlichen (A;, + 0), 2. sie 
sind parallel (A,;,; 0, aber mindestens eine der GroBen A,;, 
A,, + 0), 3. sie fallen zusammen (A,,, Aso, As3 = 0, womit gleich- 
bedeutend A,,, 40). Im ersten Falle gibt es nur einen im End- 
lichen, im zweiten Falle einen im Unendlichen legenden Mittel- 
punkt, im dritten Falle unendlich viele Mittelpunkte, die eine 
Gerade (die Mittelpunktslinie) erfiillen, und die Kurve wird ein 
Parallelenpaar (§ 8). 

Es liegt nahe, im ersten Fall den Koordinatenanfang durch 
Parallelverschiebung « = § + a, y= -+t b, in den Mittelpunkt 
der Kurve zu verlegen; ihre nicht-homogene Gleichung wird alsdann 


(24) 04,8? + 2ayyEy + dyyy? +x = 0, 
wo ° 
(25) % = Ay Ay + Ugg Dy + gg = Az Ags 


ist. Im Falle A =O ist diese Transformation bereits in § 5 
benutzt worden. Sie wiirde auch im dritten Falle durchfihrbar 
sein; gleichgitiltig, in welchen der unendlich vielen Mittelpunkte 
man den Koordinatenanfang verlegt, erhilt hier x, obgleich A =O 
und A,,—O wird, einen ganz bestimmten Wert (vgl. bei projek- 
tiven Koordinaten Gundelfinger, Vorl. S. 25f. und 31f.). Man 
beachte noch, daB in (24) die Koeffizienten der Glieder 2. Grades 
in x und y im Vergleich zu (19) unverindert geblieben sind, 
wihrend die linearen Glieder fehlen und das absolute Glied einen 
anderen Wert erhalten hat. Umgekehrt liegt auch immer, wenn die 
linearen Gleder fehlen, der Kurvenmittelpunkt im Koordinaten- 
anfang. 


§ 10. Transformation der Mittelpunktskegelschnitte auf 
die Achsen, der Parabel auf Achse und Scheiteltangente. 


Es liegt nun nahe, zu fragen, ob eine Kurve mit im Endlichen 
gelegenem Mittelpunkt Paare zueinander rechtwinkliger konjugierter 
Durchmesser hat. Indem wir diese Frage aufwerfen, betreten wir 
das Gebiet der dquiformen oder metrischen Geometrie, bei der das 
imaginire Kreispunktepaar adjungiert wird. Der Einfachheit halber 
seien den folgenden Betrachtungen gewohnliche rechtwinklige Par- 
alleitkoordinaten zagrunde gelegt. 


§ 10. Achsengleichung. 225 


Die Gleichung des zu einer Richtung « konjugierten Durch- 
messers der Kurve 


(26) Oyy + 2a,,0y + Aggy” + 2a43% + 2dogy + Ag = O 


ergibt sich aus der Gleichung der Polare eines Punktes mit den 
Koordinaten 
Uy =rcosa, ¥,=rsina, 


wenn man in dieser Gleichung, nach Division durch die Linge r 
des Radiusvektors, r = oo setzt. Man erhilt so: 


(27) 


(a4, cosa + ayy sin w)” + (dy1 cos & + gy Sin oe) y 
+ Agzy COS & + Ago Sina = 0. 
Damit dieser Durchmesser zur Richtung « rechtwinklig sei, 
miissen die Koeffizienten von x und y zu cosa und sina pro- 


portional sein, d. h. man hat unter Benutzung des Proportiona- 
lititsfaktors i: 


. 
(28) ay, cosa + ay. sinw =Acosa, Ag, COS a + Ag Sina =Asin a, 


woraus nach Elimination von cosw und sina die Gleichung 
2. Grades 


(29) A — (Gy + G99)4 + ayy 92 — Aig = O 

hervorgeht, deren Wurzeln 4,, A, stets reell sind, da ihre Diskri- 
minante 

(30) A = (aq, + a2)” — 4 (041 92 — ig) = (Gir — Meg)? + az, 
positiv ist. Den zwei Wurzeln 4,, A, entsprechend gibt es zwei Rich- 
tungen o,, %, zu denen die zugehérigen konjugierten Durchmesser 
rechtwinklig sind. Aber es lat sich leicht zeigen, daB die beiden 
Richtungen «,, o selbst zueinander rechtwinklig sind, also in Wahr- 
heit nur ein Paar solcher konjugierter Durchmesser vorhanden ist, 
die als Achsen der Kurve bezeichnet werden. Man braucht zu dem 
Zweck nur die Gleichungen (28) einmal fiir 4, und o,, dann fiir A, 
und a, hinzuschreiben; durch zweckmiBige Verbindung dieser vier 
Gleichungen folgt 


(31) (Ay — Ag) (Cos 04, COS org + Sin or, Sin a) = O. 


Solange 4, =: 4,, ist daher in der Tat cos (a, — a) =O, 
somit o, = a + 90°. 

Im Falle 1, = 4, verschwindet die Diskriminante (30), d. h. 
es ist, da simtliche a,, reell angenommen wurden, a; = dy. und 
G5 = 0, die Kurve ist ein Kreis. Bei ihm wird @ willkiirlich, er 

Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 15 
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hat unendlich viele Paare zueinander rechtwinkliger konjugierter 
Durchmesser. 

Der Koeffizient a,; + dg, von 4 in (29) ist eine simultane 
Invariante der zur Darstellung der Kurve benutzten terniren 
Form (19) und des Ausdrucks fiir das imagindre Kreispunktepaar. 
Dieses hat bei rechtwinkligen Linienkoordinaten die Gleichung 
u? + v? = 0, denn die allen Kreisen (x — a)? + (y—b)?—r? =0 
der Ebene gemeinsamen Punkte sind in Punktkoordinaten gegeben 
durch den Schnitt von g, mit dem imaginiren Geradenpaar _ 
a? + y? = 0 (vgl. Boole, Cambr. math. J. 3,11 (1843)). Deut- 
lich tritt diese Invarianteneigenschaft von a,, -- dg, hervor, wenn 
man allgemeine projektive Koordinaten beibehalt (vgl. Gundel- 
finger, Vorl. 8. 87). 

Vermittelst der Formeln 


(32) = X cosa, + Yeoso,, y= Xsina, + Ysin og, 


wird im Falle 2, + A, das rechtwinklige Koordinatensystem &, », 
dessen Anfangspunkt bereits im Mittelpunkt der Kurve liegen 
moge (s. Gl. (24)), um den Winkel « gedreht, so da die neuen 
Koordinatenachsen X, Y mit den Achsen der Kurye zusammen- 
fallen. Hierdurch verwandelt sich die nun auf rechtwinklige Ko- 
ordinaten & 4 bezogene Gleichung (24) unter Riicksicht auf (28) in 


A 
(33) 1, X? + 1, ¥? + 7-=0, 
83 
oder in 
BE 14) 
(34) as a a ies (6), 
wobei 
Perris tery Omsi ck? 7) 
ay Ass” 1, Ags 


Natiirlich setzen diese Umformungen voraus, daB die Kurve 
(26) einen im Endlichen liegenden Mittelpunkt oder eine Mittel- 
punktslinie (vgl. S. 224) hat; die Achsentransformation solcher 
Kurven ist damit durchgefiihrt. Je nachdem im Falle A + 0 die 
GréBen m und n beide positiv sind oder entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben oder beide negativ sind, wird man also auf eine 
Ellipse oder Hyperbel oder imagindre Kurve gefiihrt. Der Fall 
A=0, Aj; + 0 liefert ein reelles oder imagindres Geradenpaar, 
je nachdem die Vorzeichen von A, und A, verschieden oder gleich sind. 

Die Gleichung (33) enthalt, wenn sie durch Z homogen ge- 


-§ 10. Transformation der Parabelgleichung. OF 


macht wird, nur die Quadrate X®, Y*, Z?. Schon Lagrange be- 
handelte die auf unendlich viele Arten mégliche Transformation 
einer homogenen Funktion 2. Grades in eine Summe von Qua- 
draten (Misc. soc. Tawrinensis 1759 = CBuvres, publ. par J. A. 
Serretl, 7, Paris 1867; GauB, Disquisitiones arithmeticae, 
Nr. 271, Leipzig 1801 = Werke I, 305f.). Jede solche Trans- 
formation bezieht die Kurve (26) zugleich auf ein Polardreieck 
(§ 7), bei ihr bleibt nach Sylvester (Phil. Mag. (4) 4, 138 (1852) 
= Coll. pap. 1, 378) und Jacobi (J. f. Math. 53, 275 (1857) 
= Ges. Werke III, 593) die Anzahl der Quadrate mit einem und 
demselben Vorzeichen erhalten (Trigheitsgesetz der quadratischen 
Formen). Weitere Literatur Enzykl. UI C1 (Dingeldey), S. 25. 
Liegt der Kurvenmittelpunkt im Unendlichen, so ist natiir- 
lich die ,,Transformation auf den Mittelpunkt“ (vgl. (24)) undurch- 
fithrbar, dieser Fall also noch besonders zu behandeln. Charakte- 
ristisch fiir ihn war A,, = 0, A + 0, denn A,, = 0 und A=O 
fiihrt auf den Fall der Mittelpunktslinie. Man nimmt jetzt zuerst 
die Transformation von der Form (32) vor, setzt also in (26): 


(35) «= Xcosa, + Yeoso,, y= Xsina, + Ysinog, 


wo bei der Berechnung von «, und a, mit Hilfe von (28) zu beachten 
ist, daB nun eine der beiden Wurzeln von (29), etwa 4,, ver- 
schwindet, da A3; = d,,4),—a;, =O ist, wihrend die andere 
dg = M41 + Mgg wird. Man erhilt alsdann 


(36) dy Y? + 2 X(ay3 cos e, + agg sin «%) 
+ 2 Y (ays 608 og + agg Sin &) + ds, = 0, 
wobei 


(37) ayy cosa + Gyysina, =O, Gy, cose, + dg sina, = 0. 
Bei AusschlieBung des Falles @,5 cos o, + @g3 Sina, = 0, der 

wegen (37) auf A,, = A,, = Aj, = 0 fiihren wiirde, lé8t sich 

durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems die Gleichung 

(36) in die Form 

(38) Y? —pX¥ =0 

bringen, sie stellt daher eine Parabel dar, die die Gerade X = 0 zur 

Scheiteltangente, YJ = 0 zur Achse hat (Kap. X, § 7). Ist jedoch 

G43 COS ot, + dyg Sina, = 0, so geht (36) tiber in die Gleichung 

eines Parallelenpaares 

(39) dy Y? + 2 Y (ayy COS oy + agg Sin H%) + Ag = O, 


deren Diskriminante gleich — (A,, + -A,,) gefunden wird. 
thay 
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Von der Gleichung (26) der allgemeinen Kurve 2. Ordnung 
ausgehend wird man also durch die vorstehend angegebenen Trans- 
formationen auf die Gleichungen (33) oder (38) oder (39) gefiihrt, 
also, von den imaginiren Gebilden abgesehen, auf die in Kap. X als 
Kegelschnitte bezeichneten Gebilde. Beim Parallelenpaar wire der 
Kegel allerdings zu ersetzen durch einen Zylinder (Kegel mit un- 
endlich ferner Spitze). 


§ 11. Kriterien der Kurven 2. Ordnung und 2. Klasse. 


Fitr die auf schief- oder rechtwinklige Koordinaten bezogene 
Kurve 2. Ordnung 


Gy, 0? + Zaygty + Aggy” + 2aygH + Baggy + Gz, = O 


erhalt man Kriterien, die in folgender Tabelle tibersichtlich zu- 
sammengestellt sind: 


Parabel 


Hyperbel 


Aj, oder Ayy Ay; = Ags 
SORES Oil tae 


| 


Imaginires | Imagi- 
Geradenpaar moe! nires | Doppel- 


Age) Ax > 0 


A=o | Reelles 
Geraden- 
paar 


(Schnittpkt. im Endlichen), Parallelenpaar 


Zum grofen Teil sind diese Kriterien Resultate der Betrach- 
tungen in § 4, 5, 8, 10; zum Teil folgen sie unter Beachtung 
der bei (34) und (39) gemachten Bemerkungen und unter Be- 
riicksichtigung der Tatsache, da8 im Falle A;,>0 die GréBen a,, 
und ay, gleiches Vorzeichen haben, und zwar dasselbe wie 4, und 
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4, denn es ist Agg = A,A,, G4, + Mag = 4, +2. Ebenso haben A,, 
und A,, im Falle A = 0 gleiches Vorzeichen, da 


Aj, Ay, — Aj, = Aas, = 0. 


Bei Anwendung obiger Kriterien auf die zu einer eigentlichen 
Kurve 2. Klasse 
(40) 04440? + Qeyguy + cygv® + Qoygu + Qo—y,v + cts, = O 
gehérige Gleichung in Punktkoordinaten (vgl. (15) und (17)) 
(41) Aya + 2Ajery + Agcy” + 2Ais@ + 2Agsy + Agy = 0 
erhalt man (A + 0) die Kriterien der eigentlichen Kurven 2. Klasse 
bei schief- oder rechtwinkligen Linienkoordinaten: Hyperbel fir 
Acs, < 0; Ellipse oder imaginiire Kurve fiir Ac,, >0, und zwar 
das eine oder andere Gebilde, je nachdem eine der GréBen A,, 
oder A,. negativ oder positiv ist; Parabel fiir a,, = 0. Im Falle 
A = 0 artet die Kurve in ein Paar von Punkten aus, die beide 
im Endlichen legen, falls 3, == 0; im Falle 3, = O liegt jedoch 
mindestens einer der Punkte im Unendlichen. Vel. auch § 6. 


§ 12. Asymptoten. Gleichseitige Hyperbel. 


Dem in § 3 erwihnten Satz iiber die auf einer Geraden 
durch die konjugierten Polepaare der Kurve k gebildete Involu- 
tion entspricht dual, daf sdmitliche Paare konjugierter Polaren, 
die einem und demselben Strahlenbiischel angehéren, eine Ineolu- 
tion bilden, deren Doppelstrahlen aus den im Biischel befindlichen 
Tangenten von k bestehen. Hieraus folgt, daB siimtliche Paare 
konjugierter Durchmesser zu den Asymptoten von ks harmonisch 
liegen. Insbesondere werden bei jeder gleichseitigen Hyperbel die 
Winkel zweier konjugierten Durchmesser durch die Asymptoten 
halbiert (vgl. 8.204). Man kann die gleichseitige Hyperbel auch als 
einen Kegelschnitt definieren, fiir den das imaginire Kreispunkte- 
paar ein konjugiertes Polepaar ist. Nun war f(y, 2) =O die 
Bedingung dafiir, daB zwei Punkte mit den Dreieckskoordinaten 
y, und %, @=1,2,3) konjugierte Pole von f(x, x) = 0 sind; wire 
dieses Punktepaar durch eine Gleichung in Linienkoordinaten 


(42) 0044 U2 TL 2 049%, Ug + Wag ty + 2 45 ty My 
+ 2H Uys + w3,u2 = O 
gegeben, so wiirde, wie man leicht sieht, die Bedingung f(y, z)=0 in 
(43) Ay, yy + 2Ayy Wyo PF Ag9 Mog TF 23045 
+ 2 dog O23 1 Mp3 33 = O 
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iibergehen. Falls (42) das imaginire Kreispunktepaar darstellt, 
wire (48) die Bedingung dafiir, daB f(x, #) = 0 eine gleichseitige 
Hyperbel ist. Insbesondere bei rechtwinkligen Parallelkoordinaten 
ist also (vgl. 8.226) a,, + dg = 0, A+ 0 die Bedingung der gleich- 
seitigen Hyperbel. 

Die Gleichung des Asymptotenpaares erhilt man aus der 
Gleichung des Tangentenpaares, das in den Schnittpunkten der 
Kurve f(z, x) = O mit einer Geraden v, = 11%, + Vg%_ + U3%3 = 0 
gezogen werden kann, wenn die GréBen v,, v2, v3 die Koordinaten 
von g,, sind. Die Koordinaten des Pols der Geraden v sind nun 
(vgl. (8)) proportional zu y, = 4 F'(v;); werden diese in (10) ein- 
gefiihrt, so erhilt man, da f(y, y) in AF (v,v) und f(y, x) in Av, 
tibergeht, das gewiinschte Tangentenpaar in der Gestalt: 

(44) F(v,v) - f(@, 2) — Av,?= 0, 
womit nun auch das Asymptotenpaar bestimmt ist. Bei homo- 
genen Parallelkoordinaten x: y:¢ ist =O der Ausdruck fir 


Jeo; um nun das Asymptotenpaar zu erhalten, wiire in (44) 7:49:23 
durch x:y:2 2u ersetzen, F'(v,v) durch A,,, v, durch z. 


§ 13. Direktorkreis. Ahnliche Kegelschnitte. 


Wenn man bei rechtwinkligen Koordinaten den Winkel y be- 
stimmt, den die von einem Punkte #,, y, an die Kurve (26) ge- 
legten Tangenten miteinander bilden, so findet man 


(45) tg y = a A a aE = cares sian) 


wo 

(46) 2H = Ass (ai + yi) — 2Ajg%, — 2Aggy + Ay + Age, 
oder im Hinblick auf (23) und (34) 

(47) 2H = Ag, { (x —.ay)? + (y — by)? — m — vn}. 

Hieraus folgt, da& der Ort aller Punkte, von denen sich an 
die Kurve & zueinander rechtwinklige Tangenten legen lassen, ein 
mit k konzentrischer Kreis H = 0, der sog. Direktorkreis oder 
Hauptkreis der Kurve ist. Im Falle einer Parabel (A,3 = 0) zer- 
fallt der Kreis in g. und die Direktrix der Kurve, denn die fiir 
A;, = 0 durch (46) dargestellte Gerade muB aus Griinden der 
Symmetrie rechtwinklig zur Achse der Parabel sein; tiberdies ge- 
hort der Schnittpunkt Z von Direktrix und Achse der Geraden an. 
Da namlich Z und der Brennpunkt F (Fig. 6, S. 207) ein harmoni- 
Sches Polepaar der Kurve bilden, erkennt man leicht, daB die 
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Beriihrungssehne des von Z an die Kurve gelegten Tangenten- 
paares mit der durch F’ rechtwinklig zur Achse gezogenen Ge- 
raden zusammenfallt, und mit Hilfe der gewéhnlichen Definition 
der Parabel folgt als Winkel des Tangentenpaares der rechte 
Winkel. Im Falle einer gleichseitigen Hyperbel wird der Radius 
des Kreises gleich Null, der Kreis wird ein durch die imaginaren 
Kreispunkte gehendes ,,zirkulares Geradenpaar“ (Gundelfinger). 
Auch findet man leicht, da8 der Kreis imaginir wird, wenn eine 
Hyperbel vorliegt, deren Nebenachse 20 gréBer als die Haupt- 
achse 2a ist. 

Bei Einfiihrung der Mittelpunktskoordinaten (23) des Kegel- 
schnitts an Stelle von «,, y, in (45) erh&lt man den durch die 
Asymptoten gebildeten Winkel w, und zwar folgt 


~~ Ay, + Age Pek Ua ak 

wo d,, 4, die Wurzeln der Gleichung (29) sind. Mit Riicksicht 
auf (33) ist also ersichtlich, da8 « nur von dem Verhiltnis a:b 
der Achsenliingen der Kurve abhingt. Kegelschnitte, fiir die dieses 
Verhiltnis dasselbe ist, heiBen &hnlich; sie haben offenbar auch 
gleiche numerische Exzentrizitét, und umgekehrt. Kommt noch 
gleiche Achsenrichtung hinzu, so sind die Kurven dhnlich und 
dhnlich licgend, sie sind homothetisch. Alle Parabeln sind einander 
ahnlich. 


(48) tanga = + 2V— Ass ae 2V—4,1, 


$ 14. Weitere Satze tiber konjugierte Durchmesser. 


Schon bei Apollonius (Buch 7, § 12—13 und § 31) finden 
sich ttber konjugierte Durchmesser die beiden Sitze: 

Bei der Ellipse ist die Swmme der Quadrate zweier konju- 
gierten Halbmesser, bei der Hyperbel deren Differenz konstant und 
gleich der Summe bzw. Differenz der Quadrate der Halbachsen. 

Alle Parallelogramme, deren Paare von Gegenseiten durch die 
in den Endpunkten zweier konjugierten Durchmesser gezogenen 
Tangenten gebildet werden, sind inhaltsgleich mit dem Rechteck, das 
die Scheiteltangenten bilden. 

Auf Grund der schon S. 202 erwahnten affinen Verwandtschaft 
zwischen der Ellipse «=acost, y=b sint und dem Kreis 
x? + y? = a entsprechen nimlich zwei zueinander rechtwinkligen 
Durchmessern des Kreises, deren einer nach dem Punkt «=a cos?, 
y =a sint des Kreises geht, zwei konjugierte Durchmesser der 
Ellipse, von denen der eine nach dem Punkte =a cost, y= 6 sint, 
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der andere nach dem Punkt mit dem Parameter t + 42 geht. Die 
Quadrate der zugehérigen Halbmesser sind 

a? = a cos*t + b? sin*t und b? = a’ sin”t + b? cos?t; 
hieraus folgt a? + b? = a? + 6”. Ebensoleicht ist der zweite Satz 
za beweisen. Zum Beweis vgl. Plicker, A. #. 1, 144; Salmon- 
Fiedler, A.G. d. K. I, 337f.; Gundelfinger, Vorl. S. 281f. 

Natiirlich folgt aus dem zweiten der vorstehenden zwei Siatze, 
dap der Inhalt aller Parallelogramme, die konjugierte Durchmesser 
zu Diagonalen habin, halb so qrop ist wie das Rechtcck, das die 
Scheiteltangenten bilden. 

Unter allen einer Ellipse umschriebenen Vierecken hat das 
durch die Tangenten der Endpunkte konjugierter Durchmesser 
gebildete Parallelogramm den kleinsten Inhalt, unter allen ein- 
geschriebenen Vierecken hat das durch die Endpunkte konju- 
gierter Durchmesser bestimmte Parallelogramm den gréften In- 
halt (Durrande, Ann. de Math. 12, 142 und 223 (1822)). Hiner 
Ellipse eingeschriebene Vierecke von griftem Umfang, um- 
schriebene von kleinstem Umfang behandelt Steiner, J. f. Math. 
37,182 (1848) = Werke II, 411. 

Die Diagonalen des einer Ellipse umschriebenen Rechtecks 
der Scheiteltangenten bilden ein Paar gleich groBer konjugierter 
Durchmesser; auf dieses als Koordinatenachsen bezogen nimmt 
a*+b? 

2 
die Diagonalen gebildete spitze Winkel ist der kleinste Winkel, 
der bei zwei konjugierten Durchmessern vorkommt. (Salmon- 
biedler A G.ds i344), 

Die Konstruktion der Achsen eines Kegelschnitts, wenn ein 
Paar konjugierter Durchmesser gegeben ist, l4Bt sich auf sehr 
viele Arten erledigen. Wir verweisen fiir sie z. B. auf Salmon- 
Fiedler, A. G. d. K. 1, 340, ferner auf Somoff, Nouv. Ann. 19, 
122 (1860); Chasles, S. c. S.132; Mannheim, Nouv. Ann. 16, 
188 (1857); (2) 17, 529 (1878); (4) 4, 5 (1904); Rodenberg, 
Zschr. d. Ver. deutsch. Ing. 27, 803 (1883); Graefe, Zschr. f. M. 
46, 352 (1901). 

Zahlreiche Konstruktionen der Achsen aus gegebenen Stiticken 
findet man bei Pelz, Wicn. Ber. 73, 379 (1895). 


die Kurvengleichung die Gestalt 7? + y? = an. Der durch 


§ 15. Erzeugnis projektiver Strahlenbiischel oder 
Punktreihen. 
In der neueren synthetischen Geometrie wird seit Steiner 
und Chasles der Kegelschnitt als Ort der Schnittpunkte ent- 
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sprechender Strahlen zweier projektiven Strahlenbtischel oder als 
Hiillkurve der Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
projektiven Punktreihen, die nicht perspektiv liegen, betrachtet. 
Der so erzeugte Kegelschnitt geht auch durch die Mittelpunkte 
der beiden Strahlenbiische] oder hat die Trager der beiden Punkt- 
reihen zu Tangenten. 

Je nachdem die Biischel zwei Paare, ein Paar oder kein Paar 
paralleler entsprechender Strahlen enthalten, entsteht eine Hyperbel, 
Parabel oder Ellipse, denn diese Kegelschnitte unterscheiden sich 
dadurch, daB sie mit g. zwei verschiedene reelle Punkte, einen 
Bertihrungspunkt oder keine reellen Punkte gemein haben. Im 
ersten Fall kénnen die Biischel sowohl gleichlaufend als un- 
gleichlaufend sein, in den beiden anderen Fallen miissen sie 
gleichlaufend sein. Je nachdem zwei gleiche (kongruente) pro- 
jektive Strablenbtischel ungleichlaufend oder gleichlaufend sind, er- 
zeugen sie eine gleichseitige Hyperlel oder einen Kreis. Doch kann 
die gleichseitige Hyperbel auch durch zwei ungleiche projektive 
Biischel erzeugt werden, es mu nur das eine Paar einander ent- 
sprechender paralleler Strahlen zu dem anderen rechtwinklig sein. 

Das Erzeugnis zweier projektiven Punkireihen ist eine Parabel, 
wenn die unendlich fernen Punkte der Punktreihen einander ent- 
sprechen, d.h. wenn die Punktreihen einander ihnlich sind. Ver- 
wickelter sind die Kriterien fiir die Erzeugung von Ellipse, Hy- 
perbel, Kreis, gleichseitiger Hyperbel durch projektive Punktreihen. 
Vgl. hierfiir sowie fiir die nihere Ausfiihrung der vorstehenden 
Betrachtungen Steiner, S. H., § 37—40 = Werke I, 329—338; 
Chasles, Apercu historique, Note 15; Steiner-Schroiter, § 20 
bis 26; Reye, G. d. L. I, 67ff. und 85ff. 

Auf anderem Wege kommt H. Wiener (Abhandlungen zur 
Sammlung mathem. Modelle I, 1. Heft, Nr. 7, Leipzig 1907) zur 
Beziehung von Durchmessern und konjugierten Richtungen und 
von da zur Konstruktion der Kegelschnitte innerhalb der affinen 
Geometrie. Die nachstehenden diesbeziiglichen Ausftihrungen rtihren 
von Herrn Wiener her, dem ich fiir deren Uberlassung hiermit 
den wiirmsten Dank ausspreche. Zweierlei Strahleninvolutionen 
sind in der aquiformen Geometrie unmittelbar gegeben, nimlich 
die Rechtwinkelinvolution, deren Strahlenpaare durch die imagi- 
niren Kreispunkte harmonisch getrennt werden, und die Gleich- 
winkelinvolution, die irgend zwei senkrechte Strahlen zu Doppel- 
strahlen hat. Aus ihnen wird durch Parallelprojektion in der 
affinen Geometrie die allgemeine elliptische und hyperbolische 
Strahleninvolution gewonnen, also auch die Beziehung, die man 
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eine ,gemischte Involution“ nennen kénnte und die den Durch- 
messern eines Mittelpunktskegelschnitts ihre konjugierten Rich- 
tungen zuordnet; ihr laBt sich eine ebensolche Beziehung an die 
Seite stellen, die fiir die Parabel dasselbe leistet. 

Diese Beziehungen liefern fiir Ellipse, Hyperbel und Parabel 
eine einheitliche Erzeugung, sowohl fiir Punkt- wie fiir Tangenten- 
kurven. Ist nimlich fiir die Kurve aufer dem System der Durch- 
messer und ihrer konjugierten Richtungen ein Punkt oder eine 
Tangente gegeben, so erhilt man alle iibrigen solchen Stticke, in- 
dem man das gegebene Stiick an jedem Durchmesser in der kon- 
jugierten Richtung spiegelt. Aus diesem ,,Spiegelverfahren“ leitet 
man ein ,Schnittverfahren“ ab, das fiir die Mittelpunktskegel- 
schnitte die Verallgemeinerung des dem Thales zugeschriebenen 
Kreissatzes vom rechten Winkel im Halbkreis liefert: Zieht man 
aus zwei Gegenpunkten des Kegelschnitts (d. h. solchen, die zum 
Mittelpunkt symmetrisch liegen,) zwei Geraden in konjugierter 
Richtung, so schneiden sich diese auf dem Kegelschnitt, und dual 
hierzu: Schneidet man zwei Gegentangenten des Kegelschnitts mit 
zwei konjugierten Durchmessern, so beriihrt die Verbindungsgerade 
der Schnittpunkte die Kurve. 

Der Wert dieser Siitze beruht darauf, da8 nicht nur die in 
ihnen enthaltenen Konstruktionen ausschlieBlich der aquiformen 
und affinen Geometrie angehéren, sondern auch ihre Beweise 
(H. Wiener a. a. O. Anm. III, 8. 69ff.), da diese auf Anwendung 
des Grundsatzes der projektiven Geometrie sowie auf Verhiltnisse 
oder Doppelverhiltnisse und ebenso auf Stetigkeitsbetrachtungen 
verzichten und sich nur auf die Kongruenz der Figuren und die 
Parallelprojektion stiitzen. 


§ 16. Satz von Pascal. 


Da ein Kegelschnitt k im allgemeinen durch fiinf seiner 
Punkte oder fiinf Tangenten bestimmt ist, kann man zu seiner 
projektiven Erzeugung zwei der gegebenen Punkte (Tangenten) zu 
Mittelpunkten der ihn erzeugenden Strahlenbiischel (zu Tragern der 
ihn erzeugenden Punktreihen) wiihlen und die anderen drei ge- 
gebenen Elemente zur Festlegung der projektiven Beziehung be- 
nutzen. Es folgt dann aus den friiheren Betrachtungen: 


Werden vier beliebig aber fest Werden vier beliebig aber fest 
gewdhite Punkte von k mit ir-  gewdhite Tangenten von k mit 
gend einem fiinfien Punkte der irgendeiner  ftinften Tangente 
Kurve verbunden, so ist das  geschnitten, so ist das Doppel- 
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Doppelwerhaltnis der vierStrahlen  verhiiltnis der vier Schnittpunkte 
immer dasselbe. immer dasselbe. 
(Steiner, 8. E. § 43.) 

Die Tatsache, daB ein Kegelschnitt durch fiinf Punkte bestimmt 
ist, hat zur Folge, daB zwischen sechs Punkten der Kurve eine ge- 
wisse Beziehung stattfinden mu8. Eine solche ist z. B. durch (3) 
gegeben, wenn 2,,%,, % die f 
Koordinaten eines sechsten 
Punktes f der Kurve bedeuten, 
oder sie kommt dadurch zum 
Ausdruck, daS man etwa 
die zwei Doppelverhiltnisse 
d(abce) und f(abce) einander 
gleich setzt. Bei weiterer Ver- 
folgung dieses letztgenannten 
Verfahrens zeigt sich, daB die 
Geraden ab und be in projek- 
tiven Punktreihen geschnitten 
werden, indem die zwei Punkt- Pp a r 
Quadrupel a, b, (de) (ab) =t, Fig. 2. 

(de) (ab) =¢ und (fa) (66) 

= s,b,¢, (fe) (bc) =r dasselbe Doppelverhiltnis haben (Fig. 2). 
Da in diesen zwei Punktreihen der Punkt b sich selbst ent- 
spricht, sind sie auch perspektiv, die Verbindungslinien von a 
mit s, von ¢ mit ¢ und von q mit 7 gehen durch einen und den- 
selben Punkt p, oder die Schnittpunkte q = (ab) (ed), p = (fa) (dc) 
und r= (fe) (bc) der drei Paare gegentiberliegender Seiten des 
einem Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsecks abcdefa schneiden 
sich in drei Punkten einer Geraden. Diese Gerade heibt die Pascal- 
sche Gerade des Sechsecks nach B. Pascal, der den Satz 1639 
im Alter von 16 Jahren fand (Essais pour les coniques = CEuvres 
compl., hrsgg. von Lahure, II, 354, Paris 1858). Aufs neue wurde 
der Satz selbstiindig von Maclaurin gefunden, bei dem er sofort 
aus folgender Erzeugungsweise der Kegelschnitte hervorgeht: 
Drehen sich die Seiten xy, yz, 2x eines verinderlichen Dreiecks 
xyz um drei feste Punkte a, c, ¢, wihrend zwei seiner Ecken (y, 2) 
auf festen Geraden B, D fortriicken, so beschreibt die dritte 
Ecke x einen Kegelschnitt, der durch a und e geht, sowie durch 
die Punkte g = (ac)D, h= DB, k= (ce) B. Man sieht hier, daB 
sich die Gegenseiten des Sechsecks agh kex in den Punkten ¢, z, y 
einer und derselben Geraden schneiden (London Trans. 39, Nr. 439 
(1735), gefunden 1722). Zu der Frage, wie in einfachster Weise 
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auf Grund des Maclaurinschen Satzes Kreise, gleichseitige Hy- 
perbeln oder Parabeln erzeugt werden kénnen, vgl. Dingeldey, 
Atti del IV. congresso internaz. dei matematici (Roma 1908), 2, 278; 
Math. Ver. 18, 99 (1909). Auch Schlamp hat n&her untersucht, 
was fiir Kegelschnitte bei besonderen Lagen der drei festen Punkte: 
und der zwei festen Geraden erzeugt werden, und hat einen Apparat 
zur Verwirklichung der Maclaurinschen Erzeugungsweise der 
Kegelschnitte konstruiert (Progr. Neues Gymnasium zu Darmstadt, 
1908). Zum Priorititsstreit zwischen Braikenridge und Mac- 
laurin vgl. Cantor, G. d. WM. Ill, 787#f. und E. Kotter, Math. 
Ver. 5, 15 (1901). Ubrigens gilt auch, wie Braikenridge und 
Maclaurin fanden, der allgemeinere Satz, daB eine Ecke eines 
verdinderlichen n-Ecks einen Kegelschnitt beschreibt, wenn sich die 
tibrigen n — 1 Ecken auf festen Geraden bewegen, wahrend sich 
sdimtliche Seiten wm feste Punkte drehen. 

Dem Pascalschen Satz entspricht dual der Satz von Brian- 
chon: Die Verbindungslinien der Gegenecken eines einem Kegel- 
schnitt umschriebenen Sechsseits schneiden sich in einem und dem- 
selben Punkte, dem Brianchonschen Punkte des Sechsseits 
(J. éc. pol. 6, cah. 18, 301 (1806)). 

Beziiglich der zahlreichen anderen Beweise, die fiir die Satze 
von Pascal und Brianchon gegeben wurden, sei noch auf den 
soeben erwihnten Bericht von E. Kiétter (S. 14 ff.) verwiesen, 
ferner auf den Artikel von Dingeldey, Enzykl. III C 1, Nr. 18f. 
und auf M. Simon, #. d. G., 8.185. 

Beide Sitze lassen sich zu zahlreichen Konstruktionen ver- 
wenden, z. B. zur Konstruktion weiterer Punkte (Tangenten) eines 
durch fiinf Punkte (Tangenten) gegebenen Kegelschnitts, oder 
zur Konstruktion der Tangente in einem dieser fiinf Punkte (des 
Beriihrungspunktes einer der fiinf Tangenten) usw. Vel. z. B. 
Enriques, P.G., 8. 220ff. 

LaBt man die erste, dritte und fiinfte Seite eines einge- 
schriebenen Sechsecks unendlich klein werden, so folgt: Bei jedem 
emem Kegelschnitt eingeschriebenen Dreieck treffen die in den Ecken 
gezogenen Tangenten die Gegenseiten in Punkten einer Geraden 
(Carnot, G.d.p. Nr. 399), und dual ergibt sich: Bei einem um- 
schriebenen Dreiseit gehen die von den Ecken nach den Beriihrungs- 
punkten der Gegenseiten gezogenen Geraden durch einen und den- 
selben Punkt (Satz von Ceva, 1678). 

Durch beliebige sechs Punkte eines Kegelschnitts sind offenbar 
6!: 12 = 60 verschiedene Sechsecke bestimmt, denen 60 Pascal- 
sche Geraden f) entsprechen. Steiner fand nun, daB diese zu je 
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dreien durch einen Punkt gehen, wodurch 20 solche Steinersche 
Punkte G entstehen (Ann. de Math. 18, 339 (1828) = Werke I, 
224). Die Punkte © liegen, wie Pliicker bemerkte, auf 15 Steiner- 
Plickerschen Geraden j, deren jede vier Steinersche Punkte ent- 
halt, so daB durch jeden Punkt & drei Geraden j gehen. Kirkman 
fand 60 Punkte § (Kirkmansche Punkte), durch deren jeden drei 
Pascalsche Geraden § gehen, so daB auf jeder h ein G und drei 
liegen. Cayley und Salmon fanden unabhingig voneinander 
20 Cayley-Salmonsche Geraden g, deren jede drei Punkte § 
enthalt, und Salmon erkannte, daB auf jeder g ein Steiner- 
_ scher Punkt & liegt, sowie da8 immer vier Geraden g durch einen 
von 15 ,Salmonschen Punkten“ gehen. Simtliche Siitze dieser 
Art beruhen im wesentlichen auf dem fundamentalen Satze von 
Desargues tiber perspektiv liegende Dreiecke, wonach bei diesen 
die Schnittpunkte entsprechender Seiten sich in einer Geraden 
befinden. 

Es ist nicht méglich, hier die Pascalsche Konfiguration und 
gewisse bei ihr vorkommende Dualitiiten weiter zu verfolgen; 
wir verweisen vielmehr auf 
Sal mon-Fiedler, A.G.d.K. 
II, 8S. 470ff. und X—XII; 
Clebsch-Lindemann, Vorl. 
I, 275—304; Hesse, Vorl. 
aus der anal. Geom. der ge- 
raden Linie, des Punktes und 
des Kreises nm der Ebene, 
4. Aufl. hrsgg. von Gundel- 
finger, S. 155 ff. Leipzig 
1906; Dingeldey, Enzykl. 
ALC 1, Nr. 20—22. 

Auf den Schnitt eines 
Kegelschnitts mit den Seiten 
eines Dreiecks ABC bezieht 
sich ein Satz von Carnot 
(G. d. p. Nr. 236—240), demzufolge zwischen den auf den Seiten 
gebildeten Abschnitten (Fig. 3) die Beziehung stattfindet: 


49 AM-AM’-BP-BP’.CN-CN' 
oD =AN-AN’-BM-BM’.CP.-CP’. 
Chasles zeigte mit Hilfe dieses und eines dual entsprechenden 


Satzes, daB die Verbindungslinien der Ecken eines Drciecks mit 
den auf den Gegenseiten durch einen Kegelschnitt k ausgeschiut- 
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tenen Punkten Tangenten eines zweiten Kegelschnitts sind (S. c., 8. 62; 
vgl. auch Hesse, J. f. Math. 65, 384 (1866) = Ges. Werke, S. 529; 
W. Fr. Meyer, Math.-Ver. 9, 94 (1901)). Dual entsprechend 
schneiden die von den Ecken eines Dreiecks an k gezogenen Tan- 
genten die Gegenseiten in Punkten eines zweiten Kegelschnitts, und 
wenn & in ein Punktepaar ausartet, folet der Satz von Steiner, 
dap die Verbindungslinien zweier Punkte mit den Ecken ees Drei- 
ecks die Gegenseiten in Punkten eimes Kegelschnitts treffen (Ann. 
de Math. 19, 3 (1828) = Werke I, 184). 


§ 17. Hingeschriebene Polygone. SchlieBungssatz 
von Poncelet. 


Dem 8. 236 erwihnten allgemeinen Satze von Braikenridge 
und Maclaurin entspricht dual folgender von Poncelet be- 
wiesener Satz: Bewegen sich die n Ecken eines verdnderlichen n- 
Eicks auf n festen Geraden, wihrend sich seine Seiten mit Ausnahme 
einer einzigen um feste Punkte drehen, so werden von dieser freven 
Seite und von allen Diagonalen Kegelschnitte wmhiillt. Poncelet 
ersetzte ferner die » Geraden durch einen einzigen festen Kegel- 
schnitt & und fand, daB alsdann die freie Seite und jede Diago- 
nale je einen Kegelschnitt umhiillt, der & doppelt beriihrt (P. p. 
Nr. 493—536). Mit Hilfe dieses Satzes liste Poncelet die Auf- 
gabe, einem Kegelschnitt & ein n-Eck einzuschreiben, dessen Seiten 
in vorgeschriebener Reihenfolge durch n teste Punkte gehen sollen; 
jeder der vorerwahnten zwei Beriihrungspunkte von k mit dem 
von der freien Seite umhiillten Kegelschnitt kann als Anfangs- 
ecke des gesuchten Polygons gewihlt werden. Zur Konstruktion 
dieser Punkte gibt Poncelet zwei Wege an (Ann. de Math. 8, 
148 ff. (1817); P.p. Nr.558—560). Fiir den Fall, da8 & ein Kreis, 
nm = 3 ist und die Punkte einer Geraden angehdren, hat schon 
Pappus die Aufgabe geldst, bei beliebiger Lage der drei Punkte 
de Castillon, Lagrange, Euleru.a. Fiir einen Kreis und be- 
hiebiges » gaben L’Huilier und Carnot analytische Lisungen, 
die erste geometrische gab A. Giordano, dann Malfatti. Nahere 
Literaturangaben, auch zur dual entsprechenden Aufgabe, bei 
Dingeldey, Enzyki. Ill C 1,8. 45f. und bei M. Simon, E. d. G., 
S. 105 ff. 

Die Aufgabe, einem gegebenen Kegelschnitt hk, ein n-Eck 
einzuschreiben, dessen 7 Seiten einem anderen Kegelschnitt k, um- 
schrieben sind, hat gleichfalls Poncelet gelist. Er fand, daf, 
wenn sich ein der Kurve eimgeschriebener Polygonzug, dessen Seiten Teg 
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berithren, nicht schlieBt, die Aufgabe tiberhaupt keine Lésung hat. 
SchlieBt er sich aber, so gibt es unendlich viele Lésungen, indem 
man nun mit jedem Punkt von k, als Anfangspunkt ein geschlossenes 
Polygon der gewiinschten Art konstruieren kann (P. p. Nr. 565 ff.; 
A. a. g. 1, 308—367; E. Kétter, Math.-Ver. 5, 149 (1901)). 
Den Fall zweier Kreise behandelt Weill, J. de Math. (3) 4, 265 
(1878). Auf die Lésung der Aufgabe in diesem Fall hat iibrigens 
schon Jacobi eine schéne Anwendung der elliptischen Integrale 
1. Gattung gemacht (J. f. Math. 3, 381 1f. (1828) = Werke, hrsgg. 
von Borchardt, I, 284; vgl. hierzu auch Richelot, J. f. Math. 
5, 250 (1830) und 38, 353 (1849), sowie die Darstellung bei 
Dureége, Theorie der elliptischen Funktionen, 3. Aufl., 1878, 
10. Abschn., und bei Fricke, Kurzgefafte Vorl. tiber versch. Gebiete 
d. hoh. Math., S. 285, Leipzig 1900. 

Zur Loésung des Problems im Fall zweier belicbigen Kegel- 
schniite benutzte auch Cayley die Eigenschaften der elliptischen 
Integrale 1. Gattung und driickte die Bedingung des SchlieBens 
durch die Invarianten von /, und k, aus (Phil. Mag. (4) 6, 99 
und 376 (1853) = Coll. pap. II, 87 und 91; Phil. Mag. (4) 7, 
339 (1854) = Coll. pap. I, 188; London Trans. 151, 225 (1861) 
= Coll. pap. IV, 292). Vgl. ferner Chasles, G. s., Kap. 35; Ro- 
sanes und Pasch, J. f. Math. 64, 126 (1865); 70, 173 (1869); 
M. Simon, ebenda 81, 301 (1876); Clifford, London M. S. 
Proc. 7, 29 und 225 (1876) = Math. pap., 8. 205 und 218; 
Gundelfinger, J. f. Math. 83, 171 (1877); Halphen, Traité 
des fonctions elliptiques II, Kap. 10, Paris 1888. 

Poncelet betrachtete auch verdnderliche n-Ecke, die einem 
Kegelschnitt k cingeschrieben sind, wahrend je eine von n—1 Seiten 
je einen von n—1 Kegelschnitten beriihrt, die mit k demselben Biischel 
(vgl. Kap. XII, § 1) angehdren; er zeigte, dap alsdann auch die letzte 
Seite eine Kurve des Biischels beriihrt (P. p. Nr. 530ff.; A. a. g. 1, 
348 ff.). Neuerdings hat Rohn (Leipz. Ber. 60, 94 (1908)) in sehr 
eleganter Weise das SchlieBungsproblem behandelt und neue Ergeb- 
nisse gewonnen, indem er von einer gewissen, symmetrischen zwei- 
zweideutigen Verwandtschaft ausging. Er zeigte u. a., dai bei be- 
liebiger Anderung der Reihenfolge der Kegelschnitte, die von den 
aufeinanderfolgenden Seiten des »-Ecks beriihrt werden, immer 
noch geschlossene ”-Hcke existieren, wenn es in der urspriing- 
lichen Reihenfolge solche gab. Auch die algebraische Bedingung 
des SchlieBens fiir die dem Kegelschnitt &, eingeschriebenen und k, 
umschriebenen n-Ecke bat Rohn behandelt und fiir zahlreiche 
Werte n abgeleitet. 
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Beziiglich rein geometrischer Behandlung des SchlieBungs- 
problems sei noch verwiesen auf Thomae, Leipz. Ber. 47, 352 
(1895) und Minnchen, Arch. Math. Phys. (3) 7, 226 (1904). 


§ 18. Neuere Definitionen der Brennpunkte. 


Die Brennpunkte der Kegelschnitte wurden schon in Kap. X, § 3 
bis 8 behandelt. Die synthetische Geometrie gelangt zu ihnen in 
anderer Weise, als dort gezeigt wurde. Poncelet definiert die 
Brennpunkte als Mittelpunkte solcher Strahlenbiischel, bei denen je 
zwei nach § 3 und § 12 in bezug auf k konjugierte Strahlen zueimander 
rechtwinklig sind. Die von einem Brennpunkt F an i gelegten 
Tangenten sind demnach als Geraden anzusehen, die F' mit den 
imaginiren Kreispunkten verbinden. Die von den Strahlenpaaren 
gebildete Involution ist somit elliptisch, die Brennpunkte miissen 
daher im Inneren von & liegen, und zwar auf den Achsen, denn 
der durch F' gelegte Durchmesser ist eine Achse, weil er recht- 
winklig ist zu allen ihm konjugierten Sehnen. Man findet bei den 
Mittelpunktskegelschnitten auf jeder Achse ein zum Mittelpunkt 
symmetrisch gelegenes Brennpunktepaar, das auf der Nebenachse 
liegende ist allerdings imaginir; bei der Parabel gibt es nur zwei 
reelle auf der Achse liegende Brennpunkte, einen im Endlichen 
und einen im Unendlichen (Poncelet, Amn. de Math. 8, 222 
(1818); P. p. Nr. 470). Aus der Ponceletschen Definition der 
Brennpunkte folgt, daB sie als Schnittpunkte der von den ima- 
giniren Kreispunkten an die Kurve gelegten Tangenten anzusehen 
sind. Dies wurde von Pliicker auf beliebige algebraische Kurven 
ausgedehnt, A. H. II, 64; J. f. Math. 10, 84 (1833) = Ges. Werke 
I, 290f.; vgl. Chasles, S.c, 8.191; Siebeck, J. f. Math. 64, 
175 (1865). 

Steiner gelangte zu den Brennpunkten, indem er auf einer 
Achse von & einem beliebigen Punkt P, einen Punkt P, derart 
zuordnete, daB sich je zwei durch P, und P, gehende konjugierte 
Geraden rechtwinklig schneiden. Die Doppelelemente F,, F, der 
durch die Punktepaare P,, P, auf der Achse gebildeten ,,Fokal- 
involution“ sind die Brennpunkte (Steiner-Schréter § 35). 
Das durch einen beliebigen Punkt P der Ebene gehende Paar 
zueinander rechtwinkliger konjugierter Polaren liegt harmonisch 
za dem durch P gehenden Tangentenpaar, halbiert also den 
Winkel der beiden Tangenten, ebenso den Winkel der Strahlen 
PF, und PF,. Liegt insbesondere P auf der Kurve, so folgt, daB 
der eine Winkel der beiden Strahlen PF, und PF, durch die 
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Tangente, sein Nebenwinkel durch die Normale von P halbiert 
wird. Damit ist die Identitit der Punkte /,, F, mit den Brenn- 
punkten (§ 4, 5 und 7 in Kap. X) bewiesen. Bei der Parabel halbiert 
der Brennpunkt alle auf der Achse durch zwei rechtwinklige kon- 
jugierte Polaren ausgeschnittenen Strecken. 

Ein Brennpunkt F und der Schnittpunkt seiner Polare f mit 
der durch F’ gehenden Achse bilden ein zu den Scheiteln dieser 
Achse harmonisch gelegenes Punktepaar; ist daher d der Abstand 
des Kurvenmittelpunktes von der Geraden /, ¢ sein Abstand von F, 
a die Linge der Halbachse, so folgt 


(d+a):(d—a)=(at+e):(a—c) oder a=cd, 


die Polare f des Brennpunkies ist daher nach dem auf S. 206 
gesagten die zu I gehdrige Direktria. 


§ 19. Normalen der Kegelschnitte. 


Eine Konstruktion der Normale eines Kegelschnittpunktes P 
mit Hilfe der Brennpunkte wurde schon in Kap. X, § 4, 5 und 7 
erwihnt. Auf Grund eines Satzes von Frégier laBt sich die Nor- 
male von P, wenn der Kegelschnitt gezeichnet vorliegt, mit Hilfe 
eines rechten Winkels kon- 
struieren. Dreht sich ndm- 
lich ein rechter Winkel um 
seinen in P  befindlichen 
Scheitel, so geht die Ver- 
bindungslinie der zwei an- 
deren Punkte, in denen die 
Schenkel des Winkels die 
Kurve auperdem schneiden, 
durch einen Punkt Q der 
Normale von P (Corresp. 
éc. pol. 3, 394. (1816); Fig. 4. 
Ann. de Math. 6, 229 
(1816). Dieser Satz von Frégier ist ein besonderer Fall eines 
allgemeineren Satzes, den Hesse fir Flichen 2. Ordnung be- 
wies (J. f. Math. 18, 110 (1838) = Ges. Werke, 8.11). Fiir Kegel- 
—schnitte lautet er: Legt man durch einen Punkt P eines Kegelschnitts k 
—Parallelen p,, Py eu irgendemem Paar konjugierter Durchmesser 
eimes anderen Kegelschnitts k’, so trijft jedes Paar p,, p, die Kurve k 
in zwet weiteren Punkten, deren Verbindungslinien durch einen be- 
| stimmien Punkt Q gehen. Ist hk’ ein Kreis, so hat man den Satz 
yon Frégier. 
Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 16 
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Sind 7,, 7, und N,, N, die Schnitte der Tangente und Nor- 
male eines Kegelschnittpunktes P mit den Achsen (Fig. 4), so 
folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 7,PN, und N,PTY, die 
Gleichung 7, P- PT, = N,P-N,P; auch ist dieses Produkt gleich 
dem Produkt PF: PF, der beiden Brennstrahlen. Die Projektion 
der Normale PN, auf einen Brennstrahl ist gleich dem halben 
Parameter, wie schon Keill (London Trans. 26,177 (1708)) 
bekannt war. Zahlreiche Sitze iiber Normalen bei Desboves, 
Théorémes et problémes sur les normales aux coniques, Paris 1861. 

Die von einem Punkt P der Ebene nach einem Kegelschnitt & 
zu ziehenden Normalen betrachtete schon Apollonius (Buch 5). 
Er benutzte zur Konstruktion der NormalenfuBpunkte eine durch P 
und den Mittelpunkt von k gehende gleichseitige Hyperbel, deren 
Asymptoten zu den Achsen von k parallel sind (Apollonius- 
sche Hyperbcl); sie schneidet aus k die vier FuBpunkte aus, von 
denen mindestens zwei reell sind. Poncelet (P. p. Nr. 492) kon- 
struierte diese Hyperbel, indem er von P auf die Tangenten von & 
Lote fallte; ihre Schnittpunkte mit den zu den Tangentenrich- 
tungen konjugierten Durchmessern sind Punkte der Hyperbel. 

Joachimsthal zeigte, daB drei NormalenfuBpunkte und der 
dem vierten diametral gegentiberliegende Kurvenpunkt auf einem 
Kreis liegen (J. f. Math. 26, 172 (1843)); zu seiner Lésung des 
Normalenproblems ygl. auch J. f. Math. 48, 377 (1854). 

Auch mit Hilfe einer Parabel lassen sich die vier von P aus 
mdglichen Normalen konstruieren. Chasles betrachtete nimlich 
die Enveloppe der in bezug auf den Kegelschnitt k genommenen 
Polaren aller Punkte der Apolloniusschen Hyperbel und ge- 
langte so zu einer Parabel p; beide Kurven sind also vermége 
einer ,,Transformation durch reziproke Polaren“ miteinander ver- 
bunden. Die auf & gelegenen Beriihrungspunkte der gemeinsamen 
Tangenten von k und p sind die vier Normalenfu8punkte. Chasles 
erzeugt die Parabel p auch dadurch, daf er eine Gerade g um P 
dreht; die zu g rechtwinklige Gerade, die mit g ein Paar konju- 
gierter Polaren von k bildet, umhiillt die Parabel p (Chasles, 
S.c., 5.145; J. de Math. 3, 421 (1838)). Auch Steiner fand diese 
Parabel, bemerkte, daB sie die Achsen von k beriihrt und daB um- 
gekehrt jede die Achsen von k beriihrende Parabel mit & vier 
Tangenten gemeinsam hat, deren Beriihrungspunkte anf k FuB- 
punkte von vier durch eiven Punkt P gehenden Normalen sind (J. 
f. Math. 49, 339 (1855) = Werke II, 629). 

Laguerre brachte das Normalenproblem mit der Invarianten- 
theorie binirer Formen in Verbindung (C. R. 84, 181 (1877); 
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Bull. Soc. M. 5, 30 (1877)), und auch H. Wiener hat eine rein 
binére Lésung des Problems gegeben (Verh. der Ges. deutscher 
Naturf., 75. Vers. zu Cassel, 2. Teil, S. 27, Leipzig (1904)). 

Beztiglich spezieller Fille, die beim Normalenproblem auf- 
treten, sowie niherer Literaturangaben vgl. Enzykl. III C 1, 
(Dingeldey), S. 60ff. 


§ 20. Kriimmungskreis. 


Der einen Kegelschnitt k an einer Stelle P dreipunktig be- 
rtihrende (oskulierende) Kreis k,, der 2u P gehirige Kriimmungs- 
kreis, trifft k noch in einem weiteren Punkte S derart, daB die 
,Kriimmungssehne“ PS und die Tangente von P gegen die Haupt- 
achse der Kurve unter gleichen Winkeln geneigt sind. Schon 
Simson benutzte (1735) diese Tatsache zur Konstruktion des 
Kriimmungskreises. Paulus (Grundlinien der neueren ebenen 
Geometrie, 8, 242 f., Stuttgart 1853) gelangte zur Kriimmungssehne, 
indem er & zum Kreise k, in perspektive kollineare Beziehung 
setzte, bei der P das Kollineationszentrum ist. Dem in § 19 er- 
wahnten Frégierschen Punkte Q entspricht bei dieser Kollineation 
der Mittelpunkt 17, von k,. Die Polare von @ in bezug auf k ist 
als homologe Gerade zur Polare g,, von M, in bezug auf k, 
die Fluchtlinie in dem ebenen Felde des Kegelschnitts, die Kol- 
lineationsachse verliéuft parallel zu ihr durch P. Hiermit ist 
die Kollineation festgelegt, und es kann nun J, als der zu Q 
homologe Punkt konstruiert werden. Die meisten Konstruktionen 
von #& griinden sich auf die perspektive Beziehung zwischen k 
und k,, auch wenn & nicht gezeichnet vorliegt, sondern nur durch 
gewisse Stiicke gegeben ist (niheres hierzu bei C. Cranz, Th. 
d. K., 8. 8 ff.). So hat z.B. Fiedler fiir einen durch fiinf Punkte 
gegebenen Kegelschnitt & eine Konstruktion des zu einem dieser 
Punkte P gehiérigen Kriimmungskreises hk, abgeleitet. Ftir den 
gleichen Fall hat Rohn unter Zuziehung eines der tibrigen in P 
beriihrenden Kreise eine sehr einfache Konstruktion von kh, ge- 
geben (Leipz. Ber. 52, 17 (1900), s. auch Rohn und Papperitz, 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie, 3. Aufl. III, 71 (1906)). Vgl. 
ferner Weiler, Zschr. f. Math. 34, 1 (1889); Sobotka, Pray. 
Ber., Jabrg. 1902. 

Steiner benutzt den folgenden von ihm gefundenen Satz 
za einer Konstruktion des Kriimmungskreises: Hin Kreis, der den 
Kegelschnitt k im P beriihrt und den Dircktorkreis von k (§ 13) 
rechtwinklig schneidct, hat einen Durchmesser, der so groB wie der 
Kriimmungsradius 9 von P ist, aber nach der entgegengesetaten Seite 

16* 
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liegt. Auch gibt Steiner an, wie man bei solchen Hyperbeln zu ver- 
fahren hat, deren Direktorkreis imaginir ist (J. f. Math. 30, 271 
(1846) = Werke II, 341). Bei einer Parabel ist 9 doppelt so groB 
wie das Stiick der Normale von P bis zum Schnitt mit der Direktrix. 

Eine andere Konstruktion lieferte Steiner mit Hilfe einer 
Parabel. Zunachst zeigte er, daB die Normalen zweier beliebiger 
Punkte P, P, eines Kegelschnitts /, die Sekante PP, und die 
beiden Achsen von & Tangenten einer und derselben Parabel sind. 
LaBt man nun P, nach P riicken, so geht die Parabel in eine solche 
diber, die die Kegelschnittachsen, sowie Tangente und Normale von 
P beriihrt, und zwar die Normale in dem zu P gehorigen Kriim- 
mungsmittelpunkt. Die Direktrix dieser Parabel verbindet alsdann 
den Mittelpunkt von & mit P, ihr Brennpunkt J’ ergibt sich als 
zugehériger Pol, indem man die Kegelschnittachsen mit der Tan- 
gente und Normale schneidet und diese Schnittpunkte unter sich 
kreuzweise verbindet. Diese Verbindungslinien treffen sich in F. 
Der Kriimmungsmittelpunkt von P wird nun nach Steiner ge- 
funden als der Schnitt der Normale von P mit der in bezug auf 
diese Steinersche Parabel genommenen Polare von P, die durch das 
im Brennpunkt F' auf PF errichtete Lot gebildet wird (Steiner- 
Schroter, S. 205; C.Cranz, Th. d. K., 8.21). Pelz erkannte, daB 
auch die in den Brennpunkten von & auf den Brennstrahlen von P er- 
richteten Lote Tangenten der Steinerschen Parabel sind und ge- 
langte zur Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes mit Hilfe des 
fiir ein Tangentenfiinfseit der Parabel spezialisierten Satzes von 
Brianchon (8.236); unter den fiinf Parabeltangenten muB sich da- 
bei auch die Normale von P befinden (Pelz, Prag. Ber., Jahrg. 
1879, 8. 205; Cranz, Th. d. K., 8. 26f.). Fast alle Konstruktionen 
des Kriimmungsmittelpunktes lassen sich, wie Pelz zeigte, auf solehe 
Weise ableiten, z. B. auch folgende schon seit 200 Jahren bekannte 
Konstruktion: am Schnittpunkt der Normale n von P mit der Haupt- 
achse errichte man auf n ein Lot, das einen der beiden Brenn- 
strahlen in L treffen mége; das in L auf PL errichtete Lot trifft n 
im gesuchten Kriimmungsmittelpunkte (vgl. Keill, London Trans. 
26,178 (Jahrg. 1708)). Ubrigens ist hiernach, wie man leicht 
sieht, @ =: cos’, wo m die Liinge der Normale von P bis 
zum Schnitt mit der Hauptachse, m den Winkel zwischen Nor- 
male und Brennstrahl bedeutet. Ist & eine Parabel, so geniigt es, 
den Brennstrahl von P iiber den Brennpunkt hinaus um sich 
selbst zu verlingern bis Z; das in LZ auf dieser Verlangerung 
errichtete Lot trifft die Normale im Kriimmungsmittelpunkt. 

Fiir die Scheitel der Nebenachse einer Ellipse findet man 
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den Kriimmungsradius 9 = a”: b, fiir die Scheitel der Hauptachse 
ist bei allen Kegelschnitten 9 = 4p = b?: a. Hier sind a und b 
die Halbachsen, p der Parameter. Zur Konstruktion dieser Kriim- 
mungsradien wird in dem durch die Scheiteltangenten der Kurve 
gebildeten Rechteck eine Diagonale d gezogen; jedes von den End- 
punkten der anderen Diagonale auf d gefdlite Lot schneidet die 
Achsen der Kurve in den Kriimmungsmittelpunkten der Scheitel. 

Noch eine einfache Beziehung zwischen @ und den Brenn- 
strahlen r, und r, von P sei erwihnt, niimlich 

2 1 i 1 


PSTN dam oe Sarat ga 


wo das Zeichen + der Ellipse, — der Hyperbel entspricht; w hat 
die vorerwihnte Bedeutung. Diese Beziehung ist mit Hilfe der 
ahnlichen Dreiecke KF',F, und PI’, N in Fig. 2, 8. 201 unter 
Benutzung von ” = @ cos’ leicht abzuleiten. 

Ausfiihrliche Literaturangaben tiber Konstruktionen von @ in 
Enzykl. IIL C 1, Nr. 36 ff. (Dingeldey). 


§ 21. Kriimmungskreise zu verschiedenen Stellen einer 
Ellipse. Evolute der Kegelschnitte. 

Nach Steiner gehen durch jeden Punkt D einer Ellipse drei 
Kriimmungskreise, die die Kurve in drei anderen Punkten A, B, C 
oskulieren; die vier Punkte A, B, C, D liegen immer auf einem 
Kreis. Auch haben die Dreiecke ABC gleichen (maximalen) Inhalt, 
und umgekehrt schneiden sich die Kriimmungskreise, die den 
Ecken eines solchen eingeschriebenen Maximaldreiecks ABC zu- 
gehéren, in einem Punkt D der Ellipse, der mit A, B, C einem 
Kreise angehért (Steiner, J. f. Math. 32, 300 (1846) und 66, 
239 (1866) = Werke Il, 377 und 691). Auch gehédren zu vier 
aus einer Ellipse durch einen Kreis ausgeschnittenen Punkten 
Kriimmungskreise, die die Kurve noch in vier Punkten eines Kreises 
treffen (Cazamian, Nowy. Ann. (3) 13, 386 (1894)). 

Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte, die Hvolute, ist fiir 


2 2 
den Mittelpunktskegelschnitt ~ + a = 1 eine Kurve 6. Ordnung: 


(50) (ax) + (by) 3 ae o8, wo @=at oe 
Sie hat auf jeder Achse des Kegelschnitts zwei Spitzen, auferdem 


noch je eine in dessen unendlich fernen Punkten. 
Die Parabel y? = pa hat zur Evolute die Neilsche Parabel 


(51) 27 py? — 2(2a — p)*= 0. 


Kapitel XU. 


Kegelschnittsysteme. 
Von F. Dingeldey in Darmstadt. 


A. Kegelschnittbiischel. 


§ 1. Geradenpaare des Biischels. Polardreieck. 


Sind 
(1) f (@, ©) = yy 2} + Qayy a, y+ Aggy + 2 ys % We 
-- 2 gg Lo Le + Ogg Xe == () (45% = 4 3) 
und 
(2) GG, ©) = dy Vi + Diy, My + Vgg V5 + 2043.2, ae 
+ 2d %_%3 + bs,02 = O 2 = 0K) 


die Gleichungen zweier Kurven 2. Ordnung, so stellt die Gleichung 
(3) dg(x, x) — f(a, 2) =0 


entsprechend den unendlich vielen Werten des willkiirlichen Para- 
meters 4 ein ganzes System solcher Kurven (lineares Kegelschnitt- 
system erster Stufe), ein Kegelschnittbiischel, dar, dessen simtliche 
Kurven durch die Schnittpunkte von f(a, «) = 0 und g(x, z)=0, 
die Grundpunkte des Biischels, gehen. Die aus den Koeffizienten 
von (3) gebildete Determinante ergibt, nach Potenzen von 1 ge- 
ordnet, den Ausdruck: 


(4) C(a) =VB— 31704 34H — A, 


wo B und A die Diskriminanten von g(a, x) und f(x, a) be- 
deuten, wahrend 


(5) 3O = ay, Byy + G2 Boy + Ag Bg + 2 gg Bog + 2 cg, Bg, + 2 Aye Bro 
und 


(6) oS Dy Ay as bog Ags ste bs3 Ags a 2 bys Ags oF 2 bs, As, Sf 2 D4» Ay, 
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zwei ,simultane Invarianten“ von f(x, #) und g(a, #) sind. So- 
lange die Diskriminanten B und A yon Null verschieden sind, 
hat die Gleichung C(i) = 0 drei von Null verschiedene Wurzeln, 
es sind somit drei Geradenpaare im Biischel enthalten. Im Falle 
B=0 oder A =O wiirde schon g(x, 7) = 0 baw. f(x, 2) =0 
ein solches Geradenpaar darstellen. Da die drei Geradenpaare vier 
Punkte gemeinsam haben, schneiden sich f(x, x) = 0 und g(x, a) 
= 0 in vier Grundpunkten. In Ubereinstimmung hiermit li8t sich 
A in (3) linear so bestimmen, da8 die Kurve ‘durch einen will- 
ktirlich, aber fest gewi&hlten Punkt der Ebene hindurchgeht. 
ee bilden auch die Kegelschnitte, die durch k ge- 
gebene Punkte gehen (k = 0, 1, 2, 3) nnd 4 — k gegebene Punkte- 
paare zu Panson konjugierter Pole haben, ein Biischel, denn die 
zur Erfiillung dieser Forderung nétigen vier Bedingungen sind in 
den Koeffizienten der Gleichung einer Kurve 2. Ordnung linear. 

Aus den Betrachtungen am Schlusse von Kap. XI, § 3 folgt, 
daB die Doppelpunkte der drei in dem Biischel enthaltenen Geraden- 
paare ein allen Kurven des Biischels gemeinsames Polardreieck bilden. 
Seine Ecken sind reell, wenn das Biischel vier reelle oder vier paar- 
weise konjugiert imaginiire Grundpunkte hat; im Falle von zwei 
reellen und zwei imaginiiren Grundpunkten sind zwei Ecken des 
Polardreiecks imaginir, ihre Verbindungslinie reell. (Niheres z. B. 
bei Heffter u. Kohler, A. G., 8. 330.) 


§ 2. Satz von Desargues und Sturm. 

Die zu Ag(x,”) — f(x, x) =O gehérige adjungierte Form 
stellt gleich Null gesetzt die Bedingung dar, unter der eine Kurve 
des Biischels eine gegebene Gerade w= u, 2, + UyW%_ + Ug Xz = 0 
beriihrt. Wie (9) in Kap. XI, § 4 zeigt, ist diese Bedingung in 4 
vom zweiten Grad, woraus hervorgeht, daB es zwei Biischelkurven 
k,, ke gibt, die die gestellte Forderung erfiillen. Die Bedingung 
hat die Gestalt: 


(7) VG(u, wv) — 2AM (uw, uv) + F(u, w) = 0, 

wo F und G die adjungierten Formen von f und g bedeuten, 
wihrend H definiert ist durch 

(8) H = (Ggq bag + 3 bog — 2 dg3be3) Mi + ° 

+ 2 (a1g1 B32 + 3931 — 42033 — Ass Diy) My My + 


Die Beriihrungspunkte P, und P, von «, = 0 mit den Bischel- 
kurven i, und-k, bilden nun ein harmonisches Polepaar fiir 
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k, und ky, denn P, ist als Punkt einer in P, an k, gezogenen 
Tangente harmonischer Pol von P, in bezug auf k,, analog ist P, 
harmonischer Pol von P, in bezug auf k,. Da I, und P, somit 
fiir zwei Biischelkurven ein Polepaar bilden, so gilt dasselbe auch 
fiir alle Kurven des Biischels. Es bilden folglich alle Punktepaare, in 
denen die beliebige Gerade uw von Kegelschnitten des Biischels ge- 
troffen wird, eine Involution, deren Doppelpunkte die Beriihrungs- 
punkte derjenigen zwei Biischelkurven sind, die die Gerade zur 
Tangente haben. Dieser Satz wurde 1639 von Desargues fir 
einen beliebigen Kegelschnitt und die zwei Paare von Gegenseiten 
eines eingeschriebenen Vierecks ausgesprochen (B. p. = Cwvres I, 
188), von Ch. Sturm zur jetzigen Fassung erweitert (Ann. de 
Math. 17, 180 (1826)). 

Der Kegelschnitt H(u, w) = 0 wird von allen Gcraden wm- 
hiillt, die die Kurven f und g m zwei harmonischen Punktepaaren 
treffen; er hat auch die acht Geraden zu Tangenten, die die Kegel- 
schnitte f und g in ihren gegenseitigen Schnittpunkten beriihren 
(v. Staudtsche Kurve oder harmonische Kurve 2. Klasse, vgl. 
v. Staudt, Uber die Kurve 2. Ordnung, 8. 25, Progr. Niirnberg, 
1831; G. d. L., 8. 169; Gundelfinger, Vorl., 8. 144; Heffter 
und Kohler, A. G., 8. 335). . 


§ 3. Polkegelschnitt einer Geraden. 


Die in bezug. auf alle Kegelschnitte eines Biischels genom- 
menen Polaren eines beliebigen Punktes P mit den Koordinaten 
Y43Y2rY3 gehen durch cinen und denselben Punkt Q, denn die 
Gleichung der Polare von P in bezug auf ig(x, 2) — f(x, x) =0 
ist in A linear; wmgekchrt gehen die Polaren von P durch Q (Pon- 
celet, P. p. Nr. 388). Beide Punkte heiBen konjugiert in bezug 
auf die Kurven des Biischels. Durchliuft P eine Gerade u,= 0, 
so bestehen fiir @ noch die Gleichungen f(#, y) = 0 und g(a, y) 
= 0 (vgl. S. 215); die Elimination von y,, Yo, yz ergibt: 


|i fa fs 7 
; | : +3 
(9) N= et ee 596. 0, wof,—3f@),9,=49'(%), 
| Uy Ug Us | 


d. h.: Durchlduft P cine Gerade w, so erfiillen die zu P gehirigen 
konjgugierten Punkte Q einen Kegelschnitt N; dieser ist auch der Ort 
aller in bezug auf die emzelain Biischelkurven genommenen Pole 
der Geraden w (Polkegelschnitt von u), denn fiir die Koordinaten X, 


\ 
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‘des Pols von w in bezug auf 1g — f = O bestehen die Gleichungen 
(10) Gg — fh) # Aga — fe) # (Ads — fy) = ty Me? Us, 


aus denen durch Elimination von 4 wieder N = 0 hervorgeht 
(Poncelet, P. p. Nr. 396 und 370). 

Vermége der Gleichung (9) wird jeder Geraden w der Ebene 
ein Kegelschnitt N zugeordnet, und alle diese Kurven N gehen 
(unabhangig von der Geraden w) durch die Doppelpunkte der drei 
im Biischel enthaltenen Geradenpaare, die nach § 1 die Ecken 
eines allen Biischelkurven gemeinsamen Polardreiecks bilden. Die 
eben erwihnte Zuordnung ist ein Beispiel fiir eine sog. ,,quadra- 
tische Transformation“; ihre ,,fundamentalpunkte“ sind die Doppel- 
punkte. Vel. Clebsch-Lindemann, Vorl., 1. Aufl. 1876, S. 476. 

Der zu einer Geraden w gehérige Kegelschnitt N geht auch 
noch durch die sechs vierten harmonischen Punkte zu je zwei Grund- 
punkten des Biischels und zu dem Schnitt ihrer Verbindungslinie 
mit der Geraden uw. So sind neun Punkte von N bekannt, daher 
wird N vielfach Neun-Punkte-Kegelschnitt genannt, zuweilen auch 
Elf-Punkte-Kegelschnitt, da N noch durch die zwei Doppelpunkte 
der von den Biischelkurven auf w ausgeschnittenen Involution geht. 
Uber Ausartungen von N vgl. Heffter u. Kéhler, A.G., 8.342. 

Ist insbesondere wu die Gerade g,, so stellt N den Ort fir 
die Mittelpunkte aller Biischelkurven, den Mittelpunktskcgelschnitt 
des Biischels dar. Auf ihm liegen die sechs Seitenmitten und die 
drei Nebenecken des Vierecks der Grundpunkte; seine Asymptoten 
sind zu den Achsen der zwei im Biischel vorhandenen Parabeln 
parallel. Durch die Realitit dieser Parabeln ist die Art des Mittel- 
punktskegelschnitts bestimmt (Pfaff, Monatl. Korresp. 22, 226 
(1810); Brianchon und Poncelet, Amn. de Math. 11, 219 
(1821); Gergonne, ebenda 11, 396 (1821)). 


§ 4. Im Biischel enthaltene Kurvenarten. 


Was die Art der im Biischel enthaltenen Kegelschnitte be- 
trifft, so beschrinken wir uns auf die Erwaihnung der wichtigsten 
Fille. Liegen alle Grundpunkte im Endlichen und sind sie von- 
einander verschieden, so ist das Biischel in einer der niheren Er- 
lauterung nicht bediirfenden Bezeichnungsweise von Heffter und 
Kohler ein Ellipsen-Hyperbel-Biischel oder ein Hyperbel-Bischel, 
je nachdem jeder der vier Grundpunkte auSerhalb des durch die 
drei anderen gebildeten Dreiecks liegt oder ein Grundpunkt im 
Inneren eines solchen Dreiecks liegt. Sind zwei der im Endlichen 
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gelegenen Grundpunkte reell, die beiden anderen konjugiert ima- 
ginir, so hat man ein Hyperbel-Bischel oder ein Ellipsen-Hyperbel- 
Biischel, je nachdem die reellen Grundpunkte auf verschiedenen 
Seiten des Trigers der imaginiiren Grundpunkte liegen oder nicht. 
Sind alle vier im Endlichen befindlichen Grundpunkte paarweise 
konjugiert imaginaér, so hat man ein Ellipsen-Hyperbel-Biischel. 

Bei den Kegelschnittbiischeln, die Ellipsen und Hyperbeln 
enthalten, wird die Gesamtheit der einen Kurvengattung von der 
Gesamtheit der anderen durch die zwei schon erwihnten Parabeln 
getrennt. 

Beziiglich spezieller Falle, die z. B. vorliegen, wenn einige 
oder simtliche Grundpunkte zusammenfallen oder im Unendlichen 
liegen, verweisen wir auf die ausfiihrliche Darstellung bei Heff- 
ter und Kohler, A. G. I, 317ff. und 387ff. Vgl. ferner Mobius, 
B. K., § 253f. = Werke 1, 325ff.; Cayley, Quart. Journ. 2, 206 
(1858) = Coll. pap. III, 136; Gundelfinger, Vorl., S. 356. 

Die Realititsverhaltnisse der Schnittpunkte von f(x, x) = 0 
und g(#,v)=0O und die Hinteilung der Kegelschnittbiischel 
stehen in enger Beziehung zu der in § 1 erwahnten Gleichung 
C(A) =0. Na&heres bei Sylvester, Cambr. Dubl. Math. J. 5, 
262 (1850); 6, 18 (1851) = Coll. pap. I, 119 und 162; Steiner, 
J. f. Math. 55, 372 (1858) = Werke II, 678; Kemmer, Inang.- 
Diss., GieBen 1878; Story, Am. Journ. 6, 222 (1884); Gundel- 
finger, Vorl., 8.133; Johnston, London M. S. Proc. (2) 3, 390 
(1905); Heffter und Kohler, a. a. O. Gundelfinger (Vori., 
8.371) gab die Kriterien fiir die Realitit der Grundpunkte und die 
verschiedenen Fille der Beriithrung der Biischelkurven mit Hilfe 
eines gewissen Kegelschnitts w(v, 7) = 0, der eine Kombinante 
des Biischels ist, und seiner adjungierten Form @(w,u). Vogl. 
auch § 6. 

Der Mittelpunktskegelschnitt ist bei eimem gewdhnlichen 
Hyperbel-Biischel eine Ellipse, bei einem Ellipsen-Hyperbel-Biischel 
eine Hyperbel, bei der ein Zweig durch die Mittelpunkte der einen 
Kurvenart, der andere Zweig durch die Mittelpunkte der anderen 
Kurvenart gebildet wird. Liegt einer der Grundpunkte im Unend- 
lichen, so wird der Mittelpunktskegelschnitt eine Parabel. Vgl. 
Steiner, J. f. Math. 55, 373 (1858) = Werke II, 678; Steiner- 
Schréter, § 48; Gundelfinger, Vorl., 8. 356; Heffter und 
Kohler, A. G. I, 400, daselbst auch niheres tiber spezielle Fille 
und Ausartungen. 

Die Art eines durch fiinf gegebene Punkte gehenden Kegel- 
schnitts bestimmte Mébius (B. K. § 255—257 = Werke I, 328); 
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vgl. auch Chasles, S.c., 8.10; Stiner, Ziirich Viertelj. Naturf. 
Ges. 40, 401 (1895). 

Ein Kegelschnittbiischel enthilt im allgemeinen nur eine 
gleichseitige Hyperbel. Sind aber seine Grundpunkte die Ecken 
und der Héhenschnittpuukt eines Dreiecks, so bestehen die Ge- 
radenpaare des Biischels aus je einer Seite und der zugehdérigen 
Hohe des Dreiecks, die auf g,, ausgeschnittene Involution ist dann 
eine rechtwinklige, alle Biischelkurven sind gleichseitige Hyperbeln, 
der Mittelpunktskegelschnitt ist der Feuerbachsche Kreis des 
Dreiecks. Ebenso bilden die gleichseitigen Hyperbeln, die ein ge- 
gebenes Dreieck zum Polardreieck haben, ein Biischel. Seine Grund- 
punkte sind die Mittelpunkte der eingeschriebenen Kreise, der 
Mittelpunktskegelschnitt ist der Umkreis des Dreiecks (Brian- 
chon und Poncelet, Ann. de Math. 11, 205, 210, 212 (1821)). 

Im allgemeinen enthilt ein Kegelschnittbiischel keinen Kreis. 
Sind aber die Achsen der zwei im Biischel befindlichen Parabeln 
zueinander rechtwinklig, so enthilt es einen Kreis und umge- 
kehrt, wie leicht aus dem Desargues-Sturmschen Satze (§ 2) 
folgt. Der Mittelpunktskegelschnitt ist alsdann eine gleichseitige 
Hyperbel, und zwar die Apolloniussche Hyperbel des Kreis- 
mittelpunktes fiir alle Biischelkurven (Chasles, J. de Math. 
3, 410 (1838)). Diese haben gleichgerichtete Achsen. Da fiir ein 
Geradenpaar die Achsen aus den Halbierungslinien seiner Winkel 
bestehen, folgt, daB von den sechs Halbierungslinien der Winkel 
der drei Geradenpaare eines Kreisvierecks drei und drei parallel 
sind zu den Achsen aller dem Viereck umschriebenen Kegelschnitte 
(Poncelet, P. p. Nr. 394; Steiner, J. f. Math. 2, 97 (1827) 
= Werke I, 128; J. f. Math. 55, 359 (1858) = Werke II, 665). 

Ein Kegelschnittbiischel, das zwei Kreise enthilt, besteht 
tiberhaupt nur aus Kreisen. 

Die Zeichnung der Kegelschnittbiischel behandelt ausfiihrlich 
Chr. Wiener, Lehrb. dev darstellenden Geometrie I, 332 und 
359, Leipzig 1884. 


§ 5. Hinige geometrische Orter. 


Die Brennpunkte der einzelnen Kegelschnitte des Biischels 
liegen auf einer bizirkularen Kurve sechster Ordnung, die die 
Ecken und HéhenfuBpunkte des dem Biischel gemeinsamen Pol- 
dreiecks zu Doppelpunkten hat. Sie zerfillt in zwei Kurven dritter 
Ordnung, wenn die vier Grundpunkte auf einem Kreis liegen. 
Naheres bei Faure, Nowv. Ann. (1) 20, 56 (1861); Cayley, 
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Phil. Mag. 32, 362 (1866) = Coll. pap. VII, 1; Bobek, Monatsh. 
f. M. 3, 312 (1892); Haller, Arch. Math. Phys. (3) 7, 37 
(1904); G. Bauer, Minch. Ber, 35, 97 (1905). Die Brenn- 
punkte der zwei Parabeln des Biischels legen auf dem Feuer- 
bachschen Kreis des Polardreiecks (Painvin, Now. Ann. (2) 6, 
443, (1867)). Moébius brachte die vier durch die Grundpunkte 
bestimmten Dreiecke in Beziehung zu einem Brennpunkt irgend- 
einer Biischelkurve (J. f. Math. 26, 29 (1843) = Werke I, 587). 

Die Beriihrungspunkte der von irgendeinem Punkt P an 
die Kurven des Biischels gelegten Tangenten liegen auf einer 
Kurve 3. Ordnung, die durch die Grundpunkte, die Ecken des 
Polardreiecks, den Punkt P und den zu ihm in bezug auf die Kurven 
des Biischels konjugierten Punkt Q (S. 248) geht (Cayley, Edue. 
Times 2, 70 (1864) = Coll. pap. V, 578; Greiner, Arch. Math. 
Phys. 69, 40 (1883)). 

Die Enveloppe der in den Schnittpunkten eimer Geraden g 
mit den Biischelkurven gezogenen Tangenten ist eine Kurve 
3. Klasse mit drei Spitzen, die die sechs Geraden des Biischels 
einfach und g doppelt bertihrt (Sporer, Zschr. f. M. 38, 34 
(1893)). Insbesondere ist die Enveloppe der Asymptoten eines 
Biischels gleichseitiger Hyperbeln nach Steiner (J. f. Math. 53, 
234 (1857) = Werke Il, 641) identisch mit der Enveloppe der 
Wallaceschen (Simsonschen) Geraden irgendeines der vier 
durch die Grundpunkte bestimmten Dreiecke. Es sind dies Ge- 
raden, auf denen die drei FuSpunkte der von einem beliebigen 
Punkt des Umkreises eines Dreiecks auf die drei Seiten gefillten 
Lote legen. Die Bemerkung, da diese Enveloppe identisch ist 
mit der dreispitzigen Hypozykloide, die von einem Punkt der Peri- 
pherie eines Kreises beschrieben wird, wenn dieser in einem Kreise 
von dreimal gréerem Radius rollt, ohne zu gleiten, wird gewéhn- 
lich Schlufli zugeschrieben. Vgl. auch Cremona, J. f. Math. 64, 
104 (1865); niheres tiber diese Kurve und viele Literaturangaben 
findet man bei M. Roegner, Jenaer Diss. 1908. 

Die Enveloppe der Achsen eines beliebigen Biiscbels B, fallt 
zusammen mit der Enveloppe der Asymptoten desjenigen Biischels 
B,, dessen Grundpunkte avs den Mittelpunkten der Umkreise der 
vier durch die Grundpunkte von B, bestimmten Dreiecke bestehen. 
Enthilt B, nur gleichseitige Hyperbeln, so gilt gleiches auch 
von B, (Laguerre, Nowv. Ann. (2) 18, 206 (1879); Bobek, 
Monatsh. f. M. 3, 310 (1892)). 


§ 7. Kegelschnittscharen. 953 


§ 6. Doppelverhaltnis der Grundpunkte. 


Die sechs Kegelschnitte des Biischels 1g(a, «) — f(a, x) = 0, 
fiir die das Doppelverhaltnis der vier Grundpunkte gleich einer 
gegebenen Zahl s wird, bestimmte Gundelfinger durch eine 
Gleichung 6. Grades fiir 4, bei deren Ableitung die Gleichung 
C(4) =0 (§ 1) eine wichtige Rolle spielt. Von besonderem 


Interesse sind die zwei dquianharmonischen (s = = 1) und die 
drei harmonischen Kurven (s = —1) des Biischels. Die Enveloppe 
aller Geraden, die die zwei erstgenannten Kurven in harmonischen 
Punktepaaren treffen, ist ein Kegelschnitt w(a, x) = 0, der schon 
oben (S. 250) erwihnt wurde; von allen Punkten desselben lassen 
sich an die zwei dquianharmonischen Kurven harmonische Tan- 
gentenpaare legen. Diese zwei Kurven bilden zusammen mit yw 
ein System von solcher Beschaffenheit, da die in bezug auf eine 
der drei Kurven genommenen Polaren von Punkten einer zweiten 
Kurve die dritte Kurve umhiillen. Die drei harmonischen Kegel- 
schnitte werden von yw doppelt beriihrt, und zwar sind die Seiten 
des gemeinsamen Polardreiecks des Biischels die Bertihrungssehnen; 
auch die zugehérigen drei Tangentenpaare haben eine ausge- 
zeichnete Lage (Gundelfinger, Zschr. f. M. 20, 154 (1874); 
Vorl., 8. 368). Hine allgemeinere Definition des Kegelschnitts 
w(x, 2) = O mit Hilfe der zu w(x, x) gehdrigen adjungierten Form 
Wu, u) findet sich in § 15; ich verdanke sie einer miindlichen 
Mitteilung von Herrn Gundelfinger. Zur Gleichung 6. Grades 
fiir die Doppelverhialtnisse der vier Verbindungslinien irgendeines 
Punktes von /(2, 2) = 0 mit den vier Grundpunkten des Biischels 
ig(x, x) — f(a, ~) = O sowie fiir die dual entsprechenden Doppel- 
verhiltnisse vgl. Walker, Quart. Journ. 10, 162 und 317 (1870). 


B. Kegelschnittscharen und sonstige Kegelschnitt- 
systeme erster Stufe. 


§ 7. Dualitaét zwischen Kegelschnittschar und Kegelschnitt- 
biischel. 

Dem Kegelschnittbiischel entspricht dual die Kegelschnitischar, 
die Gesamtheit der vier gegebene Geraden (Grundtangenten) he- 
riihrenden Kegelschnitte, analytisch dargestellt durch 
(11) Aw(u, vw) — o(u, uw) = 0, 
wobei 
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(12) p(w, uw) yy ty? $F Dery Uy Mg F Ogg My” + 2 ety 3 My Uy 

+ Qoiggtla ts + Ogg”, (“k= hi) y 
(13) h(w, 1) = By? + 2Biy ey Me + Boo a” + 2 Big rt Me 

+ 2 Bog tlgUy + Begg’, — (Pek=Pxi)- 


Dual zu den Betrachtungen in § 1 folgt, da® in der Schar 
drei Punktepaare enthalten sind, deren Traiger ein allen Kurven der 
Schar gemeinsames Polardreiseit bilden. Sind zwei Grundtangenten 
der Schar reell, die beiden anderen konjugiert imaginir, so sind 
zwei Seiten dieses Polardreiseits imaginir, ihr Schnittpunkt reell. 

Die adjungierte Form von (11) wird 


(14) 1? D(a, 2) — 214(a,”) + D(a, 2), 


wobei W(x, a”) und (a,x) die adjungierten Formen von (wu, w) 
und o(u,w) bedeuten und 


(15) 24(a, x) = (cg9Bsg + O35 Beg — 2 cin Bog) X42 + *- 
“at + 2 (cts Bp + 398, — &9833 — O¢sg B12) %%—_ + °° 
ist. 


Aus (14) geht hervor, da zwei Kurven der Schar durch 
einen beliebig gegebenen Punkt gehen; nur eine Scharkurve beriihrt 
eine belicbig gegebene Gerade. 

Die von irgendemem Punkt an die Kegelschnitte der Schar 
gelegten Tangenten bilden ene Involution, deren Doppelstrahlen aus 
den Tangenten derjenigen zwet Kurven der Schar bestehen, die sich 
im dem gegebenen Punkte schneiden. Die Kurve 4(a,”) = 0 ist 
Ort aller Punkte, von denen an y(u,u) =O und w(u,u) =0 
harmonische Tangentenpaare gezogen werden kinnen (v. Staudtsche 
oder harmonische Kurve 2. Ordnung); sie geht durch die acht Be- 
rithrungspunkte der gememsamen Tangenten von » und w. 

Die in bezug auf alle Kegelschnitte der Schar genommenen 
Pole einer beliebigen Geraden wu liegen auf einer zweiten Geraden », 
und umgekchrt liegen die Pole von v auf u (Poncelet, P. p. Nr. 
398), w und v sind konjugiert hinsichtlich der Schar. Die Gerade 
v hat die Gleichung: 


Pr. P2 93! 
(16) |v, %, %s\=0, wo g,=—49(u,), Y= $y'(m,). 
inser ees 
Ist w die unendlich ferne Gerade, so folgt, da die Mittel- 
punkte der Kegelschnitte einer Schar eine Gerade, die Mittelpunkts- 
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gerade, erfiillen, was schon Newton bekannt war (Philosophiae 
naturals principia mathematica, Buch 1, Lemma 25, Corol. 3). 
Eis legen sonach die Mitten der drei Diagonalen eines vollstdndigen 
Viersetts auf emer Geraden, wie nach Angabe von Mackay 
(Edinburgh M. S. Proc. 9, 88 (1891)) zuerst J. T. Connor (The 
Ladies’ Diary for 1795) bemerkte. Vgl. auch Gau8, Monatt. 
Korresp. 22, 115 und 120 (1810) = Werke IV, 387 und 391. 

Fiir einen gegebenen Punkt x und verinderliche Linienkoor- 
dinaten wu, ist (16) die Enveloppe der in bezug auf alle Kurven 
einer Schar genommenen Polaren von 2, der Polarkegelschnitt 
von x, zugleich Enveloppe aller Geraden, die zu den durch # 
gehenden Geraden hinsichtlich der Schar konjugiert sind. Vel. 
auch Poncelet, Ann. de math. 12, 247 (1822); P. p. Nr. 399. 


§ 8. In der Schar enthaltene Kurvenarten. 


Bei Angabe der in einer Schar enthaltenen Kurvenarten be- 
schrinken wir uns zunichst auf den Fall, daB die vier Grund- 
tangenten reell sind und im Endlichen liegen. Die Seiten des ge- 
meinsamen Polardreiseits zerlegen die Ebene, von diesem Dreiseit 
abgesehen, in drei trigonale und drei tetragonale Felder. Diese 
Bezeichnungsweise von Gundelfinger bedarf wohl keiner weiteren 
Erliuterung. Je nachdem nun der Mittelpunkt einer Scharkurve 
in einem tetragonalen oder in einem trigonalen Felde liegt, ist 
die Kurve eine Hyperbel oder Ellipse. Da die Mittelpunkts- 
gerade m im vorliegenden Falle nicht in das Innere des Polardrei- 
seits eindringt, enthalt die Schar zwei Gruppen Ellipsen und zwei 
Gruppen Hyperbeln; dem unendlich fernen Punkt von m ent- 
spricht eine Parabel, die einzige der Schar, wenn keine Grund- 
tangente mit g, zusammenfallt. Die Schnittpunkte von m mit 
dem Umkreis des Polardreiseits sind nach Brianchon und Pon- 
celet (Amn. de Math. 11, 210 (1821)) die Mittelpunkte der zwei 
gleichseitigen Hyperbeln der Schar. Vgl. Steiner, /. f. Math. 
55, 374 (1858) = Werke II, 680; Steiner-Schréter, § 46, 
fiir Scharen mit zwei imaginiiren Grundtangenten § 50; Gundel- 
finger, Vorl., S. 359. Beziiglich der verschiedenen Arten von 
Scharen und der speziellen Falle sei besonders auf Heffter und 
Kohler, A. G. I, 317 und 404 verwiesen. 

Fallt eine der vier Grundtangenten ins Unendliche, so be- 
steht die Kegelschnittschar nur aus Parabeln, die dem Dreiseit A 
der iibrigen Grundtangenten eingeschrieben sind; das zugehérige 
Polardreiseit ist das zu A parallel umschriebene Dreiseit. 
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Die Art der eine beliebig gegebene Gerade beriihrenden Kurve 
der Schar, also die Art eines durch fiinf Tangenten gegebenen Kegel- 
schnitts untersuchte Mobius (B. K. § 264 = Werke I, 341). 

Die Zeichnung der Kegelschnittscharen behandelt ausftithrlich 
Chr. Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie 1, 325 und 
350, Leipzig 1884. 


§ 9. Binige geometrische Orter. 


Die Gleichung des Direktorkreises irgendeiner Kurve der Schar 
Aw(u, uv) — p(u, uv) = 0 ist nach Kap. XI, § 13 in den Koeffizienten 
von » und w und in 4 linear, die Gesamtheit aller dieser Kreise 
bildet somit ein Kreisbiischel, aus dessen im Endlichen liegenden 
Grundpunkten P,, P, man an alle Scharkurven Paare zueinander 
rechtwinkliger Tangenten ziehen kann. Diese zwei Punkte P,, P, 
konstruiert man als Schnittpunkte der den Punktepaaren der 
Schar zugehérigen Direktorkreise; die Verbindungslinie P, P, ist 
die Direktrix der in der Schar befindlichen Parabel. 

Die Brennpunkte der Scharkurven liegen auf’ einer zirkularen 
Kurve 3. Ordnung, die durch die sechs Ecken des vollstaindigen 
Vierseits der Grundtangenten und die HéhenfuBpunkte des ge- 
meinsamen Polardreiseits geht (Terquem, Now. Ann. (1) 4, 372 
(1845); Faure, ebenda (1) 20, 56 (1861); Cremona, ebenda 
(2) 3, 23 (1864); Schréter, Math. Ann. 5, 50 (1872); Durége 
ebenda 83), Bei einer Parabelschar liegen die Brennpunkte auf 
Jo und auf dem Umkreis des im Endlichen gelegenen Dreiseits 
der Grundtangenten, in Ubereinstimmung mit dem 8. 208 erwihnten 
Satze von Lambert; die zugehérigen Direktricen bilden ein 
Strahlenbtischel, dessen Mittelpunkt der Héhenschnittpunkt des 
eben erwihnten Dreiseits der Grundtangenten ist (Steiner, J. f. 
Math. 2, 191 (1827) und Amn. de Math. 19, 59 (1828) = Werke 
I, 134 und 207). 

Die Enveloppe der Scheiteltangenten der Parabelschar ist 
identisch mit der Enveloppe der Wallaceschen Geraden des 
Dreiseits der Grundtangenten, also nach 8S. 252 mit einer drei- 
spitzigen Hypozykloide, denn die Scheiteltangente einer Parabel 
ist nach 8, 208 der Ort der Fu8punkte der vom Brennpunkt auf 
die Kurventangenten gefillten Lote. Ebenso ist die Enveloppe 
der Achsen eine solche Hypozykloide. Vgl. Cremona, J. f. Math. 
64, 110 (1865); P. Serret, Now. Ann. (2) 9, 79 (1870); 
Intrigila, Giorn. di mat. 23, 263 (1885), hier auch nihere 
Literaturangaben. 
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Die Beriihrungspunkte der von einem festen Punkt P an 
die Kurven einer Kegelschnittschar gelegten Tangenten liegen auf 
einer durch die sechs Ecken des Vierseits der Grundtangenten 
gehenden Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt in P (Greiner, 
Arch, Math. Phys. 69, 33 (1883)). Die Enveloppe der in den 
Schnittpunkten einer gegebenen Geraden mit den Scharkurven 
gezogenen Tangenten ist eine Kurve 3. Klasse, die die vier Grund- 
tangenten, die Seiten des gemeinsamen Poldreiseits, die gegebene 
und die zu ihr hinsichtlich der Schar konjugierte Gerade beriihrt. 
Insbesondere umbhiillen die Asymptoten der Scharkurven eine 
Kurve 3. Klasse. 


§ 10. Konfokale Kegelschnitte, 


Eine der wichtigsten Kegelschnittscharen ist diejenige, deren 
Grundtangenten durch die vom imaginiren Kreispunktepaar J;, J, 
an irgendeine Kurve p(w, #4) = O der Schar gezogenen Tangenten 
gebildet werden. Die in der Schar befindlichen Punktepaare be- 
stehen nach Kap. XI, § 18 aus dem reellen und imaginiren 
Brennpunktepaar von g(u, wu) =O sowie aus J,,J,. Es haben 
somit sdmtliche Scharkurven dieselben Brennpunkte, gememsamen 
Mittelpunkt, wnd thre Achsen fallen daher aufeinander: die Kegel- 
schnitte werden als konfokal bezeichnet. Man hat drei Arten 
solcher Scharen zu unterscheiden, deren Gleichungen wir in recht- 
winkligen Linienkoordinaten geben: 

1. die Schar konfokaler Ellipsen und Hyperbein: 


(17) (a? — 2)u? + (0? —1)o®? —1=0, 
2. die Schar konzentrischer Kreise: 

(18) (a? — A) (u? + v?) —1=0, 
3. die Schar konfokaler Parabeln: 

(19) py —u—iA(w? + v7) = 0. 


1. Konfokale Ellipsen und Hyperbein. 

Die durch irgendeinen Punkt P der Ebene gehenden zwei 
Scharkurven schneiden sich in P rechtwinklig, denn die in P ge- 
zogenen Tangenten derselben liegen nach 8. 254 harmonisch zu 
allen von P an die Kegelschnitte der Schar gezogenen Tangenten, 
sind daher auch harmonische Polaren des Kreispunktepaares, also 
zueinander rechtwinklig (Fig. 1). Den Parameterwerten des 
Intervalles — 00 <i <b” entsprechen Ellipsen, dem Intervall 
b? <1 < a? Hyperbeln, imaginire Kurven erhalt man fiir a? <A 

Pascal, Repertorium. U1. 2. Aufl. 17 


258 Kapitel XII. Kegelschnittsysteme. 


< oo. Die Werte 1= b?, =<’ liefern das reelle baw. imaginare 
Brennpunktepaar, 4 = + oo das imaginire Kreispunktepaar. 

In Punktkoordinaten hat die Kurvenschar (17) die Gleichung 
(20) (b® —A)a? + (a? — A)jy? — (a? — A) (0? — 4) = 0, 
deren Wurzeln 4 fiir gegebene a, y zwischen — co undb* baw. zwischen 
b? und a? gelegen sind; 
durch irgendeinen Punkt P 
geht daher eine Ellipse und 
eine Hyperbel des Systems. 

Konfokale Ellipsen und 
Hyperbeln findet man zu- 
erst wohl bei Maclaurin, 
A treatise of fluxions, 
§ 648 (1742); vgl. ferner 
Binet, J. éc. pol. 9, 57- 
(1813); J. de Math. 2,248 
(1837); Chasles, Ann. 
de Math. 18, 269 (1828); 

Fig. 1. Steiner-Schréter, 
8.188, 338, 431; Reye, 
G. d. L., 8. 176; Gundelfinger, Vorl., 8. 165. 

Man kann nach Lamé (J. de Math. 2, 156 (1837)) die 
Parameter 4,, 4, der zwei durch einen Punkt P gehenden Schar- 
kurven als elliptische Koordimaten von P einfiihren, die allerdings 
P erst dann eindeutig bestimmen, wenn noch angegeben wird, in 
welchem Quadranten P liegen soll. Es ist nimlich 


a*—i,)(a—aA b? —4,) (6? —4, 
(21) x? — | we _ yas we a5 


e+y=a—i, +t? —A, 


(Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, hggb. von Clebsch, S. 207, 
Berlin 1866; Hesse, A. G. d. R., 8. 292; Staude, Die Fokal- 
eigenschaften der Fliichen 2. Ordnung, 8. 162, Leipzig 1896). 

Im Falle a=06 geht die Schar konfokaler Ellipsen und 
Hyperbeln (17) tiber in die durch 

2. konzentrische Kreise 
gebildete Schar (18). Die Brennpunkte ihrer Kurven sind nun mit 
dem Mittelpunkt O der Kreise zusammengefallen. Die (imaginiren) 
Asymptoten bestehen aus den Verbindungslinien von O mit dem 
imaginiren Kreispunktepaar J,, J,, sind daher allen Kreisen ge- 
meinsam, so dap konzentrische Kreise auch als solche aufgcfapt 
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werden kinnen, die sich in J, und J, beriihren; sie bilden dem- 
nach einen speziellen Fall einer Biischelschar (vgl. § 11). Der ge- 
meinsame Mittelpunkt gehért doppelt zihlend der Schar als Aus- 
artung an. Vgl. Poncelet, P. p. Nr. 131 und 410. 

3. Konfokale Parabeln. 


Die Parabeln des Systems (19) oder (in Punktkoordinaten) 
des Systems 
(22) y? — 2(p—A)u +1(p— id) =0 
haben simtlich die Gerade y = 0 zur Achse. Je nach dem Vor- 
zeichen von p — Ad Offnen sie sich nach entgegengesetzten Seietn, 
und durch jeden Punkt der Ebene geht 
eine Kurve von jeder Art (Fig. 2) (vgl. 
Hesse, Zschr. f. M. 19, 52 (1874); 
tiber parabolische Koordinaten  vegl. 
Staude, a. a. 0. S. 171). 

. Die unendlich nahe benachbarten 
Kurven der vorstehend erwihnten drei 
Arten konfokaler Kegelschnittscharen 
teilen die Ebene in unendlich kleine 
Quadrate, sie bilden ein Netz von Iso- 
thermen. So nennt man mit Riicksicht 
auf ihre physikalische Bedeutung tiber- 
haupt Kurvennetze, die die Ebene in 
unendlich kleine Quadrate zerlegen. 
Die isogonalen Trajektorien solcher 
Kurvennetze bilden wieder ein iso- Fig. 2. 
thermisches System. Niheres hiertiber 

bei Holzmiiller, Math. Ann. 18, 304 (1881), sowie in dessen 
Werk Einfiihrung in die Theorie der isogonalen Verwandischaften 
eic., besonders Kap. 8 und 14, Leipzig 1882; vgl. auch Scheffers, 
Einfiihrung in die Theorie der Kurven in der Ebene und im Raume, 
S. 111 und 124ff, Leipzig 1901. 

Bei konfokalen Kegelschnitten ist die zu einer Geraden g 
hinsichtlich der Schar konjugierte Gerade rechtwinklig zu g, 
denn der Pol von g in bezug auf das imaginire Kreispunktepaar 
liegt im Unendlichen in einer zu gy normalen Richtung. Der zu 
einem Punkt P gehérige Polarkegelschnitt (vgl. § 7) ist nun eine 
Parabel, die das gemeinsame Achsenpaar der Scharkurven beriihrt, 
denn der Polarkegelschnitt hat die Trager der Punktepaare der 
Schar zu Tangenten. Ebenso beriithrt diese Parabel die in P ge- 
zogenen Tangenten der zwei durch P gehenden Systemkurven 

ity 
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(Steinersche Parabel von P; Steiner, J. f. Math. 49, 339 
(1855) = Werke II, 629; Steiner-Schroter, S. 340). 

Zahlreiche Satze tiber Beziehungen zwischen Kegelschnitten 
einer konfokalen Schar und einem anderen Kegelschnitt leitet 
Chasles aus gewissen Haupttheoremen ab; naheres C. R. 50, 
626 (1860) = J. d. Math. (2) 5, 429 (1860); vgl. Enzykl. TI C1 
(Dingeldey), S. 118. 


§ 11, Biischelschar einander doppelt bertihrender 
Kegelschnitte. 


Das System der Kegelschnitte, die sich in zwei Punkten A 
und B beriihren, kann als Biischel und als Schar betrachtet werden 
(Biischelschar). Wir erwahnen nur folgende Sitze: Die Polaren 
eines Punktes Q in bezug auf alle Systemkurven gehen durch den 
auf der gemeinsamen Beriihrungssehne s gelegenen vierten har- 
monischen Punkt zu A, B und zu dem Schnittpunkt von s mit 
QS, wo S den Pol der Sehne s bezeichnet. Die Pole einer Ge- 
raden g in bezug auf alle Systemkurven liegen auf s selbst und 
auf der durch S gehenden vierten harmonischen Geraden zum 
Tangentenpaare SA,SB und zur Verbindungslinie yon S mit 
dem Schnittpunkte von s und g. Die Mittelpunkte der System- 
kurven liegen auf der Verbindungslinie von S mit der Mitte der 
Beriihrungssehne s. Die Brennpunkte liegen auf einer zirkularen 
Kurve 3. Ordnung, die in S einen Doppelpunkt mit rechtwinkligen 
Tangenten hat (Strophoide, focale & nceud). Die einfachste Glei- 
chung eines Systems sich doppelt beriihrender Kegelschnitte ist 
XX — 12,27 =0, wo 2, = 0 und 2, =O die Gleichungen der 
gemeinsamen Tangenten sind, wahrend x, = 0 die Beriihrungs- 
sehne darstellt. Analog bei Linienkoordinaten. Da8B auch ein 
System konzentrischer Kreise als Biischelschar anzusehen ist, 
wurde schon in § 10 bemerkt. 

Niheres tiber Biischelscharen bei Gergonne, Ann. de Math. 
11, 385 und 400 (1821); Poncelet, ebenda 12, 248 (1822); 
Steiner, J. f. Math. 45, 212 (1853) = Werke II, 471; Cay- 
ley, Quart. Journ. 3, 246 (1860) = Coll. pap. IV, 456; Chasles, 
S.c., Kap.19; Milinowski, Progr. Gymn. Tilsit 1870; Steiner- 
Schroter, § 52. 


§ 12. Sonstige Kegelschnittsysteme, 


Fir einige andere Systeme kann hier nur das Wichtigste 
erwihnt werden, Das System S(3p, 1g) der Kegelschnitte, die 
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durch drei gegebene Punkte gehen und eine gegebene Gerade be- 
rtihren, sendet durch einen beliebigen Punkt der Ebene zwei seiner 
Kurven, eine beliebige Gerade wird von vier Kurven des Systems 
beriihrt; in ihm sind zwei gleichseitige Hyperbeln und drei Geraden- 
paare enthalten. Auch das System der einem Dreieck umschriebenen 
Parabeln gehért hierher. Die Mittelpunkte der Kurven erfiillen 
im allgemeinen Falle eine Kurve 4. Ordnung, die die Seiten des 
Dreiecks der Grundpunkte in ihren Schnittpunkten mit der ge- 
gebenen Geraden beriihrt und die Seitenmitten dieses Dreiecks 
zu Doppelpunkten hat. 

Literatur: Gergonne, Amn. de Math. 11, 393 (1821); 
Hearn, Researches on curves of the second order, p. 35, London 
1846; Cayley, Quart. Journ. 6, 24 (1864) = Coll. pap. V, 258; 
HoBfeld, Arch. Math. Physik 70, 253 (1884); Zimmermann, 
Zschr. f. M. 29, 176 (1884); Steiner-Schriter, § 53; Gri- 
ninger, GieBener Diss. 1903. 

Dem System (3p, 1g) entspricht dual das System S(3g, 1p) 
yon Kegelschnitten, die drei gegebene Geraden beriihren und durch 
einen gegebenen Punkt gehen. Der Ort der Mittelpunkte ist jetzt 
ein Kegelschnitt, der die Seiten des dem Dreiseit der Grund- 
tangenten parallel eingeschriebenen Dreiseits bertihrt. Hierher ge- 
héren auch alle Parabeln mit gemeinsamem Brennpunkt F’, die 
durch einen gegebenen Punkt gehen; ihre Scheitel liegen nach 
Quetelet (Brucelles Now. Mem. 3, 116 (1826)) auf einer Kar- 
dioide, die F' zur Spitze hat. 

Literatur: Gergonne, Ann. de Math. 11, 385 (1821); 
Poncelet, ebenda 12, 111 (1821); Hearn, a.a. O. p. 39; Intri- 
gila und Laudiero, Giorn. di mat. 19, 245 (1881); Tesar, 
Wien. Ber. 84, 194 (Jahrg. 1881); Steiner-Schriter, § 53; 
E. Heinemann, Giefener Diss. 1907. 

Das sich selbst duale System S(2p, 2g) besteht aus zwei 
verschiedenen Reihen von Kurven, deren Mittelpunkte auf je einen 
yon zwei konzentrischen Kegelschnitten verteilt sind. Niheres bei 
Brianchon, Mémoire sur les lignes du second ordre, p. 20, Paris 
1817; Poncelet, Ann. de Math. 12, 233 (1822); Hearn, a. a. O. 
p. 40; Seydewitz, Arch. Math. Phys. 14, 364 (1850); Cayley, 
Quart. Journ. 8, 211 (1867) = Coll. pap. VI, 43; Steiner- 
Schréter, 8.347; Haller, Progr. Miinchener Kreisrealsch. 1908. 
Auch die Kreise, die zwei gegebene Geraden bertihren, gehéren 
hierher, ebenso die durch zwei * gegehene Punkte gehenden Kegel- 
Poanities mit einem gemeinsamen Brennpunkt FP’. Uber die Auf- 
gabe, einen Kegelschnitt mit Hilfe von F und drei gegebenen 
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Kurvenpunkten zu konstruieren vgl. Steiner-Geiser, 8S. 154, 
weitere Literatur hierzu in Enzykl. II C1 (Dingeldey), S. 128. 

Auch bei dem System der einen Kegelschnitt k doppelt be- 
riihrenden Kreise gibt es zwei Reihen von Systemkurven: Die eine 
Reihe, bei der die Kreismittelpunkte die Hauptachse von i erfillen, 
enthilt reelle und imaginire Kurven; die Mittelpunkte der zur 
zweiten Reihe gehdrigen, simtlich reellen Kreise erfiillen die Neben- 
achse von k. Jeder dieser letztgenannten Kreise ist auch Ort fiir 
die FuBpunkte aller Geraden, die von den Brennpunkten unter 
demselben beliebigen Winkel nach allen Tangenten von k gezogen 
werden, ein Satz, der nach Rohn (Leipz. Ber. 60, 2 (1908)) 
spezieller Fall eines weit allgemeineren Satzes ist. 

Literatur: Steiner, J. f. Math. 37, 174 (1848) = Werke 
Il, 404, J. f. Math. 45, 189 (1853) = Werke Il, 447; Niem- 
tschik, Wien. Ber. 67, 298 (1873), 68, 377 und 505 (1874); 
W. Fiedler, Acta Math. 5, 331 (1884); Sporer, Zschr. f. M. 
41, 210 (1896); SchiiBler, Arch. Math. Phys. (3) 2, 1 (1902); 
Gundelfinger, Vorl., 8. 180; Kiibel, GiefSener Diss. 1907. 


C. Kegelschnittnetze und Kegelschnittgewehbe. 
§ 13. Kegelschnittnetze. 


Werden die Gleichungen dreier nicht demselben Biischel an- 
gehdrigen Kurven 2. Ordnung f(x, x) = 0, g(x, 2) =0, h(a, 2) =0 
linear verbunden zu einer Gleichung 
(23) “f(x,x) + r4g(w,x) + uh(a,x) = 0, 
wo %, 4, w willkiirliche Parameter bedeuten, so stellt diese ein 
System von co? Kurven 2. Ordnung, ein lineares Kegelschnitt- 
system 2. Stufe dar, das als Kegelschnittnetz bezeichnet wird. Das- 
selbe enthélt unendlich viele Biischel, und irgend zwei dieser 
Biischel haben stets einen Kegelschnitt gemeinsam. 

Sollen sich die Polaren eines Punktes x in bezug auf drei nicht 
demselben Biischel angehérige Systemkurven in einem und demselbcn 
Punkt, der y heiBen mége, schneiden, so muB, wie leicht einzusehen, 
x auf der Kurve 3. Ordnung 


es OLE 
(24) Dy = Ot; 0%, OF, 0 
tegen, die auch durch y hindurchgeht. Zwei so zusammengehirige 


Punkte x, y heiken konjugierte oder harmonische Pole der Netz- 
kurven. Die Kurve (24) ist der Ort der zw drei und damit zu allen 
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Netzhurven zugeordneten konjugierten Pole und heiBt die Hesse sche 
oder Jacobische Kurve des Netzes (Hesse, J. f. Math. 28, 105 
(1844) = Ges. Werke,S.132); Steiner nennt sie die Tripelkurve des 
Netzes (Steiner-Schréter, 8.469), da sie durch die drei Ecken 
(Tripel) des gemeinsamen Poldreiecks irgend zweier Netzkurven 
geht. Auf der Kurve (24) liegen somit die Doppelpunkte aller Ge- 
radenpaare des Netzes. Die Verbindungslinien irgendeines Punktes 
FR, der Hesseschen Kurvye mit zwei konjugierten Polen P, , P, treften 
die Kurve noch in einem weiteren konjugierten Polepaar Q,, Q., 
und die Geraden P,Q, und P,Q, schneiden sich in dem zu R, 
konjugierten Pole R, der Hesseschen Kurve: das durch die Geraden 
Ri, P,, Ry P,, P,Q. und P,Q, gebildete Vierseit ist ein Polarvierseit 
(vgl. Kap. XI, § 7). Die in zwei konjugierten Polen wie P, und 
P, gezogenen Tangenten der Hesseschen Kurve schneiden sich 
auf dieser Kurve in einem Punkt, der zum dritten Schnittpunkt 
der Geraden P, P, mit der Kurve konjugiert ist. (Vgl Kap XVI.) 
Die Verbindungslinien konjugierter Pole wmhiillen nach Cayley 
(J. de Math. 9, 290 (1844) = Coll. pap. I, 187) eine Kurve 
3. Klasse, die Cayleysche oder Hermitesche Kurve des Netzes ; jede 
ihrer Tangenten trifft offenbar irgend drei Netzkurven in Punkte- 
paaren einer Involution. Auch von den im Netz enthaltenen Geraden- 
paaren wird diese Kurve umhiillt, und jede ihrer Tangenten gehért 
einem solchen Paare an. 

Niheres tiber Kegelschnittnetze bei Hesse, J. f. Math. 36, 
151(1848)=— Ges. Werke,S.164; Cayley, London R.S. Trans.147, 
423 (Jahrg. 1857) = Coll. pap. II, 391; Cremona, G. Th., 8.212; 
Durege, Die ebenen Kurven dritter Ordnung, 8. 235, Leipzig 
1871; Gundelfinger, Vorl., 8.218; Steiner-Schréter, 8. 469; 
Reye, G.d. L., 4. Aufl, 8S. 278; Salmon-Fiedler, A. G. d. K,, 
8. 702. 

§ 14. Kegelschnittgewebe. 


Dual zu (23) stellt 

(25) np (u,u) + Ayu, u) + wp(u,u) = 0 

ein lineares zweistufiges System von co” Kurven 2. Klasse dar, 
das man als Kegelschniitgewebe oder Scharschar bezeichnet. Hier 
gelten natiirlich die dual entsprechenden zu den beim Netz er- 
wahnten Sitzen. Alle drei beliebigen Kurven des Gewebes harmo- 
nisch zugeordneten Polarenpaare umhiillen jetzt eme Kurve 3. Klasse, 
die Hessesche Kurve des Gewebes; diese hat auch die Trager der im 
Gewebe befindlichen Punktepaare zu Tangenten, beriihrt also die 
Seiten des irgend zwei Kurven des Gewebes gemeinsamen Polardreisetts. 
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Die Schnitipunkte der vorerwiahnten Polarenpaare erfiillen eme 
Kurve 8. Ordnung, die Cayleysche oder Hermitesche Kurve des 
Gewebes; von ihren Punkten lassen sich an irgend drei Kurven des 
Gewebes Tangentenpaare einer Involution legen. Alle Punktepaare 
des Gewebes liegen auf dieser Kurve, und jeder threr Punkte gehort 
emem solchen Paare an. 

Ein wichtiges Gewebe bilden die Kegelschnitte einer Schar 
zusammen mit ihren konfokalen Kurven. Seine Cayleysche Kurve 
ist Ort der Brennpunkte der Schar, seine Hessesche Kurve ist 
Enyeloppe der Achsen der Scharkurven (Schréter, Math. Ann. 5, 
63 (1872); Gundelfinger, Vorl., S. 404). 

Niheres tiber Kegelschnittgewebe bei Hesse, J. f. Math. 38, 
246 und 252 (1849) = Ges. Werke, 8.198 und 205; Cayley, J. de 
Math. 10, 104 (1845) = Coll. pap. I, 191; Gundelfinger, 
Vorl., 8S. 226; Reye, G. d. L., 4. Aufl, 8. 278. 


D. Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme in 
konjugierter Lage. 
§ 15. Hinzelne Kegelschnitte in konjugierter Lage. 


Hesse hat die Frage nach der geometrischen Bedeutung einer 
linearen Gleichung 


(26) Bir 441 + 2 Biz 12 + Boe do2 + 2 Bis 43 + 2 Bos deg + gg 433 = 0 
zwischen den Koeffizienten a,, von f(#,7) = 0 aufgeworfen. In 
dieser Gleichung kénnen die 8;, als Koeffizienten der Gleichung 
einer Kurve 2. Klasse betrachtet werden oder fiir 6,, = B,, als 
Koeffizienten der zur Kurve 2. Ordnung 


(27) G(@, ©) = 04104" + 2Djy Hwy + Dy9%y? + 201324 25 
+ 2 by3 %o% + dgg%,” = 0 
gehodrigen Gleichung in Linienkoordinaten 
(28) By Uy” + 2 Byo tty Uy + Bao tly” + 3 Big, Ug 
+ 2 Bos tgs + Bsg ug? = 0. 

Fiir B;, = B,, wire (26) identisch mit O = 0, wo — 30 

den Koeffizienten von 2” in der frither (§ 1) erwahnten wichtigen 
kubischen Gleichung C(i) = 0 bedeutet. Hesse kam zu dem Er- 
gebnis, dap bei Erfiillung der Bedingung (26) der Kegelschnitt f 
unendlich vielen Polardreiecken des Kegelschnitts g wmschrieben ist 


(Hesse, J. f. Math. 45, 83 (1853) = Ges. Werke, 8.298; eine andere 
Ableitung bei Gundelfinger, Vorl. 8. 162). 
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Diese Deutung von (26) bildet die Grundlage fiir Unter- 
suchungen, die voneinander unabhingig Smith, London M. S. Proc. 
2, 85 (1868) = Coll. pap. 1, 524 und Rosanes, Math. Ann. 6, 
264 (1873) anstellten, jener zum groBen Teil rein geometrisch, 
dieser mit Hilfe der Symbolik der ternéren Formen. Sind die £,, 
in (26) die Koeffizienten einer ein Punktepaar darstellenden Kurve 
2. Klasse, so ist (26) die Bedingung dafttr, daB dieses Paar ein 
harmonisches Polepaar von f darstellt (vgl. (43) in Kap. XI, § 12). 
Smith nennt, wenn die Gleichung O = 0 erfiillt wird, den Kegel- 
schnitt f dem Kegelschnitt g harmonisch umschrieben; Rosanes 
nennt beide Kurven konjugiert. Reye (J. f. Math. 82, 1 (1877), 
G. d. L., 4, Aufl, S. 266) sagt, die Kurve f stiitet oder trdgt die 
Kurve g und umgekehrt stiitzt sich g auf f oder ruht g auf f; auch 
nennt er beide Kurven apolar. 

Die Seiten der oben erwahnten Polardreiecke beriihren den 
Kegelschnitt H = 0, von dessen Tangenten die Kurven f und g 
nach § 2 in harmonischen Punktepaaren getroffen werden. 

Wenn die Gleichung O = 0 erfillt wird, kinnen dem Kegel- 
schnitt g unendlich viele Polardreiseite von f umschrieben werden, g 
ist der Kurve f harmonisch eingeschrieben. Auch die Umkehrung 
gilt: Stehen f und g in einer der vorerwdhnten Beziehungen zuein- 
ander, so verschwindet O. 

Die Frage nach der geometrischen Bedeutung von H = 0, 
wo 3H den Koeffizienten von A in der Gleichung 3. Grades C(A) = 0 
darstellt (vgl. (4) in § 1), ist hiermit gleichfalls erledigt. 

Wenn O und H verschwinden, sind f und g die zwei iquian- 
harmonischen Kegelschnitte des Biischels 24g(a, 7) — f(x,x) = 0 
(vgl. § 6, ferner Gundelfinger, Zschr. f. I. 20, 156 (1874); 
Ferrers, Quart. Journ. 7, 21 (1866)). 

Der schon in § 4 und § 6 erwihnte, zu dem Biischel 
19 — f = 0 gehdrige Kegelschnitt #(u, w) = 0 ist, wie Gundel- 
finger bemerkte, harmonisch eingeschrieben den Kurven f(x,x)=0 
und g(a, x) =O (somit allen Kurven des Biischels) und den Pol- 
kegelschnitten, die zu drei beliebigen Geraden der Ebene in be- 
zug auf das Biischel 4g — f = 0 zugeordnet sind. 

Beztiglich der einem Kegelschnitt g harmonisch umschriebe- 
nen Kreise f oder, was sich gleichzeitig hiermit erledigt, der einem 
Kreis f harmonisch eingeschriebenen Kegelschnitte g fand Faure, 
daB die aus dem Mittelpunkt von g an einen Kreis f gezogenen Tan- 
genten gleich dem Radius des Direktorkreises (vgl. Kap. XI, § 13) 
yon g sein miissen. Daher schneidet dieser Kreis alle jene Kreise 
rechtwinklig, die Polardreiecken von g umschrieben sind (Faure, 
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Now. Ann. 19, 234 (1860)); Painvin, ebenda 294; Salmon, 
ebenda 347; Steiner- Schréter, 8. 178; eine Verallgemeinerung 
des Satzes von Faure bei Gervaion Nouv, Am. (3) 18, 229 
und 324 (1894)). Weitere besondere Falle und Titeraimeangaben 
in Enzykl. Il C1 (Dingeldey), 8. 144f. 


§ 16. Kegelschnittsysteme in konjugierter Lage. 
Es sei ein ,,Kegelschnittsystem k*** Stufe“ gegeben durch 
(29) Af, (@,%) + Agfa (a, 2) +++ >t Agi shy (@,%) =O G=1,2,3,4). 


Sind die Kurven 2. Ordnung /,(~,7) =O dieses Systems 
einem gegebenen Kegelschnitt » (w,w) = 0 harmonisch umschrieben, 
im tibrigen aber voneinander unabhingig, so sind alle Kurven des 
Systems dem Kegelschnitt m harmonisch umschrieben. Es gibt 
tiberhaupt ein ,,konjugiertes System (4 —k)*** Stufe“ 


(30) My 9 (U, 7) x Hs Po (UW, U) 2 ee Hs 2 P5_p (UM) =i, 


dessen sémtlichen Kurven die Kurven des Systems (29) harmo- 
nisch umschrieben sind. 

Fir k = 4 reduziert sich (30) auf einen einzigen Kegel- 
schnitt, dessen Tangenten aus den in (29) befindlichen Doppel- 
Poraden bestehen. Sind die f,(7,x) =O, (é=1,2,..5), fiinf Doppel- 
geraden U,?= 0, die einen Kegelschnitt p beriihren, so steht der 
Ausdruck U, = 0 einer sechsten Tangente dieser Kurve mit den 


U, in solcher Beziehung, da8 man immer Faktoren 1, @=1,2,..6) 
6 


bestimmen kann, oe die Summe = 21, U? identisch zu Null machen. 


Die im Systeme By 11,U;? =0 befindlichen Kreise bilden ein Netz, 


dessen Potential went im Mittelpunkte von » liegt, wihrend 
die Doppelpunkte der zwei zirkularen Geradenpaare, die sich in 
jedem Kreisbtischel des Netzes befinden (die Grenzpunkte des Bii- 
schels) den Direktorkreis von » (vgl. Kap. XI, § 13) erfiillen (P. 
Serret, G. d. d., p. 74, 181, 209, 116). 

ia Falle k = 3 besteht Gas Foniuiicrte System (30) aus einer 
Kegelschnittschar, deren vier Grundtangenten durch die Doppel- 
geraden des Systems (29) gebildet werden. Jede Kurve von 
( (29) 1aBt sich durch die vier Doppelgeraden linear darstellen 
(P. Serret, G.d.d., p. 49 und 260; Rosanes, Math. Ann. 6, 307 
(1873)). Timerding (Gott. Nache. Jahrg. 1900, 103) deutet die 


§ 16. Kegelschnittsysteme in konjugierter Lage. 267 


Koeffizienten in dieser Darstellung als homogene Punktkoordinaten 
im Raume und bildet hierdurch das System eindeutig auf den 
Raum ab. Ist (30) eine Schar konfokaler Kegelschnitte, so 
besteht (29) aus allen gleichseitigen Hyperbeln, denen das Brenn- 
punktepaar der Schar konjugiert ist (Picquet, E. g., p. 128). 

Dem Falle k= 3 entspricht dual k= 1. Hier ist ein Biischel 
gegeben; das konjugierte System ist dritter Stufe, und die Mittel- 
punkte der in ihm befindlichen Kreise liegen auf der im Biischel 

enthaltenen gleichseitigen Hyperbel (Picquet, p. 74). 

Im Falle k = 2 stellt die Gleichung (29) ein Netz N, (30) 
ein Gewebe G dar. Zwischen beiden finden viele Beziehungen 
statt. So ist z. B. die Hessesche Kurve von N identisch mit der 
Cayleyschen Kurve von G und die Cayleysche Kurve von N 
identisch mit der Hesseschen von G (vgl.§ 13 und § 14). Niaheres 
bei Picquet, p. 96; Gundelfinger, Vorl., 8. 228; White, Am. 
M. §. Trans. 1, 1 und 170; Gordan, ebenda 1, 9 und 402. 

Haben alle Kurven eines Netzes einen und denselben Punkt 
P gemeinsam, so ist dieser ein Doppelpunkt der Hesseschen Kurve; 
die Cayleysche Kurve zerfallt in P und einen Kegelschnitt. In 

dem konjugierten Gewebe ist P als Doppelpunkt enthalten. 

Von den Netzen, deren Kurven zwei Punkte gemeinsam haben, 
sei nur das aus Kreisen bestehende Netz erwihnt, bei dem diese zwei 
Punkte die imaginiren Kreispunkte sind. Seine Hessesche Kurve 
zerfallt in die unendlich ferne Gerade und einen Kreis k, der alle 
Kreise des Netzes rechtwinklig schneidet (Orthogonalkreis des 
Netzes). Das konjugierte Gewebe besteht aus allen Kegelschnitten, 
die & zum Direktorkreis haben. Vgl. Picquet, p. 117; Gundel- 
finger, Vorl. 8. 389. 

Haben alle Kurven eines Kegelschnittnetzes drei Punkte P, 
Q, R gemeinsam, so besteht die Hessesche Kurve aus den Ver- 
bindungslinien der drei Punkte, die Cayleysche Kurve aus ihnen 
selbst. Das konjugierte Gewebe wird durch die Kegelschnitte ge- 
bildet, die PQ R zum Polardreieck haben. 

Beziiglich einer ausfiihrlicheren Darstellung der Eigenschaften 
der in konjugierter Lage befindlichen Kegelschnitte und Kegel- 
-schnittsysteme sei verwiesen auf Picquet, H.g.; Rosanes, Math. 
Ann. 6, 264 (1873); Clebsch-Lindemann (1. Aufl.), 8. 295; 
W. F. Meyer, Apolaritdt und rationale Kurven, 8. 84, Tiibingen 

1888; Reye, G. d. L., 4. Aufl, 8S. 264; Gundelfinger, Vorl. 
§ 17 und § 25—26; Salmon-Fiedler, A. G. d. K., Kap.19, wo 
tiberhaupt die Invariantentheorie der Kegelschnitte ausfiihrlich be- 
handelt wird. 
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Zusammenstellung abktirzender Bezeichnungen, 
von denen in Kapitel K bis XII Gebrauch gemacht ist. 


Apollonius = Apollonius von Perga, 8 Biicher Kegel- 
schnitte, um 225 v. Chr. Deutsche Bearbeitung von H. Balsam, 
Berlin 1861. <Apollonii Pergaei quae Graece exstant cum commen- 
tariis antiquis. Edidit J. L. Heiberg, 2 Bde., Leipzig 1890—1893. 


Cantor, G.d. MW. = M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte 
der Mathematik, Ba. I, 2. Aufi., Leipzig 1894; Bd. II, 2. Aufl, 
Leipzig 1900; Bd. III, 2. Aufl, Leipzig 1901. 


Carnot, G.d.p.= L. N. M. Carnot, Géométrie de position, 
Paris 1803. 

Chasles, G.s. = M. Chasles, Traité de géométrie supérieure, 
Paris 1852; 2. Aufl., Paris 1880. 

Chasles, 8. c. = M. Chasles, Traité des sections coniques, 
Paris 1865. 

Clebsch- Lindemann, Vorl. = A. Clebsch, Vorlesungen 
iiber Geometrie, bearbeitet und herausg. von F. Lindemann, Bd. I, 
2. Aufl., Leipzig 1906. 

Cranz, Th. d. K. = C. Cranz, Synthetisch - geometrische 
Theorie der Kriimmung von Kurven und Fldchen 2. Ordnung, 
Stuttgart 1886. 

Cremona, G. Th. = L. Cremona, Hinleitung in eine geo- 
metrische Theorie der ebenen Kurven, ins Deutsche tibertragen von 
M. Curtze, Greifswald 1865. 

De la Hire, S. c. = Ph. De la Hire, Sectiones conicae, 
Paris 1685. 

Desargues, B. p. = G. Desargues, Browillon project d’une 
atteinte aux évenements des rencontres dun cone avec un plan (Paris 
1639), Gwvres de Desargues réunies ct analysées par Poudra, 
Bd. I, Paris 1864. 

Enriques, P.G.=F. Enriques, Vorlesungen tiber projektive 
Geometrie, deutsche Ausg. von H. Fleischer, Leipzig 1903. 

Gundelfinger, Vorl. = 8. Gundelfinger, Vorlesungen aus 
der analytischen Geometrie der Kegelschnitte, herausg. von F. Dingel- 
dey, Leipzig 1895. 

Heffter und Koehler, A.G.= L. Heffter und C. Koehler, 
Lehrbuch der analytischen Geometrie, Bd. I, Leipzig und Berlin 1905. 

Hesse, A.G.d. R. = O. Hesse, Vorlesungen iiber analytische 
Geometrie des Raumes, revidiert und mit Zusitzen versehen von 
8. Gundelfinger, 3. Aufl, Leipzig 1876. 
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Mobius, B. K. = A. F. Mobius, Der baryzentrische Kalkul, 
Leipzig 1827; auch in Bd. I der Ges. Werke, Leipzig 1885. 

Picquet, EH. g. = H. Picquet, Etude géométrique des 
systemes ponctuels et tangentiels de sections coniques, Paris 1872. 

Plicker, A. EH. = J. Plicker, Analytisch - gcometrische 
Entwickelungen, 3 Bde., Essen 1828—1831. 

Poncelet, P. p. = J. V. Poncelet, Traité des propricétés 
projectives des figures, Paris 1822; 2. Ausg., 2 Bde., Paris 1865 
—1866. 

Poncelet, A.a.g. =J.V.Poncelet, Applications d’analyse 
et de géométrie, 2 Bde., Paris 1862—1864. 

Reye, G.d. L. = Th. Reye, Die Geometrie der Lage, 1. Abt., 
5. Aufl., Leipzig 1909. 

Salmon-Fiedler, A. G. d. K. = W. Fiedler, Analytische 
Geometrie der Kegelschnitte, nach G. Salmon deutsch bearbeitet, 
1. Teil, 7. Aufl. Leipzig 1907, 2. Teil, 6. Aufl. Leipzig 1903. 

Serret, G.d.d. = P. Serret, Géoméetrie de direction, Paris 
1869. 

Simon, E. d. G. = M. Simon, Uber die Entwicklung der 
Elementar-Geometrie im XIX. Jahrhundert, Leipzig 1906. 

vy. Staudt, G.d. L. = Chr. v. Staudt, Geometrie der Lage, 
Niirnberg 1847. 

Steiner, 8S. H. = J. Steiner, Systematische Entwicklung der 
Abhingigkeit geometrischer Gestalten voneimander, Berlin 1832, 
auch in Bd. I der Ges. Werke und in Nr. 82—83 von Ostwalds 
Klassikern der exakten Wissenschaften. 

Steiner-Geiser = J. Steiner, Vorlesungen tiber synthetische 
Geometrie, 1. Teil: Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer 
Darstellung, bearbeitet von C. F. Geiser, 3. Aufl., Leipzig 1887. 

Steiner-Schriter = J. Steiner, Vorlesungen wiber syn- 
thetische Geometrie, 2. Teil: Die Theorie der Kegelschnitte gestitet 
auf projektive Eigenschaften, bearb. von H. Schroter, 3. Aufl. durch- 
gesehen von R. Sturm, Leipzig 1898. 


Kapitel XIII. 


Allgemeine Theorie der ebenen algebraischen Kurven. 


Von L. Berzolari in Pavia. 


Bibliographische Notizen. 


Die allgemeinen Higenschaften der algebraischen Kurven 
konnten erst nach der Entdeckung der analytischen Geometrie 
erforscht werden. R. Descartes, La Géomeétrie, Leyden 1637 
(Gluvres publiées par Ch. Adam et P. Tannery, Paris 1902, 
vol. VI, p. 869, deutsch von L. Schlesinger, Berlin 1894) hat 
zuerst die ebenen Kurven in algebraische und transzendente, wie 
er sagt, geometrische und mechanische, geschieden und die héheren 
algebraischen Kurven betrachtet. Hinige allgemeine Siatze gab 
Newton, Enumeratio linearum tertii ordinis (1676), London 
1704, Opera ed. Horsley, vol. I, p. 531 (von uns zitiert als 
Enumeratio); inm verdanken wir die Einteilung der Kurven nach 
ihrer Ordnung. 

Die ersten allgemeinen Lehrbiicher der Kurventheorie waren: 
L. Euler, Introductio mm analysin infinitorum, Lausanne 1748, 
vol. Il; G. Cramer, Introduetion a Vanalyse des lignes courbes 
algébriques, Geneve 1750 (zitiert als Introduction). 

In der Folgezeit war von groBer Bedeutung: Pliicker, 
Theorie der algebraischen Kurven, Bonn 1839 (zitiert als Theorie ) 
worin u. a. die bertihmten nach Pliicker benannten Formeln ent- 
halten sind. 

Neuere Lehrbiicher sind: L. Cremona, Introduzione ad una 
teoria geometrica delle curve piane, Bologna Mem. (1) 12, 305 
(1861), dtsch. von M. Curtze, Greifswald 1865 (zitiert als In- 
trod.); Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der héheren 
ebenen Kurven, 2. Aufl., Leipzig 1882 (Salmon-Fiedler), franz. Aus- 
gabe mit einer Studie tiber die singuliren Punkte von Halphen, 
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Paris 1884 (Etude); Clebsch-Lindemann, Vorlesungen tiber 
_ Geometrie, Bd. I, Leipzig 1875—76 (Clebsch- Lindemann). Das 
erste dieser Werke geht von geometrischen Gesichtspunkten aus, 
die anderen haben wesentlich analytischen Charakter. 

Elementarer ist das neue Buch: Wieleitner, Theorie der 
ebenen algebraischen Kurven hoherer Ordnung, Leipzig 1905. 

Im besonderen haben wir die folgenden Werke zu nennen: 
Schubert, Kalkil der abzdhlenden Geometrie, Leipzig 1879 
(Kalkiil) ; F. Klein, Riemannsche Flichen, autographiert, 2 Bde., 
Gottingen 189192; Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen 
Funktionen, Leipzig 1866 (Clebsch-Gordan) ; Pieard und Simart, 
Théorie des fonctions algébriques de deux variables Tuiepondanies, 
vol. II, Paris 1900 (Picard-Simart); Hensel und Landsberg, 
Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 
1902 (Hensel-Landsberg); Picard, Traité d’analyse, 2. éd. vol. TH, 
Paris 1905 (Zraité); Bertini, Introduzione alla geometria proiet- 
tiva degli iperspazi, Pisa 1907 (Introd.); Severi, Lezioni di geo- 
metria algebrica (lith.), Padova 1908 (Leziont); tiberdies die 
folgenden Abhandlungen: Riemann, J. f. Math. 54, 115 (1857), 
Werke, 2. Aufl, S. 100 (Abelsche Funktionen); Brill und Nother, 
Math. Ann. 7, 269 (1874) (Brill-Nother); E. Kotter, Grund- 
zlige einer rein geom. Th. d. alg. ebenen Kurven, Berl. Abh. 1887 
(Preisschrift); Bertini, Ann. di mat. (2) 22, 1 (1894) (Geom. 
serie lin.); Segre, ibid. p. 41 (Introd.). 

Darstellungen der historischen Entwicklung gaben: Brill 
und Néther, Math.-Ver. 3, 107 (1894); E. Kotter, ibid. 5, 1 
(1901). Man vgl. auch die Artikel der Mathematischen Enzy- 
klopidie, insbesondere: Wirtinger, Alg. Funktionen, I[B2,8.115; 
Zeuthen, Abzdhlende Methoden, II103, 8. 257; Berzolari, All- 
gemeine Theorie der hoh. eb. alg. Kurven, III C4, 8. 313. 


§ 1. Algebraische ebene Kurven und ihre reelle Dar- 
stellung. 


1. Ebene algebraische Kurven. Hine ebene algebraische Kurve 
¢, von der Ordnung ist der Ort der reellen und imaginiéren 
Punkte, deren homogene projektive Koordinaten a, %, 7, einer 
Gleichung f(2,, %, 3) = 0 geniigen, indem / eine Ternarform der 
Ordnung » bezeichnet mit konstanten, reellen oder komplexen 
Koeffizienten. 

Liegt die Kurve in einer reellen Ebene, und ist ihre Glei- 
chung auf ein reelles Grunddreieck bezogen, so heiBt sie reell 
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oder imaginir, je nachdem die Koeffizienten von f alle reell sind 
oder nicht. 

Eine Kurve c, heiBt irreduzibel oder reduzibel (einfach oder 
zerfallend), je nachden f es ist. Algebraische (invariante) Kri- 
terien fiir das Zerfallen einer c, in Gerade bei Junker, Math. 
Ann. 45, 1 (1894), Brill, Gott. Nachr. 1893, 8S. 757, Math. 
Ann. 560, 157 (1898), Gordan, Math. Ann. 45, 410 (1894), 
Hadamard, Bull. Soc. M. 27, 34 (1899). 

Die Ordnung ” von ¢, hingt von der Wahl des Grunddrei- 
ecks nicht ab und bezeichnet deshalb einen projektiven Charakter 
der Kurve: sie bedeutet die Anzahl der Punkte, in denen die 
Kurve von jeder nicht einen Teil von ihr bildenden Geraden ge- 


.2ée/ troffen wird. 


2. Reelle Darstellungen. Kin reelles Bild von c, kann man 

auf mannigfache Weise bekommen. Setzt man z. B. 4 = =, 
3 
y= = und stellt die Werte von wz, y in der GauBschen Weise 
durch die Punkte zweier Ebenen dar, so wird durch die Gleichung 
F(a, y) =0, in die f(2,, #2, 73) = 0 auf diese Weise tibergeht, eine 
mehrdeutige Beziehung zwischen den Punkten der beiden Ebenen 
hergestellt, und jedes Paar entsprechender Punkte ist hierbei das 
Bild eines Punktes von c,. Man kann auch die Punkte von ¢, 
durch die reellen Punkte der «-Ebene darstellen, indem man sich 
in jedem von diesen die m(<m) korrespondierenden Werte von y 
angebracht denkt. So entsteht eine m-blittrige Riemannsche 
Flache, die tiber der x-Ebene ausgebreitet ist, und deren Punkte 
die Bilder der Kurvenpunkte sind. Die Flache ist zusammenhingend, 
wenn die Kurve einfach ist, und umgekehrt; sie ist symmetrisch, 
wenn die Kurve reell ist, und umgekehrt (vgl. § 12). Alle 
Riemannschen Flachen, die zu einer gegebenen algebraischen 
Kurve gehéren, stehen untereinander in eindeutiger reeller kon- 
former Korrespondenz. 

Eine algebraische Kurve besitzt demnach oo”? Punkte, und 
von jedem 1&8t sich auf der Kurve zu jedem anderen auf unend- 
lich vielen Wegen iibergehen. Betreffs der angefiihrten und ahn- 
licher Darstellungen vgl. man F. Klein, Riemanmnsche Fldchen; 
Segre, Math. Ann. 40, 413 (1892); Busche, J. f. Math. 122, 
227 (1900); Juel, Diss., Kopenhagen 1884, und Math. Ann. 61, 
77 (1905). 
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SPs Definitionen und elementare Eigenschaften der ebenen 
algebraischen Kurven. 


1. Mehrfache Punkte. Da die Anzahl der wesentlichen Koeffi- 
zienten in f=04n(n+ 3) betriigt, so kann man durch $n(n + 3) 
Punkte immer wenigstens eine c,, die eine einfache Karr oder 
zusammengesetzt sein kann, hindurchlegen. Die Punkte lassen 
sich immer in solcher Lage annehmen, daf durch sie nur eine 
einzige c, hindurchgeht: zu dem Vimetks gentigt es, n Gerade 
M45 4g,---,4, anzunehmen und von den Punkten 2 in a,, 3 in a, usw. 
schlieBlich » + 1 in a, zu wihlen; eine c, durch diese 4n(n + 8) 

_ Punkte besteht notwendigerweise aus den m Geraden ay, d,,..., Qn» 

Sei die Gleichung einer ¢, in inhomogenen Koordinaten 2, y 
in der Form gegeben fo tAt::: +f, = 9, indem f, eine Binir- 
form 7° Ordnung von 2, y Polat imet: ist dann fy = 0, wihrend 
f; =F O ist, so ist der Urprang O ein einfacher Punkt ae Kurve. 
Die Tangente in O ist f, = 0, sie bertihrt die ¢, k-punktig in 0, 
wenn 7, ein Teiler von f,,..., f,1, aber nicht, von /f, ist. Fiir 
k=3 sagt man, daB O ein “gewohnlicher Wendepunkt ist, fiir 
k > 3 nennt man ihn einen héheren Wendepunkt, insbesondere 
fir k = 4 einen Undulationspunkt (point de serpentement nach 
Mampertuis, Paris Mém. 1729, p. 277). 

Wenn f,,...,/,_1, aber nicht f, identisch verschwindet, so 
sind yon den  Schnittpunkten der ¢, mit einer allgemeinen Ge- 
raden durch O nur » — s von O verschieden. Dann heift O ein 
s-facher Punkt der Kurve, und die s Geraden f, = 0 seine Tan- 
genten, weil von den m Schnittpunkten irgendeiner von ihnen 
mindestens s + 1 nach O fallen. Der Punkt O heiBt ein gewdhn- 
licher s-facher Punkt, wenn die s Tangenten alle verschieden sind. 
Irgendeine der Tangenten beriihrt int O die Kurve (s + k + 1)- 
punktig, wenn der zugehérige Linearfaktor von f, in f,. 4, -.-, fp) 
aber nicht in f,,,,, aufgeht. 

Insbesondere erhilt man fiir s = 2 einen Doppelpunkt, und 

war einen eigentlichen Doppelpunkt oder emen Riickkehrpunkt 

7) Reine Spitze), je nachdem die beiden Tangenten verschieden sind 
oder nicht. Wenn bei einer reellen Rr: der Doppelpunkt reell 
ist, aber die beiden Tangenten konjugiert imaginir, so heiBbt der 
Denpelpunkt ein isolierter oder kong gierter Punkt von ¢, 

Der Riickkehrpunkt heiBt ein gewdhnlicher oder erster Art, 
wenn seine Tangente in O die ¢, dreipunktig beriihrt; wenn sie 
vierpunktig beriihrt, so hat man im allgemeinen einen Selbst- 
beriihrungspunkt (tacnode). Genauer, nimmt man y= 0 fiir die 

Pascal, Repertorium. II, 2, Aufl. 18 
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Tangentengleichung, so hat die Gleichung der Kurve die Form 
y? + y(ax® + bay + cy) + (a'a* + -- +) + hohere Glieder = 0. 


Loe ist O ein Selbstbertihrungspunkt, wenn a?+ 4a; fiir 
a? = 4q’' erhalt man im allgemeinen eine Spitze zweiter Art oder 
einen Schnabelpunkt (vgl. untet § 10). 

Die vorstehende Art, die mehrfachen Punkte zu betrachten, 
findet sich schon in de Gua de Malves, Usages de Vanalyse de 
Descartes etc., Paris 1740, und ist daraus in alle Lehrbiicher 
tibergegangen. 

Dieselben Resultate ergeben sich auch in allgemeinerer Form 
nach der J oachimsthalschen Methode aus der Entwicklung der 
Gleichung f(a; + “Y,) = 0, welche die Schnittpunkte der ¢, mit 
der Verbindungslinie der Punkte x und y hlefert: J. f. Math. 33, . 
371 (1846). Man findet so, daB ein Punkt y ein s-facher ee 
ist, wenn fiir seme Koordinaten Y,, Yo, Y3 alle Derivierten von f der 
Ordnung s — 1, aber nicht alle der Ordnung s verschwinden. } 

Die zusammenfassende Gleichung der s Tangenten in y er- 
hilt man, indem man den Koeffizienten von A*u”—* in der vor- 
stehenden Entwicklung gleich Null setzt. Insbesondere hat die 
Ta: pungent in einem einfachen a. a die Gleichung 


of 
gs, + x ty Fe + 2 54 =0. 
Wenn ¢, mehrfache Punkte y besitzt, so at man 
BE eigtk ae het a 
tt ee 


aus denen durch Elimination der y, folgt, daB die Diskriminante 
von f > cua tae deren Grad in den Koeffizienten von f gleich 
3(m — 1)? is 

Eine ¢, ae einem »-fachen Punkt zerfaiilt in » Gerade 
durch diesen Ses 


a Pc ok 


gerechnet, haben oun. Diese Héchstesbl asin outaiche vaten 
und die Kurve ist dann rational (s. § 11). 

Allgemeiner, wenn ¢, sich aus a verschiedenen itreduzibeln 
Kurven zusammensetzt, so ist 


> 48,(8; — 1) S$(n — 1) = 2) a — 1, 


wobei die Summe iiber alle mehrfachen Punkte von c¢, mu er- 
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strecken ist. Bertini, Ist. Lomb. Rend. (2) 21, 329 (1888) 
und Introd., p. 375. 

2 Schnitt kweier algebraischen Kurven. Eine c, und eine c,, 
ohne gemeinsame Teile schneiden sich in mn Punkten, wenn oe 
gemeinsame Punkt eine geeignete Anzahl Male gerechnet wird 
(Bézoutsches Theorem). 

Dieses Theorem wurde durch Induktion von Mac Laurin 
gefunden, Geom. organica 1720, p. 135, und bewiesen von 
Euler, Berl. Hist. 4, 221, 234 (1748) und Cramer, Introd., 
p. 76, 660, vollstiindiger von Bézout, Paris Mém. 1764, p. 288, 
und Th. gén. des équat. alg., Paris 1779. Weitere Beweise gaben: 
in rationaler Form Noether, Math. Ann. 28, 311 (1884), Gor- 
dan, Vorl. ziber Invariantentheorie 1, Leipzig 1885, 8. 148, mit 
Hilfe des Korrespondenzprinzips Chasles, C. R. 75, 736 (1872), 
76, 126 (1873) oder J. de Math. (2) 18, 202, 212 (1873). 

Um die gemeinsamen Punkte von ¢,, c,, zu bestimmen, nimmt 
man z. B. den Punkt (0,0, 1) in allgemeiner Lage an und eli- 
miniert x, aus den Gleichungen der beiden Kurven. Die einzelnen 
Schnittpunkte findet man dann, mdem man die Linearfaktoren 
der Resultante R(a,, x.) einzeln gleich Null setzt, die Multiplizi- 
tit des Schnittes in einem gemeinsamen Punkte ist die des zu- 
gehorigen Linearfaktors von LR. 

Haben in einem Punkte A c,,,¢, die Multiplizitdten r,s, so! 
absorbiert A wenigstens rs von thren Schnittpunkten, und absorbiert 
nur dann mehr, wenn die Kurvenin A eine gemeinsame Tangente haben. 
Rationale Beweise findet man bei Noether a.a.O. und Vo8, Math. 
Ann. 24, 533 (1886). Die Methode von Vo8 ist weiter verfolgt 
worden durch Segre, Giorn. di Mat. 36, 1 (1898), auf welche 
Arbeit wir fiir manche Fragen dieses Paragraphen und des § 7 
verweisen kénnen. 

3. Kurven als Punktirter und Enveloppen. Mit Hilfe des 
Dualititsprinzips lassen sich die vorstehenden Siatze auf die alge- 
braischen Strahlenenveloppen tibertragen, die durch eine Gleichung 
9 (U4, Ue, U3) =O dargestellt werden, wenn w,, Ug, U3 Linienkoordi- 
naten, » eine Ternirform 7" Ordnung von ihnen und » die Klasse 
der Enveloppe bedeutet. Die zu dem Doppel- und Riickkehrpunkt 
dualen Singularitaéten sind die Doppel- und die Riickkehrtangente. 

Nach der bereits gegebenen Tangentengleichung werden die 
Koordinaten der Tangente an die Kurve f= 0 im Punkte y 

t= of U. stl ne 
0% = Fy? 042 ~ By,? Os = Dy, 
Hliminiert man aus diesen Gleichungen und wu, y, + UgY_ + UgY3 = O 
18* 
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Yi, Yg1 Yz3 wnd den Proportionalititsfaktor @, so erhalt man als 
Resultat eine homogene algebraische Gleichung in den w, der 
auBer den Tangenten der einfachen Kurvenpunkte alle Geraden 
durch mehrfache Punkte geniigen. Dividiert man also die linke 
Seite der Gleichung durch die Linearfaktoren, welche die Biischel 
der Strahlen durch die mehrfachen Punkte liefern, jeden in eine 
Potenz erhoben, deren Exponent der Multiplizitiit des betreffenden 
Punktes gleich ist, so erhalt man eine algebraische Gleichung 
g = 0, der alle Tangenten der Kurve (einschlieBlich der Tan- 
genten der vielfachen Punkte) und nur sie gentigen. Diese Glei- 
chung heiBt die Klassen- oder Tangentengleichung der Kurve. 
Aus dem Dualititsprinzip folgt umgekehrt, daB jede nicht zer- 
fallende algebraische Strahlenenveloppe aus den Tangenten einer 
algebraischen Kurve besteht. 

Fir die Bildung der Klassengleichung und die damit ver- 
kniipften algebraischen Probleme vgl. Cayley, J. f. Math. 34, 30 
(1847) = Papers I, 337; Hesse, J. f. Math. 40, 317 (1850) = 
Werke, 8.259; Aronhold, J. f. Math. 55, 185 (1858); Clebsch, 
J. f. Math. 59, 35 (1860); Clebsch-Lindemann, 8, 274; 
Pasch, J. f. Math. 74, 92 (1872). Die doppelte Auffassung einer 
Kurve als Ordnungs- und Klassenkurve riihrt von Pliicker her 
(Theorie, S. 200ff.). 


§ 3. Elementare Lehrsatze tiber lineare Kurvensysteme. 


Wenn f, = 0,..-, p41 = 90 &+1 Kurven der Ordnung n 
darstellen, die linear unabhingig sind, d. h. zwischen denen keine 
k+1 


Relation yon der Form a,f; = 0 mit konstanten und nicht 
t=1 


simtlich verschwindenden Koeffizienten a, besteht, so bestimmen 
sie ein lineares System der Ordnung n von der Stufe oder Di- 


mension k d. h. von oo* Kurven. Diesem System gehéren alle 
k+1 


Kurven von der Gleichungsform = A,f; = 0, wo 4, variable Para- 
. oS 
meter sind, an. 


Fir k= 1 erhilt man ein Biischel, fir k = 2 ein Netz 
(Biindel). Die dual entsprechenden Gebilde hierzu sind die Schar 
und das Gewebe oder die Scharschar. 

Von einem System k*" Stufe geht durch k allgemeine Punkte 
der Ebene eine einzige Kurve. Dieser Satz ist, bei Ausschlu8 
einzelner Ausnahmefille, umkehrbar. Vgl. Bertini, Introduzione, - 
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p. 222; Severi, Lezioni, p. 15; Humbert, J. de Math. (4) 10, 
174 (1894), reproduziert in Picard-Simart, p. 56. 

Das lineare System, das durch eine gewisse Anzahl von 
Kurven eines linearen Systems bestimmt wird, gehért ganz dem 
linearen System an. Linearsysteme der Stufe k’ (k’ <k), die in 
einem co*-System enthalten sind, gibt es oof-*)@+. Sind 
zwei lineare Systeme gleicher Ordnung von den Dimensionen fh, k’ 
gegeben, und ist c die Dimension des kleinsten sie umfassenden 
Systems, s die Dimension des gréften ihnen gemeinsamen Systems, 
soistk +k =c+s. 

Schneidet man die Kurven eines Systems k*** Stufe mF 
Ordnung durch eine gerade Linie, so erhilt man eine Involution 
n®" Grades, deren Dimension k — h ist, wenn die Gerade h linear 
unabhangigen Kurven des Systems angehirt. 

Ein s-facher Punkt von & + 1 linear unabhingigen Kurven 
des Systems k** Stufe ist s-facher Punkt der allgemeinen Kurve 
des Systems und heibt ein s-facher Basis- oder Fundamentalpunkt. 
Die Gruppen der Tangenten in ihm bilden eine Involution s** 
Ordnung, deren Stufe nur dann <k ist, wenn einige Kurven 
des Systems in dem Punkte eine Multiplizitiit > s besitzen. Die 
Zahl der Basispunkte ist endlich, wenn sich nicht von allen 
Kurven des Systems eine feste Kurve ablést. Siitze iiber die 
Basispunkte gaben Déhlemann, Math. Ann. 41, 545 (1893), 
Guccia, Rend. Circ. M. 7, 193 (1893). 

Ein lineares System heiBt irreduzibel oder reducibel, je nach- 
dem seine allgemeine Kurve es ist. Haufige Verwendung finden 
die folgenden Sitze von Bertini, Lomb. Ist. Rend. (2) 15, 24 
(1882) und Introduzione, p. 227; vgl. auch Severi, Lezioni, 
p. 25; Liiroth, Math. Ann. 42, 457 (1893), 44, 539 (1894): Wenn 
jede Kurve des Systems auBerhalb der Basispunkte einen s-fachen 
Punkt besitet, so ist der Ort dieser Punkte eine Kurve, die (s—1)- 
fach gezdhit einen Teil von jeder Kurve des Systems bildet. Des- 
halb hat die allgemeine Kurve eines irreduzibeln Systems keine be- 
weglichen mehrfachen Punkte. 

Wenn man die Systeme ausschlieBt, die eine feste Teilkurve 
besitzen, so zerfalit die allgemeine Kurve eines reduzibeln Systems 
in eine gewisse Anzahl t irreduzibler Kurven eines und desselben 
Biischels, die in diesem Biischel eine Involution vom Grade t bilden. 

Ein irreduzibles System heiBt einfach, wenn alle seine Kurven, 
die auBer den Basispunkten einen Punkt gemein haben, keinen 
anderen gemeinsamen Pankt besitzen. Haben sie auferdem aber 
eine feste Anzahl ~» — 1 von Punkten gemein, so heifft das System 


278 Kapitel XIII. Allg. Theorie d. ebenen algebraischen Kurven. 


ein zusammengesetztes. Im letzteren Falle ist dem System eine 
Punktinvolution vom Grade w in der Ebene zugeordnet, bei der 
jeder Punkt der Ebene zu einer und nur zu einer Gruppe von 
uw Punkten gehért, und eine Systemkurve, die durch einen Punkt 
einer Gruppe geht, geht durch alle Punkte der Gruppe hindurch. 
Man sagt deshalb, daB das System mittels der Inwolution zu- 
sammengesetat sei, oder auch, daB es der Involution angehdre. 
Grad eines linearen Systems hei®t die Zahl der variablen 
Schnittpunkte irgend zweier seiner Kurven. Der Grad ist nur 
Null, wenn der verinderliche Teil des Systems aus einer oder 
mehreren Kurven eines Biischels besteht. Fir ein irreduzibles 
System /**T Stufe ist der Grad D>k—1. Vgl. Bertini, Rom. 
Ace. Line. Rend. (5) 101, 73 (1901); Introduzione, p. 232. Ein 
Netz vom Grade D>1 TS einer Punktinvolution vom Grade 
D an (s. oben). Hin Netz vom Grade 1 heiBt homaloidisch; solche 
Netze liefern die birationalen Transformationen der Ebene. 


§ 4. Polareigenschaften. 


ter 


Ist f(a, %) Z3) eine Ternirform n*™ Ordnung, so setzt man 


1 of 

Dann ist A,f =,0 die —- dor ersten Polare des Punktes 
(Ys Yo» Ys) beziglich der Kurve f=0. ~ 

In dieser Polarenbildung kann man fortfahren, indem man 
vom Punkte y wieder die Polare bzw. der ersten Polare ea 
usw. Man erhalt dann die zweite, dritte usw., allgemein die r* 
Polare des Punktes y baw. der ee f=0 duvpestallt in der 
Form Arf=0 


Man kann bzw. dieser wieder die s* Polare eines neuen 
Punktes z nehmen. Fiir diese gemischten Polaren gilt, entsprechend 
_—_e-_-__- 


der Identitat 
aay — As (Ash) 


der Satz: Die s* Polare eines Punktes ¢ bew. der r®” Polare eines * 
Punktes y fillt zusammen mit der r®” Polare von y bzw. der s@ — 


Polare von 2 (Pliicker). 
Ferner liefert die Identitit 
Af) =A2-"1() 
den Satz der Reziprozitat: Liegt « auf der r®” Polare von y, so 
| liegt y auf der (n — r)® Polare von x (Bobillier). 
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Die r® Polare eines Punktes y ist der Ort der 7” Polar- 
gruppen von y in bezug auf die Gruppe der m Punkte, die eine 
durch y gehende bewegliche Gerade aus c¢, ausschneidet. 

Ist y ein s-facher Punkt von ¢,(m >s > 1), so sind die 
Polaren von y, deren Ordnung < s ist, unbestimmt und die tibrigen 
haben in y einen s-fachen Punkt mit denselben Tangenten wie c,. 
Umgekehrt ist ein Punkt, der fiir irgendeine seiner Polaren s-fach 
ist, auch ein s-facher Punkt von ¢,. 

Damit ein Punkt y ein s-facher Punkt von c, sei, ist not- 
wendig und hinreichend, daB seine Polare von der Ordnung s— 1 
unbestimmt wird. Die Tangenten in y werden dann durch die 
Gleichung A,”~*/(«) = 0 dargestellt. 

Ist y s-fach fiir ¢,, so hat die r Polare eines anderen Punktes 
z (fiir r<s) in y einen (s — r)-fachen Punkt, und ihre Tangenten 
in y bilden die r* Polare von ¢ (oder der Geraden yz) beziiglich 
der Gruppe der s Tangenten von ¢, in y. 

Wenn die r® Polare von y in g einen s-fachen Punkt hat, 
so hat die Polare der Ordnung r + s —1 von gz in y ebenfalls 
einen s-fachen Punkt, und umgekehrt. 

Die ersten Polaren der Punkte einer Geraden bilden ein 
Biischel, dessen Basispunkte die (n—1)? Pole (points polaires 
nach Bobillier, konjugierte Pole nach Cremona) der Ge- 
raden sind. 

Die ersten Polaren aller Punkte der Ebene bilden ein Netz, 
das aber fiir » > 38 ein spezialisiertes Netz ist. 

Die Theorie der Polaren ist fast gleichzeitig von Bobillier, 
Amn. de Math. 18, 89, 157, 253 (1828), 19, 106, 138, 302 
(1829) und mit Verwendung homogener Koordinaten von 
Plicker, J. f. Math. 5, 1 (1830) = Abhdign. 1, 124 entwickelt 
worden, spiter von H. GraBmann, J. f. Math. 24, 262, 372 
(1842); 25, 57 (1843) = Werke Il’, 3, in rein geometrischer 
Form von Steiner, Berl. Ber. 1848, S. 310 oder J. f. Math. 47,1 
(1854) = Werke Il, 495 und Cremona, Introduzione, Abschn. II. 

8. auch Clebsch, J. f. Math. 58, 273 (1860). Satze von anderer 
Art hat vom Standpunkt der Formentheorie Laguerre 1872—78 
gegeben, J. de Math. (2) 17, 1, (3) 1, 99, 265, (3) 4, 213; C. &. 
78, 744; 80, 1218; Bull. Soc. Math. 3, 174, alles vereinigt in 
seinen Werken, Bd. II. ‘ 
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§ 5. Apolaritét. 


Die Polarentheorie ebener Kurven findet ihre Erweiterung 
in der Theorie der Apolaritat. 

Eine Kurve m* Ordnung c, und eine Kurve n‘* Klasse ky, 
deren Gleichungen lauten f = 0 und o = 0, heiBen ictaeeed 
konjugiert (Rosanes), harmonisch oder apolar (Reye), wenn die 
bilineare, simultane Invariante von f und g, die Battaglini 
als Harmonizante bezeichnet, verschwindet. Man sagt auch nach 
Reye, c, stitzt oder trigt k,, und k, stitzt sich oder ruht auf c,. 

Wenn die k, zu mehreren Kurven apolar ist, so ist sie apo- 
lar zu allen Kurven des durch diese bestimmten linearen Systems. 
Jedem linearen System von Kurven n‘* Klasse wird so ein line- 
ares System von Kurven n*” Ordnung zugeordnet; die Stufenzahlen 
dieser beiden Systeme erginzen sich zu 4n(nm + 3)—1; jeder Kurve 
des ersten Systems ist jede Kurve des zweiten Systems konjugiert. 
Die beiden Systeme heifen selbst zueinander konjugiert oder apolar. 

Polare einer Kurve m'*™ Klasse k,, bez. einer Kurve nn‘ 
Ordnung ¢,(m>m) heiBt nach Reye die Kurve (n—m)* Ord- 
nung, deren Punkte bez. c, zu (» —m)*" Polaren apolare Kurven 
yon k,, haben. Lost sich k,, in einen oder mehrere einfach oder 
mehrfach gezihlte Punkte auf, so gelangt man zu dem gewodhn- 
lichen Polarenbegriff zuriick. Dual entsprechend ist auch die Po- 
lare einer Ordnungskurve bez. einer Klassenkurve zu finden. 

Eine c, und eine k,, heiBen nach Reye apolar, wenn die Po- 
lare der einen bez. der anderen unbestimmt wird. 

Sind mehrere Kurven derselben Ordnung apolar zu derselben 
Klassenkurve, so ist zu dieser auch jede Kurve des durch jene 
Kurven bestimmten linearen Systems apolar. 

Eine zerfallende k,,, die als Teil eine apolare Kurve von ¢, 
enthdlt, ist apolar zu c,,. 

Damit ein m-fach gezdhlter Punkt zu emer c, apolar sei, ist 
notwendig und hinreichend, dab der Punkt ein n — m + 1-facher 
Punkt von c,, ist. 

Die Apolarititstheorie steht in engem Zusammenhang mit der 
Darstellung einer Ternirform n‘** Ordnung als Summe von n*? Po- 
tenzen einer gewissen Anzahl y von Linearformen. Stellt die Terniir- 
form = 0 gesetzt eine ¢, dar, so bilden die v Geraden, die man 
erhalt, indem man die 7 Linearformen einzeln = 0 setzt, ein polares 
y-Seit der ¢,. 

Ein r-Seit ist polar fiir eme ¢, dann und nur dann, wenn 
alle thm eimbeschriebenen Kurven n** Klasse zu c, apolar sind. 
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Damn sind auch alle Kurven der Klasse m <n, die dem 
r-Seit ebeschrieben sind, apolar zu Cn 

Nimmt man » — 1 Punkte willkiirlich an und einen nt? 
Punkt auf der gemischten Polare jener Punkte, so bilden die m Punkte 
ein konjugiertes n-Eck der Grundkurve c,. Sie sind dann als zer- 
fallende Kurve n‘* Klasse aufgefaSt apolar zu c,. 

Kin (n+ 1)-Eck ist konjugiert zu c,, wenn je n der n+1 
Punkte ein konjugiertes m-Eck von c, bilden. Es gibt 00”+1 kon- 


jugierte (n+ 1)-Ecke. In den oe! Sciten eines konjugierten 


(n+ 1)-Ecks verschwinden solche Linearformen, durch deren n° 
Potenzen die Gleichung der c, linear ausgedriickt werden kann. 
Fiir n> 2 ist dies aber nicht die kleinste Zahl von n**” Potenzen. 
Vielmehr betrigt diese z. B. fiir nm =8 vier und fiir »=4 sechs. 

Von groBer Wichtigkeit fiir diese Darstellung der Ternir- 
formen ist die Untersuchung solcher Linearformen /,, ,,...,/ 
zwischen denen identische Relationen von der Form 


ria er om beanie ey Rear 


bestehen, wobei r << 4(n+1)(m+ 2). Damn beriihrt jede k,,, die 
y —1 der durch die Linearformen gegebenen Geraden beriihrt, auch 
die letzte. 

Ein solches System von r Geraden heift nach Rosanes ein 
abhangiges System. Man vgl. Serret, Géom. de direction, Paris 
1869, und Rosanes, J. f. Math. 88, 241 (1879), 90, 303 (1880), 
95, 247 (1883). 

Die Anfinge der verallgemeinerten Polarentheorie finden sich 
bei Clifford, Lond. M. 8. Proc. 2, 116 (1868), Papers, p. 115; 
Battaglini, Napoli Atti (1) 4, 1 (1868), Giorn. di Mat. 9, 152,193 
(1871); GraBmann, Git. Nachr. 1872, 8. 567 = Werke II’, 
250; J. f. Math. 84, 273 (1878), Werke IL', 283. Die Ausfiihrung 
der Theorie gaben Rosanes, J. f. Math.76, 312 (1873) und Reye, 
J. f. Math. 72, 293 (1870), 77, 269 (1874), 78, 97, 114, 123, 
345 (1874), 79, 159 (1875), 82, 1, 54,.173 (1876). Vgl. 
Scherrer, Ann. di Mat. (2) 10, 212 (1880), und die algebrai- 
sche Seite der Theorie betreffend Stephanos, Paris Sav. étr. 27 
(1881); Brill, Math. Ann. 20, 335 (1882); Lindemann, Bull. 
Soc. M. 5, 113 (1877), 6, 195 (1878), Math. Ann. 23, 111 
(1884); O. Schlesinger, Diss. Breslau 1882, Math. Ann. 22, 
520 (1883); W. F. Meyer, ibid. 21, 528 (1883) und Apolaritat 
und rationale Kurven, Tiibingen 1883. Fir die Theorie der po- 
laren Figuren ygl. noch Caporali, Rom. Acc. L. Trans. (3) 1, 232 


Tr? 
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(1877) = Mem. di Geom., p. 47; de Paolis, Rom. Acc. L. Mem. 
@) 3, 265 (1886); O.Schlesinger, Math. Ann. 30, 453 (1887), 

1, 183 (1888); London, ibid. 36, 535 (1890); Scorza, ibid. 
51, 154 (1899), Ann. di Mat. (3) 2, 155 (1899). 

Uber die Darstellung der Ternirformen als Potenzsummen 
von Linearformen und verwandte Fragen vgl. Palatini, Torimo 
Atti 38, 43 (1902); 41, 634 (1906); Rom. Acc. Line. Rend. (5) 
121, 378 (1903); Hilbert, J. de Math. (4) 4, 249 (1888); Rich- 
mond, Quart. Journ. 38, 331 (1902), Cambr. Phil. Soc. Proc. 13, 
296 (1906); Lasker, Math. Ann. 58, 434 (1904). 


§ 6. Kovariante Kurven. 
Sind /,, fy, fs drei Ternirformen in a,, #2, #3 von den Ord- 
nungen %,, %, 3, So stellt die Determinantengleichung 


Of, Of, of | 


O%, Oly Oa, | 


OMe Ue: 
ad, OX, Ox, } 
of, Of, Ofs 


Ot. Che, Ct 

die Jacobische Kurve J von der Ordnung n, + m, +”, — 3 der 
drei Kurven 77 =0, f,=0, fs =0 dar. Diese Kurve ist der Ort 
eines Punktes, dessen letzte (gerade) Polaren bez. der gegebenen 
drei Kurven durch denselben Punkt gehen, und ebenso der Ort eines 
Punktes, in dem sich die ersten Polaren desselben Punktes bez. 
der drei Kurven schneiden. Kin Punkt, der fiir die letzteren s,-, 
Sg-, Ss-fach ist, ist wenigstens (s, +s, +s,—2)-fach fiir J. Vgl. 
Cremona, Introduzione, Nr. 931%; Guecia, Rend. Cire. M. 7%, 
193 (1893); Gerbaldi, ibid. 8, 1 (1894). 

Haben die drei Kurven dieselbe Ordnung ,, so ist J durch 
irgend drei keinem Biischel angehérende Kurven des durch die 
gegebenen Kurven bestimmten Netzes festlegbar, d. h. eine Kom- 
binante des Netzes. In diesem Fall ist J nur dann unbestimmt, 
wenn das Netz vom Grade Null ist (s. § 3). Vgl. Pasch, Math. 
Amn. 18, 93 (1881); A. Levi, Giorn. di Mat. 34, 218 (1896); 
Bertini, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 104, 73 (1901), Introduzione, 
p. 234. J ist von der Ordnung 3(m, — 1) und der Ort der Doppel- 
punkte von Kurven des Netzes, gleichzeitig ist es der Ort aller 
Punkte, in denen sich zwei und damit unendlich viele Kurven des 
Netzes beriihren, oder der Punkte, deren gerade Polaren bez. aller 
Kurven des Netzes durch einen Punkt gehen. Der Ort S dieses 
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letzteren Punktes ist die Steinersche Kurve des Netzes, die von der 
Ordnung 3(m,—1)* ist. Die Kurven J und S sind wechselweise 
eindeutig aufeinander bezogen; die Geraden, die entsprechende 
Punkte verbinden, umhiillen eine Kurve 37, (, — 1)**™ Klasse, die 
Cayleysche Kurve des Netzes. 

Hat das Netz einen s-fachen Basispunkt (s > 1), in dem die 
Tangenten eine Involution 2. Stufe vom Grade s bilden, so hat J 
im ihm die Multiplizitat 3s —1 (Cremona). 

Uber die kovarianten Kurven eines Netzes vgl. man noch 
E. Kétter, Math. Ann. 34, 123 (1889); Doehlemann, ebenda 
41, 545 (1893); Ch. A. Scott, Quart. Journ. 29, 329 (1898), 
322209 (1900). 

Nimmt man insbesondere fiir das Kurvennetz das Netz der 
ersten Polaren einer ¢,, setzt demnach 


1 
h= ue 


N OL,’ 
so werden die drei erérterten Kurven kovariante Kurven einer 
Grundkurve f=0. Statt Jacobische Kurve sagt man dann Hesse- 
sche Kurve. Diese ist auch der Ort der Punkte, deren konische 
Polaren (Polarkegelschnitte) in zwei Gerade zerfallen, und der 
Ort der Schnittpunkte dieser Geraden ist die Steinersche Kurve. 
Zwei korrespondierende Punkte x, y der beiden Kurven gentigen 
den Gleichungen 
orf arf CT 
0x,0%, ht 0.2; 0 Lg Yat 00,0 x, ga Se 


10 
pe ket 


— WON? 


aus denen durch Elimination der y; bezw. %, die Gleichungen der 
Hesseschen und der Steinerschen Kurve hervorgehen; die erstere 


my Of = 
ist lacks = 0. 

Fiir n = 3 fallen Hessesche Kurve und Steinersche Kurve 
zusammen. 

Die Gleichuny der Hesseschen Kurve ist dann und nur dann 
identisch erfiillt, wenn c, im n Gerade eines Biischels zerfallt 
(Hesse, J. f. Math. 42, 117 (1851), 56, 263 (1859) = Abhdlgn. 
S. 289, 481; vgl. auch Gordan und Noether, Math. Ann. 10, 
547 (1876)). 

Fiir eine von singuléren Punkten freie Grundkurve sind die 
charakteristischen Zahlen der drei kovarianten Kurven folgende, 
wenn wir nennen WN die Ordnung, N’ die Klasse, D die Zahl der 
Doppelpunkte, R die der Riickkehrpunkte, D’ die Zahl der Doppel- 
tangenten, R’ die der Wendetangenten: 
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Hessesche Kurve Steinersche Kurve 
N 3 (n — 2) | 3(n— 2)? 
N’ 3(n — 2) (8n—7) 3(n — 1)(n — 2) 
D 0 3 (n—2) (n—3) (3n?—9n—5) 
D'| 2"(n—1)(n—2)(n—3)(3n—8) 2 (n—2) (n—3) (8n?—3n—8) 
R 0 12(m — 2) (n— 3) 
| 9(n — 2)(3n — 8) 3(n—2)(4n—9) 


Cayleysche Kurve 
N 3(n—2)(5n—11) 
IN’ 3 (m— 1) (m— 2) 
D | $(m—2)(5n—13) (5n?-19n+16) 
'D 4 (n — 2)? (n? — 2n—1) 
18 (nm — 2)(2n—5) 
0 


Auf diese Zahlen beziehen sich viele Sitze iiber Polaren. 
So gibt es 3 (m — 2)(n — 3) (3n?—9n—5) erste Polaren mit 
zwei Doppelpunkten und 12( — 2)(m —38) erste Polaren mit Riick- 
kehrpunkt. Ihre Pole sind die Doppel- und Riickkehrpunkte der 
Steinerschen Kurve. 

In einem s-fachen Punkte A von c, (s<n) besitet die Hesse- 
sche Kurve mindestens die Multiplizitat 3s—4, und hat zu Tan- 
genten die s Tangenten von c, und auperdem die 2(s—2) Ge- 
raden, dic im Biischel der Strahlen durch A die Hessesche Gruppe 
jener s Tangenten bilden. Vgl. Brill, Math. Ann. 13, 175 (1878). 

Die Hessesche und Cayleysche Kurve haben ihre Namen 
nach ihren Entdeckern erhalten: Hesse (J. f. Math. 28, 68 (1844), 
Abhdign., 8. 89) und Cayley (J. de Math. (1) 9, 285 (1844), Phil. 
Trans. 147, 415 (1857), Papers I, 183, II, 381). Die Grund- 
eigenschaften aller drei Kurven fand Steiner (a.a. 0. § 3, Werke 
II, 495), der die Hessesche und Cayleysche Kurve als konjugierte 
Kernkurven bezeichnete. Geometrische Beweise gab Cremona 
(Introduzione), analytische Clebsch (J. f. Math. 59, 125 (1861), 
64, 288 (1865)). Andere Arbeiten riihren her von Voss, Math. 
Ann. 30, 418 (1887); E. Kitter, ebenda 34, 123 (1889); Wélf- 
fing, ebenda 36, 97 (1890); Segre, Rom. Acc. L. Rend. (5) 4°, 
143 (1895). DaB die Hessesche Kurve einer singularitiitenfreien 
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€, keine mehrfachen Punkte besitzt, bewiesen del Pezzo, Napoli 
Rend. 22, 203 (1883), E. 0. Valentiner, Tidsskr. f. Math. (5) 6, 
48 (1888). Satze tiber die Cayleysche Kurve gab Laguerre in 
den § 4 zitierten Arbeiten. 

Cayley (J. f. Math. 34, 30 (1847), Papers 1, 337) fand, daB 
die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer c, ihr vollstin- 
diger Schnitt mit einer kovarianten Kurve (m—2)(n?—9)** Ord- 
nung sind, die er Bitangentialkwrve nannte und deren Gleichung 
er finden lehrte. Vgl. auch Hesse, J. f. Math. 36, 155, 40, 260, 
41, 291, 52, 97 (1848—55), Ges. Werke, S. 168, 260, 287, 405; 
Jacobi, J. f. Math. 40, 237 (1850), Werke III, 519; Clebsch, 
J.f. Math. 59, 35 (1861); Salmon, Phil. Mag. (4) 16, 318 (1858), 
Quart. Journ. 3, 317 (1859); Cayley, Phil. Trans. 149, 193 
(1859), 151, 357 (1861), Papers IV, 186, 342; Dersch, Math. 
Ann. 7, 497 (1874) und die Darstellung bei Salmon-Fiedler, 
8. 432. 

§ 7. Die Pliickerschen Formeln. 

Die erste Polare eines Punktes P bez. einer c, geht durch 
die Beriihrungspunkte der Tangenten hindurch, die man von P 
an die Kurve legen kann. Die Zahl dieser Tangenten heiBt die 
Klasse der Kurve. So ergibt sich, daB die Klasse einer singulari- 
tdtenfreien c, gleich der Anzahl threr Schnittpunkte mit emer der 
ersten Polaren, mithin = n(n —1) ist. Dieser Satz findet sich schon 
in dem anonymen, du Séjour und Goudin zugeschriebenen Traité 
des courbes algébr. Paris 1756, p. 88 und wurde von Poncelet, 
Ann. de Math. 8, 213 (1818), neuentdeckt. 

Ein s-facher Punkt A mit getrennt liegenden Tangenten er- 
niedrigt die Klasse der Kurve um s(s— 1); sind nur 4 der s Tan- 
genten verschieden und haben sie in A je s+ 1 zusammenfallende 
Punkte mit der Kurve gemein, so erniedrigt sich die Klasse um s?—d. 

Ist W ein Wendepunkt von ¢,, so zerfallt seine konische 
Polare in zwei Gerade, von denen eine die Wendetangente in W 
ist und die andere nicht durch W hindurchgeht. Deshalb liegt W 
auf der Hesseschen Kurve. Umgekehrt ist jeder einfache Schnitt- 
punkt der Grundkurve mit der Hesseschen Kurve ein Wendepunkt 
der ersteren. Wenn c, keine mehrfach gezihlten Stticke und keine 
geraden Bestandteile hat, und nur dann, besitzt c, mit ihrer Hesse- 
schen Kurve keine gemeinsamen Stiicke und die beiden Kurven 
schneiden sich in 3(m—2) Punkten, nimlich in den Wende- 
punkten und mehrfachen Punkten von ¢,. Dies ist also fiir eme 
singularititenfreie Kurve die Zahl der Wendepunkte. 
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Bertihrt eine Tangente die c, in einem einfachen Punkte 
(6+ 1)punktig (>1), so fallen c—1 Schnittpunkte mit der 
Hesseschen Kurve in diesen Punkt, d. h. es fallen dorthin 6 — 1 
gewohnliche Wendepunkte. Ein s-facher Punkt von c, absor- 
biert mindestens 3s(s— 1) Wendepunkte, er absorbiert nur dann 
mehr, wenn entweder die s Tangenten in ihm nicht alle ver- 
schieden sind oder eine yon ihnen mehr als s + 1 zusammenfallende 
Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Insbesondere erniedrigt ein Doppelpunkt die Klasse um 2, 
die Zahl der Wendepunkte um 6, ein Riickkehrpunkt diese Zahlen 
um 8 und 8 Einheiten. Besitzt eine Kurve ** Ordnung n’* Klasse 
keine anderen Singularititen als d gewodhnliche Doppelpunkte, 
r Riickkehrpunkte, d’ Doppeltangenten und r’ Wendepunkte, so 
ergeben sich die Pliickerschen Formeln, von denen eine eine Folge 
der tibrigen drei ist: 


n’ =n(n—1) — 2d — Br, 

r’ = 8n(n—2) — 6d — 8r, 
n=mn'(n'—1)— 2d’ — 8r, 
r = 8n'(n’ —2) — 6d’ — Br’. 


(1) 


Die beiden letzten stehen den beiden ersten dualistisch gegentiber. 
Man kann aus den vier Formeln auch die dualistisch sich selbst 
entsprechenden Gleichungen ableiten: 


(2) r—r=3(n—mn’), d—ad=4(n—w)(n+n'— 9). 


Aus drei der 6 charakteristischen Zahlen lassen sich die tibrigen 
finden. Sind z. B. n, d, r bekannt, so findet man m’, ’ aus den 
beiden ersten Gleichungen (1) und 


d =4n(m — 2)(n? — 9) — (2d + 8r)(n? —n— 6) 
+2d(d—1)+$r(r—1)4 6dr. 


Die Formeln (1) gab Pliicker im J. f. Math. 12, 105 (1834), 
Abhdign. 1, 298, ohne Beweis. Ausfiihrlich entwickelte er sie in 
seimer Theorie, 8.200 ff. Andere Beweise gaben Cayley, J. f. Math. 
34, 30 (1847), Papers I, 337, vgl. auch V, 162, 416 (aus J. f,. 
Math. 63, 64); Cremona, Introd. Art. 16; Zeuthen, Now. 
Ann. (2) 6, 200 (1867); Beck, Math. Ann. 14, 207 (1879), Ziirich 
Vierteljahrsschr. 80, 173 (1889) u.a.m. DaB die Wendepunkte 
den volligen Schnitt mit einer kovarianten Kurve bilden, entdeckte 
Hesse, J. f. Math. 28, 104 (1844) = Abhdlgn., S. 131. 


§ 8. Erzeugung. Rein geometrische Theorien. 287 


Setzen wir mit Clebsch, J. f. Math. 63, 192 (1864), 64, 
98 (1865), 


(3) p=t(n—1)(m—2)—d—-r, 
so folgt aus (2), daB auch 
() p40 — 2) dr 


ist, so da die Zahl p sich dualistisch selbst entspricht. Sie heiBt 
das Geschlecht der Kurve (s. § 11). Bei Einftthrung von p kann 
man den Formeln (1) die Gestalt geben: 


(5) 2p —2=n(n —3) — 2d—2r =r+n'—22n 
=n (n —3)—2d'—2r =r +n—2n’. 


§ 8. Erzeugung algebraischer Kurven. Rein geometrische 
Untersuchungen. 


Nach der sehr speziellen organischen Kurvenerzeugung 
Newtons (Newton, Enumeratio 1704, Mac Laurin, Geom. 
organica 1720, Braikenridge, Ewxercitatio geometrica, London 
1733), ist die erste allgemeine Methode die von Steiner ange- 
gebene Erzeugung einer Kurve (m+ )** Ordnung als Ort fiir die 
Schnittpunkte entsprechender Kurven zweier projektiven Biischel 
von den Ordnungen m und n (J. f. Math. 47, 1 (1854), 49, 334 
(1855), Werke II, 495, 624), weiter ausgefiihrt von H. Gra8- 
mann, J. f. Math. 42, 193, 204 (1851), Werke IL}, 86, 99; 
Chasles C. R. 36, 943 (1853), 37, 272, 372, 437 (1858), 41, 
1102, 1190 (1855); 45, 393, 1061 (1857); J. de Math. (1) 19, 
366 (1854) und de Jonquitres, Paris Sav. Htr. (2) 16, 159 
(1858). Das auf einfachen Abzihlungen beruhende Beweisverfahren 
der letzteren Autoren geniigt aber nicht, um die Allgemeinheit 
der so gewonnenen Kurven nachzuweisen, und ist erst von Bobek, 
Math. Ann. 25, 448 (1885) und Kiipper, ebenda $2, 282 (1888), 
48, 401 (1897) richtig gestellt worden. 

Die Kurvenkonstruktion mittels reziproker linearer Kurven- 
systeme, zwischen deren Parametern eine bilineare Relation besteht, 
hat v. Escherich behandelt, Wien. Ber. 75, 523 (1877), 85, 
526, 893 (1882), 90, 1036 (1885). 

Eine andere Erzeugungsart algebraischer Kurven, durch einen 
linearen Mechanismus, rihrt yon H. Gra®Smann her (zuerst in 
der ,,Ausdehnungslehre“ 1844, § 145—8, Werke I*, unabhiingig 
davon J. f. Math. 31, 111 (1846), 42, 187 (1851), Werke IL’, 
49, 80). Wenn die Bewegung eines Punktes « in einer Ebene der- 
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art zwangliufig gemacht wird, daB ein Punkt und eine Gerade, 
die durch lineare Konstruktionen aus x und einem System von 
festen Punkten und Geraden hergeleitet sind, miteinander inzident 
sind, so beschreibt x eine algebraische Kurve von der Ordnung 1, 
wenn « bei diesen Konstruktionen m-mal verwendet worden ist. 
Umgekehrt kann jede Kurve so erzeugt werden. 

Allgemeiner kann jede ¢, als Ort eines Punktes angesehen 
werden, in dem » homologe Strahlen aus ” in m-linearer Be- 
ziehung stehenden Biischeln sich schneiden. Die Mittelpunkte der 
Biischel sind dabei irgendwelche Punkte der Kurve (E. Kétter, 
Preisschrift, § 173 ff.). 

Mit der GraBmannschen Erzeugungsart in gewisser Weise 
verwandt ist die Erzeugung einer algebraischen Kurve mit Hilfe 
eines Gelenksystems, DaB man so jede algebraische Kurve er- 
zeugen kann, bewies Kempe, Lond. M. S. Proc. 7, 213 (1876) 
and How to draw a straight line, London 1877, p. 33ff. Vel. 
auch Kénigs, Lecgons de Cinématique, Paris 1897, Chap. 11. 

Das Problem der Erzeugung der algebraischen Kurven fiihrt 
von selbst auf das andere, die Theorie dieser Kurven auf rein geo- 
metrischem Wege zu entwickeln. 

Cremona (Introduzione) hatte die geometrische Behand- 
lung der Polarentheorie einer beliebigen c, auf algebraische 
Prinzipien gegriindet, indem er von einfachen Streckenrelationen 
ausging, und darauf rein geometrische Ausfiihrungen gegriindet. 
In streng geometrischer Weise hat zuerst Thieme, Ztschr. 
f. WM. 24, 221, 276 (1878), Math. Ann. 20, 144, (1882), 28, 
133 (1887), das System der ersten Polaren einer c, 41 Konstruiert, 
indem er die gleiche Konstruktion fiir die ¢, als schon ausgefiihrt 
ansah, Zu diesem Zweck bezog er die Punkte der Ebene projektiv 
auf die Kurven eines Netzes von der Ordnung » derart, daB die 
durch das Theorem der gemischten Polaren geforderte Bedingung 
erfiillt ist. So gewann er auch eine rein geometrische Definition 
einer Kurve und des durch mehrere Kurven bestimmten linearen 
Systems. 

Kine rein geometrische Theorie der ebenen algebraischen 
Kurven beliebiger Ordnung hat, wenigstens fiir einzeine Partien, 
E. Kétter in seiner Preisschrift 1887 gegeben (Zusiatze in den 
Math. Ann. 34, 123 (1889)). Er geht von der Staudtschen Theorie 
des Imaginiren aus, und nachdem er im biniren Gebiet durch den 
Schlu8 von » auf m + 1 die Involutionen beliebiger Ordnung und 
die Korrespondenzen (m, 7) bewialtigt, stittzt er darauf die grund- 
legenden Siitze tiber ebene Kurven und ihre linearen Systeme, 
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wieder durch den Schlu8 von » auf m+ 1 und fuBend auf der 
Kurvenerzeugung durch projektive Biischel. Er beweist das Bézout- 
sche Theorem und die Schnittpunktsiitze von Gergonne, Plicker, 
Jacobi, Cayley (vgl. Kap. XIV, § 9), die Hauptsiitze tiber Polaren- 
theorie und die Erzeugung einer ¢, aus ” in m-linearer Beziehung 
stehenden Biischeln, woraus eine Methode fiir die lineare Kon- 
struktion einer ¢, aus 4”(n-+ 3) Punkten resultiert. 

Wahrend Kétter die Methoden von Steiner und Chasles 
ausbaute und vertiefte, suchte de Paolis, von den Resultaten 
Thiemes ausgehend, die Gedanken v. Staudts, der die Kegel- 
schnitte aus dem Polarsystem ableitet, auf allgemeine ¢, auszu- 
dehnen. Er konnte aber von seiner rein geometrischen Kurven- 
theorie nur die Grundlagen ausfithren, welche das geometrische 
Gegenstiick zu Sitzen von Weierstra8, G. Cantor und anderen 
tiber die Theorie der Funktionen einer Variabeln liefern: Soc. ital. 
dei XL Mem. (3) 7 (1890), Auszug Ann. di Mat. (2) 18, 93 
(1890); Torino Mem. (2) 42, 495 (1891). Vel. auch den post- 
humen Aufsatz Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 3°, 225 (1894, datiert 
vom 30. Dez. 1887), mit Anhang von Segre. 


§ 9. Systeme von einfach unendlich vielen Kurven. 
Charakteristikentheorie. 


Ein algebraisches System von oo’ algebraischen Kurven ge- 
gebener Ordnung erhalt man, wenn man in ihrer Punktgleichung 
die Koeffizienten als rationale Funktionen zweier Parameter an- 
setzt, zwischen denen eine algebraische Gleichung besteht. Die 
allgemeinen Higenschaften solcher Systeme hat Jonquieres unter- 
sucht, J. de Math. (2) 6, 113 (1861), dieser bezeichnete als In- 
dex w die Zahl der Kurven des Systems, die durch einen gege- 
benen Punkt gehen. Die duale Zahl v der Systemkurven, die eine 
gegebene Gerade bertihren, fiihrte Chasles ein: C. &. 58, 222, 
297, 425, 1167 (1864), 59, 7, 93, 209, 345 (1864). 

Die beiden Zahlen u, v spielen eine Hauptrolle in vielen 
hierhergehorigen Fragen. Z. B. ist die Zahl der Kurven eines Sy- 
stems (u, v), die eine gegebene Kurve von der Ordnung n und der 
Klasse wv’ beriihren, un’ +vn. Fir diesen von Chasles (C. R. 
58, 300 (1864)) ausgesprochenen Satz gaben Beweise Zeuthen, 
Math. Ann. 3, 150 (1871); Brill, ebenda 8, 534 (1875) u. a. 
Vel. Schubert, Kalkiil, 8S. 14, 51, 295; Clebsch-Lindemann, 
8. 424. 

Der Ort der Punkte, in denen sich zwei Kurven aus zwei 

Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 19 
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Systemen (u,, v,) und (us, v2) beriihren, ist eine Kurve von der 
Ordnung p47, + w,v, + wyM2, und dual entsprechend ist die En- 
veloppe der Tangenten in diesen Punkten eine Kurve von der 
Klasse 147+ tv, +, % (Schubert, Math. Ann. 10, 108 (1876), 
Kalkiil, 8. 52). 

Sind drei Systeme (u,, 7), (He, Ye), (tg, ¥3) vorgelegt, so 
kann man (ly Ug Vy “b Mg My Ya TP Uy Ma Mg 1 My Yo Vg 1 My Vg Vy Mg My Ye 
Tripel von Kurven finden, die sich in einem Punkte bertihren 
(Schubert, Kalkiil, S. 289). Andere Formeln bei Halphen, 
Bull. Soc. M. 5, 14 (1876); Schubert, Gott. Nachr. 1877, p. 401; 
Math. Ann. 17, 188 (1880); Zeuthen, C. BR. 89, 899, 946 (1879). 

Die vorstehenden und analoge Formeln bleiben auch fir 
(u, v)-Systeme von oo}transzendenten Kurven bestehen, welche die 


Integralkurven einer in 2, y, = algebraischen Differentialgleichung 


erster Ordnung sind. Vgl. Fouret in vielen Arbeiten C. R. 78, 
82, 83, 86, 102 u. Bull. Soc. Math. 2, 5, 7, 19 (1874—1891). 

Chasles hatte a. a. O. vermutungsweise ausgesprochen, daB 
die Anzahl der Kurven eines Systems (u,v), die einer weiteren 
von dem System unabhingigen Bedingung geniigen, sich immer 
in der Form ausdriicken la8t: au + Bv (Modul der Bedingung), 
wobei «, 6 nur von der auferlegten Bedingung abhingende Zahlen 
sind; deswegen nannte er u,v die Charakteristiken des Systems. 
Halphen zeigte aber (J. éc. polyt. 45, 27 (1878)) schon an dem 
Beispiel der Kegelschnitte, daB der Satz nicht richtig ist, wenn 
man ausgeartete Kurven ausschliefen will. Zeuthen, Kjébnh. 
Skrifter (5) 10, 287 (1873), franz. Auszug in Bull. Sc. M. 7, 97 
(1873), behandelte dann ausfiihrlich die allgemeine Frage; er setzt 
voraus, daB das System die gewdhnlichen ausgearteten Kurven 
besitzt, wie sie sich bei elementaren Systemen (namlich solchen, 
die durch gegebene Punkte und Tangenten bestimmt sind) dar- 
bieten, z. B. indem ein weiterer Doppelpunkt oder ein weiterer 
Riickkehrpunkt vorhanden ist, oder indem ein Doppelpunkt in 
eine Spitze ausartet oder zwei Doppelpunkte zusammenfallen usw. 
Zwischen den 40 Zahlen von Ausartungen, die auftreten (u, v 
einbegriffen), der Ordnung m und den Anzahlen der Doppel- 
punkte und Spitzen, die die allgemeine Kurve besitzt, bestehen 
23 unabhingige Beziehungen, die gestatten, 23 von diesen Zahlen 
durch die tibrigen 17 linear auszudriicken. Diese letzteren lassen 
sich als die Charakteristiken des vorliegenden Systems ansehen: 
durch sie kann die Zahl fiir jede weitere Bedingung, die von den 
das System bestimmenden unabhingig ist, linear und homogen 
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ausgedriickt werden. Das Vorhandensein von singuléren Kurven 
anderer Art wtirde die Zahl der Charakteristiken weiter erhdhen. 

Von anderen Arbeiten iiber Systeme von oo! Kurven nennen 
wir die von Zeuthen, C. R. 78, 274, 339 (1874), in denen die 
Pliickerschen Zahblen der von den Kurven des Systems umhiillten 
Kurve bestimmt sind, und die von Krey, Acta Math. 5, 83 (1884), 
7, 49 (1885) und Schubert, Math. Ann. 12, 194 (1877), 18, 
429 (1878), wo u. a. die obengenannten Zeuthenschen Formeln 
auf Systeme in einer veranderlichen Ebene ausgedehnt sind. 


§ 10. Auflésung der Singularitaten. Zweige. Reihenent- 
wicklungen, 


1. Auflésung der Singularitdten. Indem wir den im XV. Kapitel 
zu entwickelnden Begriff der eindeutigen (birationalen) Beziehung 
zwischen zwei algebraischen ebenen Kurven vorwegnehmen, kénnen 
wir den wichtigen Satz formulieren: Hine ebene Kurve, die keine 
mehrfach zihlenden Bestandteile enthalt, lapt sich immer birational 
auf eime andere beziehen, die nur mit gewohnlichen Singularitdten 
behaftet ist, und auch auf eme andere, deren einzige Singularitdten 
gewohnliche Doppelpunkte sind. 

Dieser Satz ist zuerst von Kronecker aufgestellt worden, 
J. f. Math. 91, 301 (1881); vgl. Hensel-Landsberg, S. 365ff.; 
sodann von Halphen, C. Rk. 80, 638 (1875), J. de Math. (3) 
2, 87 (1876). Die zuletzt genannte Reduktion hat geometrisch 
ausgefiihrt Bertini, Riv. mat. 1, 22 (1891) oder Math. Ann. 44, 
158 (1894), reproduziert in Picard, Traité, p. 408. Andere 
Beweise bei Halphen, Htude, p. 630; Appell-Goursat, Théorie 
des fonctions alg., Paris 1895, p. 276ff.; Simart, C. R. 116, 
1047 (1893). 

Derselbe Satz 148t sich durch ein Projektionsverfahren aus 
dem anderen Theorem gewinnen, daB jede ebene algebraische 
Kurve auf eine von mehrfachen Punkten free Raumkurve bwational 
bezogen werden kann, wenn man will, auch durch eine birationale 
(Cremonasche) Transformation des ganzen Rawmes. 

Die ebene Kurve lapt sich auch immer als die Projektion einer 
von mehrfachen Punkten freien algebraischen Kurve in einem Uber- 
raum ansehen, so da allgemein jede Singularitdt eimer ebenen 
Kurve durch Projektionen erzeugt werden kann. 

Uber alles dies vgl. Veronese, Math. Ann. 19, 213 (1882); 
Poincaré, C. R. 117, 18 (1893); del Pezzo, Napoli Rend. (2) 
7,15, 45 (1893); Pieri, Riv. mat. 4, 40 (1894); Vessiot, 

19* 
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Bull. Soc. Math. 22, 208 (1894); Segre, Ann. di Mat. (2) 25, 
43 (1896); B. Levi, Rom Acc. L. Rend. (5) 7%, 111 (1898); 
Hensel-Landsberg, 8. 418; Severi, Lezioni, p. 172. 

Unabhingig hiervon hat Noether den Satz aufgestellt, dap 
jede von mehrfachen Bestandteiden freie ebene algebraische Kurve 
sich in eine andere, die nur gewdhnliche Singularitdten (mehrfache 
Punkte mit getrennt liegenden Tangenten) besitat, transformieren 
lat durch eine Folge von eimdeutigen quadratischen Transformationen 
der Ebene, d. h. durch eine Cremonasche Transformation: Gétt. 
Nachr. 1871, 8.267, Math. Ann. 9, 166 (1876), 23, 311 (1884). 
DaB die Folge der quadratischen Transformationen begrenzt ist, 
bewies Hamburger, Ztschr. f. M. 16, 461 (1871); geometrische 
Beweise bei Bertini, Lomb. Ist. Rend. (2) 21, 326, 413 (1888), 
Introd., p. 377; Severi, Lezioni, p. 61; vgl. auch Picard, 
Traité, p. 404. Um einen singuliren Punkt A, den die Kurve f 
s-fach enthilt, aufzulésen, legt man nach A eine Ecke des Fun- 
damentaldreiecks fiir eine quadratische Transformation, indem 
man die anderen beiden HEcken B,C allgemein laBt. Die ent- 
sprechende Kurve f’ hat dann in den Fundamentalpunkten J’, 
B’, C’ der transformierten Ebene gewdhnliche vielfache Punkte, 
wahrend die von A verschiedenen singuliiren Punkte der Kurve f 
sich in vielfache Punkte auf f’ von derselben Multiplizitit und 
derselben Art wie die urspriinglichen transformieren. Wenn yon 
den s Tangenten von f in A einige in gewisse Gerade 4, ty, . 
zusammenfallen, so gibt es auf B’C’ auB8erhalb B’ und C’ eben- 
soviel Punkte A,’, A,’,..., die fiir f’ gewisse Multiplizititen s,, 
Sa,--. besitzen, so daB s, + s, +---<s. Diese Punkte kénnen 
sich aber auch auf einen einzigen s-fachen Punkt A’ reduzieren. 
Dann wendet man auf /" eine neue quadratische Transformation 
mit einem Fundamentalpunkt in A’ an usw. Nach einer endlichen 
Anzahl von Operationen hat man aus A Punkte von geringerer 
Multiplizitét abgeleitet. Man kann so auch schlieBlich zu einer 
Kurve gelangen, auf welcher die dem Punkte A entsprechenden 
Punkte alle einfache Punkte sind. 

Man sagt dann mit Noether, daB dem s-fachen Punkte A 
auf den Tangenten ¢,, 4,,... gewdhnliche mehrfache Punkte von 
den Multiplizitéten s,, s,,... wnendlich benachbart sind, die auf f 
die Umgebung erster Ordnung bilden. Die Umgebung zweiter 
Ordnung wird analog aus den Punkten, von den Multiplizititen 
S145 Signe. 9 Sai Seay oe cles Gen wPunkten ad), vee sas caut pee 
endlich benachbart sind, gewonnen usf. Die Zahlen s, s,, s,,,..., 
welche die Noethersche Zusammensetzung des vielfachen Punktes 
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geben, hangen allein von dem letzteren, nicht aber von den aus- 
geftihrten quadratischen Transformationen ab. 

2. Zweige und Reihenentwicklungen. Verfolgt man die qua- 
dratischen Transformationen so weit, daB sich der s-fache Punkt 
A von f in lauter einfache Punkte P, Q,... einer Kurve ® auf- 
gelést hat, so entsprechen den Punkten, die auf ® die Umgebung 
eines dieser Punkte P,Q,... bilden, auf f die Punkte eines ge- 
wissen Bereiches bei A, der, wie man sagt, einen Zweig (nach 
Halphen cycle) mit A als Ursprung bildet. 

Bei einer birationalen Transformation von f geht ein Zweig 
immer wieder in einen Zweig tiber. Naher wird der Begriff durch 
das folgende Theorem bestimmt: 

Die Koordinaten «, y der Pumkte eines Zweiges lassen sich 
als Reihen von ganzen positiven Potenzen eines Parameters t aus- 
driicken, der seimerseits eine rationale Funktion der Koordinaten 
selbst ist. Man erhdlt alle Punkte des Zweiges, indem man, bei 
Benutzung der Gaufschen Zahlenebene, t innerhalb des Konver- 
genekreises jener Potenzreihen sich bewegen lapt. 

Die Grundeigenschaften der Zweige leiten sich aus dem Be- 
griff der Multiplizitét des Schnittes eines Zweiges mit einer durch 
seinen Ursprung A gehenden algebraischen Kurve her. Man lege 
der Hinfachheit wegen nach A den Koordinatenursprung und lasse 
ihm den Wert ¢=0 entsprechen, und es sei F(x, y) = O eine 
algebraische Kurve, die durch A geht. Wenn man dann fiir a, y 
die Potenzreihen mit dem Argument ¢ einsetzt, so bedeutet der 
Exponent (> 0) der niedrigsten vorkommenden Potenz von ¢ die 
Multiplizitit des Schnittes des Zweiges und der Kurve # in A. 

Im besonderen ist die Multiplizitit des Schnittes ftir eine 
allgemeine Gerade durch A eine konstante Zahl A, welche die 
Ordnung des Zweiges hei®t. Ein Zweig heibt linear oder super- 
linear, je nachdem A = 1 oder > 1. Eine Ausnahme bildet eine 
einzige Gerade a durch A, fiir welche die Multiplizitiét des Schnittes 
A + A’ (A’> 0) wird: sie heift die (singuldre) Tangente an den 
Zweig in A. Wahlt man sie zur #-Achse, so nimmt die Darstellung 
des Zweiges die Form an 


(1) Gi er wag pene bs 


wo ¢,¢ von 0 verschiedene Konstanten sind. Die Zahl A’ heibt 
dann die Klasse des Zweiges. 

Die Tangenten in den Punkten eines Zweiges stellen das 
zu dem letzteren duale Gebilde dar, und man findet, da die 
Zahlen A und A’ einander dual entsprechen. A’ ist die Anzahl 
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der mit a@ zusammenfallenden Tangenten, die aus einem Punkte 
von a (ausgenommen A) an den Zweig gehen, A + A’ auch die 
Zahl der mit a zusammenfallenden Tangenten, die von A an den 
Zweig gehen. 

Dieses Theorem ist von Cayley, Quart. Journ. 47, 212 
(1866), J. f. Math. 64, 369 (1865), Papers V, 424, 520, ver- 
mutet und yon Halphen, Paris Sav. étr. (2) 26 (1877), Auszug 
C. R. 78, 1105 (1874), bewiesen worden, ebenso von Stolz, 
Math. Ann. 8, 415 (1875). Vgl. auch Zeuthen, Math. Ann. 10, 
210 (1876); Halphen, Etude, p. 544; Bertini, Introd., p. 365; 
einen geometrischen Beweis gab Segre, Introd., n. 43. 


Aus (1) findet man y ausgedriickt durch eine Reihe mit positiven 
1 


ganzen Potenzen von 2°, wobei man in jedem Gliede der Reihe 
1 


fir x4 denselben im tibrigen willkiirlichen Wert unter den A 

méglichen zu nehmen hat. Cayley hat a. a. O. auch die partiellen 

Zweige betrachtet, die man aus dem vollstindigen Zweig dadurch 
1 


erhalt, daB man den Wert von x bestimmt auswablt. 


Eine Methode, um die genannten Entwicklungen auszurechnen, 
findet sich schon in Newton, Analysis per aequationes numero 
terminorum infinitas (von 1669), London 1711, und Methodus 
fluaionum (1671), London 1736, Opera ed. Horsley I, 257, 
391. Diese Methode hat Puiseux, J. de Math. (1) 15, 365 
(1850), 16, 228 (1851), dtsch. v. Fischer als Theorie der alg. 
Funktionen, 1861, vervollkommnet. Sie ist in viele Lehrbiicher 
libergegangen, s. z. B. Clebsch-Lindemann, 8. 331; Baltzer, 
Anal. Geom., 8. 295; Netto, Algebra Il, 51; Hensel-Lands- 
berg, 8. 39; Picard, Traité, p. 392; Jordan, Cours d’ Analyse, 
Deeds 15190. 

Ein allgemeines analytisches Verfahren, das nicht wie das 
vorstehende die vorangehende Bestimmung yon Ordnungen des 
Unendlichkleinen erfordet, gab Hamburger, Zschr. f. M. 16, 
461 (1871); man vgl. auch WeierstraB, Werke IV, Kap. 1; 
Konigsberger, Theorie d. ellipt. Funkt. 1, 189 (1874). Eine 
andere Methode bei Brill, Miinch. Ber. 21, 207 (1891). 

Wenn der Zweig reell ist, so 1iBt sich die Darstellung (1) 
so ausftihren, daB die Koeffizienten reell sind und reelle Punkte 
des Zweiges reellen Werten von ¢ entsprechen. Es ergeben sich 
dann folgende vier Typen des Zweiges, je nach der Rolle, die A 
bei dem Zweige spielt: 
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A ungerade, A’ ungerade: A gewéhnlicher Punkt (Fig. 1), 
A ungerade, A’ gerade: A Wendepunkt (Fig. 2), 
A gerade, A’ ungerade: A Spitze erster Art (Fig. 3), 


A gerade, A’ gerade: A Spitze zweiter Art (Fig. 4). 
a a Ge 
Fig. 1 Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 


Vgl. Pliicker, Theorie, 8. 200; Stolz, Math. Ann. 8, 433 
(1875); St. Smith, London, M. 8. Proc. 6, 153 (1873—1876), 
Papers Il, 101. 

Wendet man die allgemeinen Betrachtungen auf Doppel- 
punkte (Knotenpunkte) und Spitzen an, so gelangt man zu 
folgenden Definitionen: Ein Knotenpunkt ist von der k®”" Art, 
wenn er in seiner Umgebung k'** Ordnung zwei einfache Punkte 
hat, also sich nach k& quadratischen Transformationen in einfache 
Punkte auflést. Eine Spitze heiBt von der k#" Art, wenn sie in 
ihrer Umgebung k** Ordnung einen einfachen Punkt hat, also 
nach & quadratischen Transformationen in einen gewodhnlichen 
Punkt iibergeht. 

Ein Knotenpuwnkt ist immer Ursprung von zwei Zweigen 
erster Ordnung, eine Spitze von einem Zweig eweiter Ordnung. 


3. Multiplizitat des Schnittes. Die Multiplizitit I des Schnittes 
zweier Kurven f, f’ (ohne gemeinsame Bestandteile) in einem ge- 
meinsamen Punkte A (vgl. § 2, Nr. 2) 14Bt sich bestimmen, indem 
man die Summe der Multiplizititen des Schnittes der einen Kurve 
mit den Zweigen der anderen bildet. Vgl. Weierstra8, Werke 
IV, Kap. 2, 6, und besonders Halphen, Bull. Soc. M. 4, 59 
(1875), J. de Math. (3) 2, 257, 371 (1876), These, Paris 1878, 
Etude, p. 575, 

Die Zahl J laBt sich auch auf Grund der Definition der 
Resultante von f= 0, f’ = 0 als Differenzenprodukt der Werte 
von y, die durch diese beiden Gleichungen demselben Wert von « 
zugeordnet werden, berechnen. Vgl. die zitierten Arbeiten von 
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Cayley (Papers V, 424, 520); Smith (Papers II, 101); 
Halphen (Paris Sav. étr. 26). 

In geometrischer Ausdrucksweise ist J die Summe der Ord- 
nungen des Unendlichkleinen derjenigen Strecken, welche zwischen 
den beiden Kurven auf einer Tramsversalen, deren Abstand von A 
unendlich klein von der ersten Ordnung ist, iegen (Halphen, 
a.a. O. und Bull. Soc. M. 1, 133 (1873), 2, 35 (1878)). 

Cayley und Halphen verwenden auch die partiellen Multi- 
plizititen der Schnitte der fiir sich betrachteten Teilzweige. Ist 
dann s die Multiplizitiit von A fiir f, r die fiir f’, so wird die 
totale Multiplizitét I des Schnittes gleich rs plus der Summe 
der Ordnungen aller Beriihrungen, die zwischen den Teilzweigen 
der beiden Kurven eintreten. Anwendungen hiervon gab Halphen, 
Bull. Soc. M. 3, 76 (1875). 

Noether griindet im AnschluB an seine Auflésung der 
singuliren Punkte die Bestimmung von J auf die sukzessiven 
Multiplizitiiten s, s,,s;,,...und 7, 7;,7;,,... von A fiir die beiden 
Kurven /, f’ und findet 


I=rs +515, +2783 tea, 


wo die Summen sich auf die gemeinsamen vielfachen Punkte von 
fund f’ in der Umgebung erster, zweiter,.... Ordnung von A 
beziehen. 

Nachzutragen ist noch, daB man, um einen vielfachen Punkt 
zu charakterisieren, wie Segre (Zorino Atti 36, 645 (1901), vgl. 
Bertini, Introd., p. 385) hervorgehoben hat, nicht bloB auf die 
Ordnungen der von ihm ausgehenden Kurvenzweige und auf die 
Multiplizitiiten s,s,,8,,,... der konsekutiven vielfachen Punkte 
zu achten hat, sondern auch auf die Natur der Zweige, die durch 
die Punkte hindurchgehen kénnen. Z. B. bieten drei konse- 
kutive Punkte von f zwei verschiedene Fille dar, je nachdem 
durch sie lineare oder nur superlineare Zweige hindurchgehen. | 
Im letzteren Falle existieren keine irreduzibeln Kegelschnitte, 
welche die drei Punkte enthalten, und diese kénnen sich deshalb 
nicht zu Fundamentalpunkten einer quadratischen Transformation 
wihlen lassen. 

Andere Methode zur Bestimmung der Schnittmultiplizitat 
bei Brill, Minch. Ber. 18, 81 (1888) und Macaulay (a. d. 
Kap. XIV, § 9 zitierten Ort). 
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§ 11. Das Geschlecht und die adjungierten Kurven. 
Erweiterung der Pliickerschen Formeln. Pliickersche 
Aquivalente. 


1. Das Geschlecht und der Riemannsche Satz. Die wichtigste 
unter den charakteristischen Zahlen (Invarianten), die fiir alle 
Kurven einer Klasse (d. h. alle Kurven, die sich birational in- 
einander transformieren lassen) denselben Wert haben, ist das 
Geschlecht. Geschlecht heiBt die fiir jede von mehrfachen Bestand- 
teilen freie Kurve f der Ordnung zu bildende Zahl 


(1) p = 4$(m —1) (n — 2) —S4s(s — 1), 

wo die Summe sich auf die Multiplizitiiten s aller singuliren 
Punkte der Kurve, sowohl der unmittelbaren wie der diesen un- 
endlich benachbarten (§ 10), bezieht. 

Ist f irreduzibel, so ist p >0O. Fir p = 0 wird die Kurve 
rational, d. h. gehért mit den geraden Linien in eine Klasse. Lést 
sich f in @ irreduzible Teilkurven von den Geschlechtern p,, 
Poy +++) Dg auf, so wird 


Pe Pa a oe Poa Oey 


woraus p >1— a folgt. Fiir eine Kurve mit lauter gewdhnlichen 
Doppel- und Riickkehrpunkten gilt die Formel (3) in § 7. 

Den Begriff des Geschlechtes hat Riemann eingefthrt 
(Theorie der Abelschen Funktionen, J. f. Math. 54, 115 (1857), 
Werke, 8. 88) und darauf die Zusammenhangslehre der nach ihm 
benannten Flachen gegriindet. Die Bedeutung der Zahl p fiir die 
Kurventheorie erkannte Clebsch (J. f. Math. 68, 189 (1864), 
64, 43, 98, 210 (1865)), der auch den Namen Geschlecht ein- 
fiihrte, Cayley sagte dafiir deficiency und Cremona genere. 
In anderer Weise hat Weierstra8 das Geschlecht definiert, der 
es Rang nennt und mit @ bezeichnet (Kap. XIV, § 4). 

Die Gleichheit von p fiir zwei Kurven derselben Klasse hat 
Riemann nachgewiesen, indem er sie aus der Beziehung zwischen 
den zugehérigen Riemannschen Flichen, die dann denselben 
Zusammenhang haben, herleitete. Einen algebraischen Beweis 
gaben zuerst Clebsch und Gordan (Zh. d. Abelschen Funkt. 
§ 16). Geometrische Beweise gaben Cremona, Bologna Mem. 
(2) 6, 133 (1866), Ubersetzung von Curtze, S. 55; Bertini, 
Giorn. di Mat. 7, 105 (1869) (reproduziert in Salmon- 
Fiedler, S. 84, und mit anderen Beweisen in Clebsch-Linde- 
mann, 8, 458, 666, 681); Zeuthen, C. R. 70, 743 (1870); 
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VoB, Gott. Nachr. 1873, 8. 414, 550; Noether (nach Clebsch), 
Math. Ann. 8, 497 (1875); Schubert, ebenda 16, 180 (1880) 
(reproduziert in Bertini, Introd., p. 206); andere Beweise bei 
Noether, a.a.O. und Math. Ann. 9, 166 (1876); St. Smith, 
Lond. M. 8. Proc. 6, 153 (1873—76), Papers II, 101; Halphen, 
C. R. 18, 1833 (1874); Bull. Soc. M. 4, 29 (1875); Etude, 
p. 624; Zeuthen, Math. Ann. 10, 210 (1876). 


2. Erweiterung der Pliickerschen Formeln. Adjungiert 2a 
einer c, heiBt jede Kurve, die in allen s-fachen (s > 1) unmittel- 
baren und benachbarten Punkten von ¢, wenigstens die Multi- 
plizitat s—1 hat. Solche adjungierte Kurven sind z. B. die 
ersten Polaren. Wahrend aber die Multiplizitait des Schnittes einer 
allgemeinen adjungierten Kurve fiir einen singuliren Punkt A 
Xs(s—1) ist, wo die Summe iiber die Noetherschen Kom- 
ponenten des Punktes zu erstrecken ist, wird diese Zahl fiir eine 
allgemeine erste Polare noch um (A —1) erhdht, wo die 
Summe tiber die Ordnungen A der durch A gehenden superline- 
aren Zweige zu erstrecken ist. Diese Zahl ©(A — 1) heift nach 
Noether die Verzweigung, nach Smith der Kuspidalindex der 
singuliren Stelle. Eine mehr geometrische Bestimmung fiir sie 
findet sich bei Bertini, Lomb. Ist. Rend. (2) 21, 326, 413 
(1888), 23, 307 (1890). 

Die Formel in § 7 fiir die Klasse von ¢, geht demnach im 
allgemeinen Falle tiber in 


(2) n = n(n — 1) —3's(s — 1) —S(A—1). 
Die dazu duale Formel lautet: 
(3) n= n(n’ — 1) —S's'(s’ — 1) —S(A’— 1), 


wo s’ die (unmittelbaren und benachbarten) Tangentenmulti- 
plizitiiten, A’ die Klasse der einzelnen Zweige bedeutet. 

Aus der Gleichheit des Geschlechtes fiir die als Punktort 
und als Tangentengebilde aufgefaBte Kurve (oder eine reziproke 
Kurve) folgt 


(4) n(n — 8) —_3's(s — 1) = n(n’ — 3) —S'8'(6 — 1). 


Diese Erweiterungen der Pliickerschen Formeln lassen sich 
bei Einfiihrung des Geschlechtes auch schreiben 


(6) 2p — 2 =n(n — 8) —Ss(s —1) = S(A—1)4+n'—2n 
= n'(n’ —3)—>'s'(s'—1) = (A —1) + n—20". 
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Es 1&48t sich aus ihnen ableiten: 
(6) a (A—A‘)=3(n—7), 
(2) One 
> (A + 2A’ — 8) = 3(n' + 2p — 2); 
die Summen in (7) sind dabei tiber alle Zweige zu erstrecken, fiir 
die AA’ > 1. 
Nennt man + die Zahl der Wendepunkte, die in einfache 


Punkte fallen, jeden die gehérige Anzahl Male gezahlt (§ 7), so 
findet man aus (1) und (7): 


(8) r= 8n(n — 2) — 3S's(s —1) —S(24 + A’— 3). 
Die letzte Summe ist hierbei nur tiber die superlinearen Zweige 
(4 > 1) m erstrecken. 

Die vorstehenden Formeln riihren von Noether her, Math. 
Ann. 9, 166 (1876). Vgl. auch auBer den zitierten Arbeiten von 
Smith, Halphen und Zeuthen: Halphen, C. R. 80, 638 
(1875); Segre, Introd., § 9; Bertini, Introd., p. 383, 398 Anm. 
Fir die Erniedrigung der Klasse durch die singuliren Punkte 
gelten noch die folgenden Regeln: 

Die Erniedrigung der Klasse durch einen s-fachen Punkt A 
ist gleich der Summe der Ordnungen des Unendlichkleinen der 
Segmente zwischen den Kurvenpunkten auf einer Sekante, deren 
Abstand von A ein Unendlichkleimes erster Ordnung ist und die 
mit keiner der Tangenten in A zusammenfallt (Halphen, 
Zeuthen). 

Die Erniedrigung ist auch gleich s(s — 1), vermehrt um das 
Doppelte der Summe der Ordnungen aller Beriihrungen, die zwischen 
den Teilzweigen in A eintreten (Cayley, Halphen). 

Eine rein rationale Ausfiihrung aller beschriebenen Prozesse, 
insbesondere der Bestimmung von p und der Adjungierten, gab 
Noether, Math. Ann. 23, 311 (1884). Vgl. auch Raffy, Ann. 
éc. norm. (2) 12, 156 (1883), Auszug Math. Ann. 23, 527. 

3. Charakteristische Zahlen eines Zweiges. Smith und 
Halphen haben bemerkt, daB in der Entwicklung von y nach 
steigenden Potenzen von 2, die zu einem Zweig mit dem Ursprung 
x=0, y=O0 und der Tangente y =0 gehdrt, nur die Exponenten 
t, t;,..., 4%, einer gewissen endlichen Anzahl von Gliedern die auf 
die Singularitit des Zweiges beztiglichen Zahlen liefern. Diese 
sind fiir alle linearen Transformationen der Ebene invariant und 
in der Form darstellbar: 


+ 
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U WwW 
ge ngs ane ae esl ae ie er ar 
wobel a q; ganze positive, relativ prime rae sind und 
qh - =A wird. Die ¢, heiBen nach Halphen die charakte- 


aude Exponenten (kritische Exponenten nach Smith) und 
u,/q, die charakteristischen Zahlen des Zweiges. Man fiihrt noch 
neue Zahlen A,, «, ein durch die Gleichungen: 
A A [Xs 
tient Saag oy Me ot one? G%=A,; 
a Oy 
CGN G Uy, ee . 5 GIS CAG? Uy, = Oy. 

Noether, Rend. Circ. M. 4, 89, 300 (1890), hat diese 
Zahlen aus den zur Auflésung der Singularitét dienenden qua- 
dratischen Transformationen geometrisch abgeleitet und hat die 
Zahlenpaare (A, a), (Aj, @,), ..-, (Aj, «,) die charakteristischen 
Kombinationen der Singularitit des Zweiges genannt. 

A ist die Ordnung des Zweiges, a die Multiplizitiét seines 
Schnittes mit der Tangente im Ursprung, A, kann man als gréBten 
gemeinschaftlichen Teiler von A;_, und e,_, erhalten, und 
man hat 


e722 kh > A, >A, >.> A, SA, 1 word Ap 


Die Entwicklung von y in eine Potenzreihe von x nimmt die 
Form an 


<[ 3 peat ie oe ae 
yaolet|pes le |te-te A kak 


wenn man mit Halphen durch [q] eine Reihe ganzer positiver 

Potenzen von qg, in der das konstante Glied + 0, charakterisiert. 

Fiir die Erniedrigung K der Klasse und die Erniedrigung TT des 

Geschlechtes durch die singulire Stelle hat man die Ausdriicke 
k 


K = a(A — 1) + 4,(A; ly 
aS 


k 
T= 4(o-21) (Ai) ea (A 
oe 


4. Formeln von Halphen, Smith und Zeuthen. Halphen 
und Smith haben einige Formeln angegeben, in denen nur die 
unmittelbaren Punkt- und Tangentenmultiplizitaten vorkommen 
und deren Anwendung deshalb keine vorhergehende Bestimmung 
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von Ordnungen des Unendlichkleinen erfordert. Von dieser Art 
ist schon die Formel 


a=A+A, 


in der @ die Multiplizitit des Schnittes eines Zweiges (A, A’) 
mit der singuliren Tangente und gleichzeitig die dual ent- 
sprechende Zahl bezeichnet. 

Eine Verkniipfung zwischen diesen Relationen hat Zeuthen 
aufgestellt: Acta Math. 1, 171 (1882); vgl. auch Noether, 
Chicago CongreB Math. Papers 1896, p. 253, Math. Ann. 56, 
677 (1903). 

Nennt man K’ und TT’ die den Zahlen K und TT der vorigen 
Nummer dual entsprechenden Zahlen, so gelten z. B. die Formeln 
(Smith): 


K — K’ = A?— A”, 
T— TT’ = 4A(A — 1) — 4A'(A’— 1) = (ae — 1) (A— A), 


Fiir zwei Kurven von den Ordnungen v, v und den Klassen 
nv mit den unmittelbaren Punkt- und Tangentenmultiplizititen 
s,¢ und s’,o’, hat man (Halphen, Smith): 


nv —nv = Sso — S50. 
Fiir die eine Kurve allein erhalt man die Formel (Zeuthen): 
n(n — 3) —S>'s(s — 1) = n'(n' — 8) —3's'(s'— 1), 


die sich von der Noetherschen Formel (4) dadurch unter- 
scheidet, daB sich in ihr die Summen nur auf die wnmittelbaren 
Multiplizitiiten beziehen. 

5. Pliicker sche Aquivatente. Die Pliickerschen Formeln (§ 7) 
kann man auch auf irgendwie singulire Kurven anwenden, wenn 
man nur in ihnen die singuliren Punkte oder Tangenten einer 
gewissen Anzahl von Doppelpunkten und Spitzen oder Doppel- 
und Wendetangenten dquivalent setzt. Dieser Gedanke findet sich 
schon bei Pliicker, Theorie, 8. 216. 

Indem man die Gleichung fiir das Geschlecht im Auge behiilt, 
ergeben sich vier vollkommen bestimmte Werte 0, &, 0’, ¢," (die 
Prinzipaldquivalente nach Zeuthen, 0,, ¢, nach Smith Nodal- 
und Kuspidalindex), diese bestimmen sich fiir einen Zweig (A, d’), 
der die Klasse um K (Diskriminantindex) und die Ordnung um 
K’ erniedrigt, aus den Formeln: 


é=A—1, «/=A’—1, 26,+-32,=K, 26+ 84'=K. 
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Dies hat Cayley a. a. O. (Papers V, 424, 520) gezeigt, Er- 

giinzungen finden sich bei Stolz, Math. Ann. 8, 442 (1875), 

Smith, a.a.0., Zeuthen, Math. Ann. 10, 210 (1876). 
Zwischen den vier Zahlen besteht die Relation (Smith): 


6, — 0, = $ (& or ey’) Gi i fy — 1). 


Zeuthen, Acta Math. 1, 171 (1882), hat diese Relation in der 
Form 


, as j= $@,—- 4) Gta + 27— 3), 


derart ausgedehnt, daB sie sich auf y sich bertihrende Zweige, 
deren Aquivalente £,, €,', 0,, 6,’ sind, bezieht. 

Die vorstehenden Ergebnisse erfahren eine Erginzung durch 
den von Brill, Math. Ann. 16, 348 (1880), gefihrten Nachweis, 
daB jede hihere Singularitit sich auf Grund eines systematischen 
Deformationsprozesses als Grenzfall gewbhnlicher Singularitdten 
ansehen ldBt. Wie man diese Deformation durch quadratische 
Transformationen erhilt, zeigte Scott, Am. Journ. of M. 14, 301 
(1892), 15, 221 (1893). Baker, Cambr. Trans. 15*, 403 (1894) 
(Auszug Math. Ann. 45, 133 (1894)), wandte auf die Frage das 
Newtonsche Polygon an. 

Die Cayley schen Prinzipaliquivalente kénnen eine beliebige 
Singularitét nicht allein in den Pliickerschen Formeln ersetzen, 
sondern auch bei allen Fragen, bei denen es sich um birationale 
Transformationen der Kurve handelt, allerdings nicht in allen 
Fragen der abzihlenden Geometrie: vgl. Halphen, J. de Math. 
(3) 2, 281 (1876), Etude, p. 608, Wei8, Prag. Deutsche Math. 
Ges. Mitt. 1892, S. 139, Wien. Ber. 102, 1025 (1893). 

6. Reelle Singularitdten einer reellen Kurve. Ist die Kurve 
reell, von der Ordnung » und der Klasse »’ und hat sie w’ reelle 
Wendepunkte, ¢” reeile Doppeltangenten mit imagindren Be- 
rithrungspunkten, r’ reelle Riickkehrpunkte und da” reelle Doppel- 
punkte mit imagindren Tangenten (isolierte Punkte), so besteht 
die Relation 

n+w+ 2t’=n+r'4 2a", 


die von F. Klein herriihrt, Math. Ann. 10, 199 (1876), vgl. 
auch Perrin, Buil. Soc. Math. 6, 84 (1877), und fir Kurven mit 
héheren Singularititen, Schuh, Amsterd. Wet. Versl. (2) 12, 
845 (1904); Juel, Math. Ann. 61, 77 (1905). 

Die algebraische Grundlage dieser Formel erkannte Brill, 
Math. Ann. 16, 388 (1880), in der Zerfallbarkeit der Diskri- 
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minante der Doppelpunkts- und Doppeltangentengleichung einer 
besonderen Gattung von rationalen Kurven. Er fand auBerdem, 
daB, wenn 7’, w’, a’, t” die Zahlen der reellen Riickkehr- und 
ivendepunkte . ad isolierten Doppelpunkte und Doppeltangenten 
sind, die bei der Auflésung einer beliebigen Singularitat in aqui- 
valente elementare Singularititen auftreten, die Zahl r’ — w 
+ 2(d— ¢’) denselben Wert hat, welches auch die Auflésungs- 
art sei, so daf dieser Realitiétsindex fiir die Kleinsche Formel 
dieselbe Rolle spielt wie die Aquivalenzzahlen fiir die Pliicker schen 
Formein. Die erwahnte Zerspaltung hat W. F. Meyer, Math. 
Ann. 38, 369 (1891), auf beliebige rationale ebene Kurven aus- 
gedehnt. 
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Eine ebene Kurve f liBt sich erzeugen, indem ein Punkt P 
sich kontinuierlich auf einer Geraden ¢ (der Tangente) bewegt, 
wihrend sich gleichzeitig ¢ um P dreht. Die beiden Bewegungen 
von P und ¢ kann man, die erstere auf einen festen Punkt der 
Tangente, die letztere auf eine feste Gerade in der Ebene von f, 
beziehen. Der Sinn der Bewegungen kann nur in einzelnen sin- 
guliren Lagen der erzeugenden Elemente, welche als die Riick- 
kehrelemente bezeichnet werden, wechseln. Bezeichnet man den 
Fall eines solchen Riickkehrelementes mit +, den Fall eines ge- 
wohnlichen Elementes mit —, so sind fiir jedes Paar Pt von f die 
folgenden vier Falle méglich: 


——, —+, +-, $+. 


Der erste Fall liefert einen gewéhnlichen Punkt, der zweite einen 
Wendepunkt, der dritte eine gewéhnliche Spitze und der vierte 
eine Spitze zweiter Art (vgl. S. 295). Bei zwei reziproken Kurven 
korrespondieren einander gegenseitig die Falle —-+ und + — 
und die anderen Fille sich selbst. Vgl. hiertiber Pliicker, Theorie, 
8. 200ff., v. Staudt, Geom. d. Lage, 1847, n. 197—204. 

Bin, Soachioabwer Kurveneug (vollstindiger Zug nach Har- 
nack, branche complete nach Zeuthen, circwit nach Cayley) 
ist ein Teil einer Kurve, der in kontinuierlicher Bewegung von 
einem reellen Punkte rege werden kann, wenn dieser durch 
jede Lage einmal hindurchgeht und schlieBlich zur Anfangslage 
zuriickkehrt. Im Endlichen kann ein Kurvenzug sich in mehrere 
Aste zerlegen, wie die Hyperbel, im tibrigen aber ist der Gesichts- 
punkt, unter dem diese Ziige betrachtet werden, der der pro- 
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jektiven Geometrie, so daf das Unendlichferne nur ein besonderer 
Fall ist und das Dualititsprinzip allgemein anwendbar bleibt. 

Hin Zug kann paar oder unpaar sein, je nachdem eine will- 
kitrliche Gerade von ihm in einer geraden oder ungeraden Anzahl 
Punkte getroffen wird. Zwei Ziige schneiden sich in einer geraden 
oder ungeraden Anzahl Punkte, je nachdem wenigstens einer von 
ihnen paar ist oder beide unpaar sind. Hin paarer Zug ohne mehr- 
fache Punkte teilt die Ebene in zwei Stiicke, von denen das eine, 
dupere, unpaare Ziige enthalten kann, das andere, inmere, nicht. 
Ein Zug hat eine gerade oder ungerade Anzahl von Wende- 
punkten, je nachdem er paar oder unpaar ist. Hin unpaarer Zug 
erstreckt sich immer durch das Unendlichferne hindurch. 

Die vorstehenden Begriffe und Sitze verdanken wir vy. Staudt, 
a. a. O., § 12, 15, und Moebius, Lewpz. Ber. 1848, 8. 179, 
Leipz. Abh. 1, 1 (1852), Werke Il, 185, 91. Der letztere 
leitete sie aus der Betrachtung der spharischen Kurven ab mit 
Hilfe einer Abbildung der projektiven ebenen Geometrie auf die 
spharische Geometrie, die er durch Projektion der Ebene auf die 
Kugel von deren Mittelpunkte gewann. Vgl. auch Zeuthen, 
Math. Ann. 7, 410 (1874); Kneser, ebenda 31, 507 (1888), 
34, 205 (1889) und besonders 41, 349 (1893); Scott, Amer. 
M. S. Trans. 3, 388, 399 (1902). 

Harnack, Math. Ann. 10, 189 (1876), hat bewiesen, daB 
eine reelle algebraische Kurve (vgl. § 1) vom Geschlecht p nicht 
mehr als p +1 reelle Ziige haben kann und fiir jeden Wert von p auch 
wirklich Kurven mit p +-1 reellen Ziigen existieren. Die gegenseitige 
Lage, die dann die p + 1 Ziige haben kénnen, hat fiir singulari- 
titenfreie Kurven (bei denen alle Ziige paar sind, wenn die Ord- 
nung » der Kurve gerade und ein einziger unpaar wird, wenn » un- 
gerade ist) Hilbert untersucht, Math. Ann. 38, 115 (1891). Vgl. 
Hulburt, Am. M. S. Bull. 1, 197 (1892), Amer. Journ. of M. 
14, 246 (1892); Ragsdale, ebenda 28, 376 (1906). 

Einen wichtigen Beitrag zu den Untersuchungen iiber die 
allgemeinen Realititsverhiltnisse bei algebraischen Kurven hat 
F. Klein geliefert, erstlich durch Hinfiihrung einer neuen Art 
Riemannscher Flichen, sodann durch die Weiterfiihrung der all- 
gemeinen Riemannschen Theorie, insbesondere des Riemann- 
schen Hxistenztheorems der algebraischen Funktionen und der 
Kigenschaften der Abelschen Integrale. 

Sieht man die gegebene Kurve f als Klassenkurve an, so 
kann man jeder ihrer Tangenten einen reellen Punkt entsprechen 
lassen, nimlich, wenn die Tangente reell ist, ihren Beritihrungs- 
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punkt, wenn sie imaginir ist, ihren einzigen reellen Punkt. Die 
oo” reellen Punkte, die man so erhilt, bilden eine geschlossene 
Fliiche F’, welche die verschiedenen Gebiete der Ebene mit so 
viel Blaittern tiberdeckt, als imaginiire Tangenten von f durch 
irgendeinen Punkt des in Rede stehenden Gebietes gehen. Langs 
jedes reellen Zuges der Kurve hingen zwei Blatter der Fliche 
zusammen. 

Ist f reell, vom Geschlecht p, mit w’ reellen Wendetangenten 
und ¢ isolierten Doppeltangenten, so ist der ,,Zusammenhang“ 
von F' gleich 2p + w+ 2t”. Die Kurve f und die zugehirige 
Flaiche F' heiBen orthosymmetrisch oder diasymmetrisch, je nach- 
dem /’, lings aller Kurvenziige von f aufgeschnitten, zerfallt oder 
nicht. Vgl. Klein, Math. Ann. 7, 558 (1874), 9, 476 (1876), 
10, 365, 398 (1876), 11, 293 (1877); ferner Riemannsche 
Fldchen 1, 208 ff. 

Spiter hat Klein die symmetrischen Riemannschen Fldchen 
betrachtet, die eine konforme Abbildung auf sich selbst mit Um- 
legung der Winkel und der Periode 2 zulassen, indem er zeigte, 
daB den reellen algebraischen Kurven symmetrische Riemannsche 
Flichen zugehdren, und umgekehrt unter den unendlich vielen 
algebraischen Kurven, die einer solchen Flache korrespondieren, 
sich immer reelle befinden. Die Symmetrielinien der Fliche, deren 
Punkte bei der erwihnten symmetrischen Abbildung ungeindert 
bleiben, entsprechen den reellen Ziigen der reellen Kurve. Daraus 
folgt die Scheidung der symmetrischen Flichen und der zuge- 


3 4 : 
hérigen reellen Kurven in [pet Arten: es gibt p-+ 1 Arten 


: 2 
diasymmetrischer und k ag 


mit bzw. 0,1,...,9 undp +1, p—1, p — 3,... Symmetrie- 
linien. Vgl. Klein, Uber Riemanns Theorie der algebraischen 
Funktionen und ihrer Integrale, 1882, 8S. 64ff, Riemannsche 
Fliichen I, 227, Il, 117; Math. Ann. 19, 159 (1882), 42, 1 (1893); 
s. auch Weichold, Ztschr. f. M. 28, 321 (1883). 
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Kapitel XIV. 


Die Geometrie auf einer ebenen algebraischen Kurve. 


Von L. Berzolart in Pavia. 


§ 1. Der Noethersche Fundamentalsatz. 


Die Geometrie auf einer algebraischen Kurve hat zum Gegen- 
stand die Higenschaften dcr Kurve, die bei einer birationalen 
Transformation ungeindert bleiben (vgl. Kap. XIII, § 11 und 
Kap. XV, § 1). Sie ist auf transzendentem Wege durch Riemann, 
Abelsche Funktionen, 1857, und Clebsch-Gordan, 1866, be- 
griindet und auf algebraisch-geometrischem Wege von Brill- 
Noether, 1874, auf algebraisch-arithmetischem Wege von Kro- 
necker und Dedekind-Weber (J. f. Math. 92) 1882, auf rein 
geometrischem Wege (mit Hilfe der Uberriume) von Segre, 
Castelnuovo und anderen italienischen Mathematikern weiter 
entwickelt worden. 

Neuere Darstellungen der funktionentheoretischen Methoden 
geben: Klein-Fricke, Theorie der elliptischen Modulfunktionen I, 
1890; Klein, Riemannsche Fldchen; Picard, Traité; der alge- 
braisch - geometrischen Methoden: Bertini, Geom. serie lin.; 
H. Stahl, Zheorie der Abelschen Funktionen, 1896 (Abschn. 2 
und 4); Picard-Simart (Chap. 1, 2); der geometrischen Me- 
thoden: Segre, Introduzione; der algebraisch - arithmetischen: 
Hensel-Landsberg; der ersten drei Methoden: Severi, Lezioni. 

Wir werden uns insbesondere an die Methode von Brill 
und Noether halten, die sich auf dem Noetherschen Funda- 
mentalsatze aufbaut. Dieser driickt die notwendigen und _ hin- 
reichenden Bedingungen dafiir aus, da8, wenn zwei Kurven 
f(, y) = 0, p(x, y) = 0 ohne gemeinsame Stiicke gegeben sind, 
die linke Seite der Gleichung F(x, y) = O einer dritten Kurve 
sich in die Form F = Af + Bo bringen la8t, wobei A, B zwei 
ganze Polynome von x,y bedeuten. Die Bedingung ist die, da8 
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fiir jeden gemeinsamen Punkt (a9, yy) der beiden ersten Kurven 
sich zwei Reihenentwicklungen A’, B’ nach ganzen, positiven, 
steigenden Potenzen vwn & — %, Y — Yo finden lassen derart, dap 
bis auf Glieder von geniigend hoher Dimension identisch 
F=A'f+ Bo 

wird. Vgl. Noether, Math. Ann. 2, 314 (1870), 6, 351 (1878), 
30, 410 (1887), 40, 140 (1892); auBerdem Halphen, Bul. 
Soc. M. 5, 160 (1877); VoB, Math. Ann. 27, 527 (1886); 
Stickelberger, ebenda 30, 401 (1887); Brill, ebenda 39, 129 
fis91)! ua. m, (8s. u.°S' 9). 

Bertini, Math. Ann. 34, 447 (1889) (vel. Noether, 
ebenda 8. 450) hat bemerkt, daB fiir eimen Punkt, den f =0 
r-fach, p =O s-fach enthdlt und der w(=r-s) ihrer Schnitt- 
punkte absorbiert, die Ubereinstimmung bis auf die Glieder der 
Dimension « —rs-+r-+s— 2 inklusive geniigt, und er hat in 
Lomb. Ist. Rend. (2) 24, 1095 (1891) eine systematische algebra- 
ische Darstellung des Gegenstandes gegeben. 

Besonders wichtig fiir die Brill-Noethersche Theorie der 
linearen Scharen ist der ,,einfache Fall‘, wo die Kurven f, » in 
ihren gemeinsamen Punkten keine gemeinsame Tangente besitzen. 
Dann ist, damit eine dritte Kurve eine Gleichung von der Form 
Af+ Bo = 0 hat, hinreichend, daB sie in jedem Punkte, durch 
den f r-mal, m s-mal geht, die Multiplizitat r + s— 1 besitzt; die 
Kurven A = 0, B = 0 lassen sich so wdhlen, dap sie in einem 
solchen Punkte mindestens die Multiplizitéten s — 1,7 — 1 haben. 
Fiir diesen Fall findet man einen einfachen algebraischen Beweis 
bei VoB, Math. Ann. 247, 532 (1886), einen geometrischen bei 
Ch. A. Scott, ebenda 52, 593 (1899), einen anderen bei Severi, 
Leziont, p. 148, wiederholt Padova Atti e Mem. 24, 137 (1908). 
Hier ist auch bemerkt, daB sich in das derart spezialisierte 
Theorem jeder Fall einschlieBen 1a8t, wenn man nur unendlich 
benachbarte vielfache Punkte mit in Betracht zieht. 


§ 2. Die linearen Scharen von Punktgruppen. 


Es sei f eine ebene irreduzible algebraische Kurve, und 
man betrachte die Punktgruppen, die aus ihr durch die Kurven 
eines linearen Systems ausgeschnitten werden. Diese Schnitt- 
punkte kénnen alle verinderlich sein; im anderen Falle kénnen 
irgendwelche oder alle festen Schnittpunkte als zu den Punkt- 
gruppen gehdérig betrachtet werden. Die Gesamtheit der Punkt- 
gruppen, die man so erhalt, bezeichnet man als eine lincare Schar 

20* 
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der Ordnung n, wenn n die Anzahl der Punkte einer allgemeinen 
Gruppe ist, und von der Dimension r, wenn oo” Punktgruppen 
in der Schar enthalten sind. Man bezeichnet eine solche Schar 
mit 9,” 

Besteht das gegebene Kurvensystem aus 00” Kurven, unter 
denen oo” die Kurve f als Teil enthalten, so ist die Dimension 
y = R—h —1. Indessen kann man immer g,” durch ein lineares 
System von oo” Kurven aus f ausschneiden, das in dem gegebenen 
System enthalten ist und von dem eine und nur eine Kurve durch 
jede einzelne Punktgruppe der Schar geht. 

Ist f nicht rational, so ist r <n. 

Nimmt man bei allen Gruppen einer g,” n’ feste Punkte 
hinweg oder fiigt sie hinzu, so entsteht eine g/, +n’. 

Ein Punkt A von f heiBt vielfach fiir eine lineare Schar, 
wenn in ihm auf demselben Zweig von f mehrere Punkte einer 
beweglichen Punktgruppe der Schar zusammenfallen. 

Hine birationale Transformation von f fiihrt eine g,” in eine 
andere g,” und einen v-fachen Punkt der ersten Schar in einen 
v-fachen Punkt der zweiten Schar iiber. 

Es gehoren r allgemeine Punkte von f zu einer einzigen Gruppe 
von g,”. Allgemeiner bilden die Punktgruppen einer g,”, die kK(<r) 
Punkte von f enthalten, eine lineare Schar, die im allgemeinen 
von der Dimension 7 — k ist. 

Nennt man Jnvolution von der Ordnung n und Dimension r 
ein algebraisches System von oo” Gruppen mit je 2 Punkten von 
der Art, daB 7 allgemeine Punkte von f zu einer und nur einer 
Gruppe des Systems gehéren, so ist fiir r > 41 jede solche In- 
volution eine rationale, d. h. eine g,”; fiir r=1 gibt es aber 
auch anders geartete (irrationale) Involutionen (vgl. Kap. XV, § 5). 

Ist eine gy,” (r >1) so beschaffen, daB8 diejenigen ihrer 
Gruppen, die einen bestimmten Punkt enthalten, auch notwendig 
noch andere Punkte gemein haben, so existiert auf f eine ein- 
dimensionale Involution (die rational sein kann oder nicht), derart 
da jede Gruppe von g,” aus einer gewissen Anzahl von Gruppen 
dieser Involution besteht. Dann heiBt g,” mit dieser Involution 
zusammengesctet. 

Mit Ausnahme dieses Falles kénnen nicht die Gruppen einer 
g,, die irgend s beweglichen Punkte enthalten (4 <s<r), auch 
notwendigerweise noch andere Punkte gemein haben. 8S. Bertini, 
Torino Atti 26, 118 (1890) und Geom. ser. lin., n. 29, 34. 

Die g,' kénnen als rationale einstufige Involutionen charak- 
terisiert werden, d. h. als solche, deren Gruppen in birationale 
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Beziehung zu einem Parameter 4 gebracht werden kinnen. Da- 
raus ergibt sich, daB, wenn a, y die Koordinaten eines Punktes 
der Gruppe sind, 


p(x, y) — A(x, y) =O oder Pee eee) 


ap (a, Y) 


wird, wobei y, ~ ganze Funktionen bedeuten. Die Funktionen, 
die wie 4 rationale Funktionen von den Koordinaten der Kurven- 
punkte sind, nennt man nach WeierstraB rationale Funktionen 
der Kurve f. In jedem Punkte von f nimmt eine solche Funktion 
einen eindeutig bestimmten Wert an, den man entweder direkt 
erhilt, indem man die Koordinaten des Punktes einsetzt, oder als 
Grenzwert, wenn dieses Hinsetzen sowohl » wie w zum Ver- 
schwinden bringt. 

Eine Gruppe in einer g,’ wird also von den Punkten ge- 
bildet, in denen eine gegebene rationale Funktion von f denselben 
Wert annimmt, wenn man eventuelle Fixpunkte der Schar aus- 
schlieBt, fir die Zahler und Nenner der rationalen Funktion gleich- 
zeitig verschwinden. Die Gruppen der Involution sind auf f, wie 
man sagt, Gruppen gleichen Niveaus fiir eine rationale Funktion 
von f. 

Die Ordnung » der Schar (Grad der rationalen Funktion 
nach WeierstraS, Wertigkeit nach Klein) ist gleichzeitig die 
Zahl der Nullstellen und die der Pole der rationalen Funktion. 

Wahrend eine rationale Funktion 4 von f eine g,’ festlegt, 
wird durch diese umgekehrt 4 nur bis auf eine lineare Substi- 
tution bestimmt, und es kénnen deshalb zwei willkiirliche Gruppen 
der g,’ als die Gruppen, fiir die 4 null und unendlich werden 
soll, ausgewahlt werden. 

Durch die Multiplizitaten v einer g,’ auf f lift sich das 
Geschlecht » der Kurve in neuer Weise ausdriicken, und so wird 
seine Invarianz fiir die birationalen Transformationen der Kurve 
augenscheinlich gemacht. Man hat nimlich 


(vy —1)— 2n=2p— 2. 


Vgl. Segre, Introd., § 8; Bertini, Introd., p. 397. 

Hine Kurve vom Geschlecht p > 1, auf der eine g,' existiert, 
heiBt hyperelliptisch. Dazu gehdren u. a. alle Kurven vom Ge- 
schlecht p = 2. Elliptisch heiBt jede Kurve vom Geschlecht p= 1. 
Hine Kurve, die eine g,', aber keine g_, enthalt, heiBt »-gonal. 

Auch eine g,” fiir r > 1 léBt sich ansehen als Gesamtheit 
der Punktgruppen konstanten Niveaus fiir eine rationale Funktion 
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von f. Diese mu8 aber hier r — 1 willkiirliche Parameter linear 
enthalten. Man kann namlich zunachst die g,” durch eine Glei- 
chung ; 


Po (a y) + A, (@, UA eee a 1,.Dp (Hs y) =0 


geben. Dann aber lassen sich ihre einzelnen Gruppen auch durch 
bestimmte Werte — /, der folgenden Funktion festlegen: 


BAB igs ge ge aS Noy eee 2 oe 
vas Lies ne P 


r 


§ 3. Der Restsatz. Voll- und Teilscharen. Operationen mit 
linearen Scharen. 


Zwei Punktgruppen auf f heiBen zueinander residual oder 
die eine der Rest (das Residwwm) der anderen, wenn sie zu- 
sammen den vollstiindigen Schnitt von f mit einer adjungierten 
Kurve (s. vor. Kap. § 11), abgesehen von den in die mehrfachen 
Punkte fallenden Schnittpunkten, bilden. Zwei Gruppen, die zu 
einer dritten residual sind, heiBen korresidual (Brill-Noether) 
oder dquivalent (Dedekind-Weber). 

Wie Brill und Noether gezeigt haben, ergibt sich als eine 
wichtige Folgerung aus dem Noetherschen Fundamentalsatz 
(§ 1) in Verbindung mit den adjungierten Kurven der sogenannte 
Restsaté : 

Wenn zwei Gruppen G,, G,, von u, uw Punkten auf f Reste 
emer Gruppe G, sind und iiberdies G, Rest einer anderen Gruppe 
G, ist, so ist auch G, Resi von G,. Mit anderen Worten: der 
Begriff der korresidualen Gruppen ist unabhiingig von der ge- 
meinsamen Restgruppe. 

Im besonderen ist eine Punktgruppe, wenn sie Rest einer 
Gruppe aus emer linearen Schar ist, auch Rest von jeder anderen 
Gruppe der Schar, so da die Schar nichts anderes ist als eine 
Schar von korresidualen Punktgruppen, und das Wort korresidual 
oder dquiwalent sich direkt zur Bezeichnung von Gruppen der- 
selben linearen Schar verwenden laBt. 

Eine g,” hei®t eine Vollschar, wenn keine lineare Schar von 
der Ordnung ” und von einer Dimension > r existiert, die sie 
enthilt, im entgegengesetzten Falle eine Teilschar. 

Alle adjungierten Kurven einer gegebenen Ordnung oder alle, 
die noch durch gewisse feste einfache Punkte von f hindurchgehen, 
schneiden f auper in diesen und den mehrfachen Punkten im einer 
Volischar, und umgekehrt lat sich jede Vollschar auf solche Weise 
gewinnen. 
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Es folgt daraus, daB es eine einzige Vollschar von der Ord- 
nung n gibt, die eme gegebene Gruppe von n Punkten (oder eine ge- 
gebene lineare Schar der Ordnung n) enthdlt. Um sie zu finden, ge- 
ntigt es, durch die gegebene Gruppe G (oder eine Gruppe G der 
gegebenen Schar) eine adjungierte Kurve zu legen, diese schneidet 
f auBer in G und den mehrfachen Punkten in einer Punkt- 
gruppe G’. Dann schneiden die die durch G’ hindurchgehenden 
adjungierten Kurven, welche dieselbe Ordnung haben wie die be- 
reits verwendete, die gesuchte Vollschar aus. 

Allgemeiner: Zwei lineare Scharen derselben Ordnung, die 
eme Punkigruppe gemein haben, sind in einer und derselben, auf 
diese Weise vollkommen bestimmten Vollschar von der gleichen Ord- 
nung enthalten. 

Ist g,,° die Vollschar, in der eine gegebene gy,” enthalten ist, 
so heiBt die Differenz s— xr (0) Defekt (deficienza, défaut) 
von g,’. 

Alle Gruppen von N=xn-+™m' Punkten, die durch Ver- 
einigung von je zwei Punktgruppen aus zwei Scharen g,” und 
Os entstehen, sind in einer Vollschar g¥* enthalten, welche die 


Summe der beiden gegebenen Scharen hei®t, und man schreibt 
Ce Ihe 


Die Erweiterung auf die Summe von mehr als zwei Scharen und 
ganzzahlige Vielfache einer Schar liegt auf der Hand. 

Die Differenz zweier Vollscharen g*, 9,” 1aBt sich nur bilden, 
wenn eine und damit alle Gruppen von g,” in einer Gruppe von 
oe enthalten sind. Dann existiert eine dritte vollkommen 
bestimmte Vollschar g” (n’ = N—n), devart dab y,” +97 =gf 
wird. Diese heift die Differenz von g# und g,”; g,’ und g”, heiBen 
Residuen voneinander in bezug auf g”. Vgl. Bertini, Geom. ser. 
lin., § 2, 3; Segre, Introd., § 14; Severi, Lezioni, p. 90. 

Alle diese Begriffe sind wie die der Voll- und Teilscharen 
fiir alle birationalen Transformationen der Kurve invariant. 

In anderer fruchtbarer Weise hat Castelnuovo (Rendic. 
Cire. M. 7, 89 (1893)) den Begriff der Summe zweier linearen 
Scharen festgelegt und davon z. B. fiir die Bestimmung des (auch 
wirklich erreichbaren) Maximalgeschlechtes einer Kurve, die eine 
nicht zusammengesetzte g,” enthilt, Gebrauch gemacht. Diese 


Zahl wird: 
en sy (ra 1), 
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unter y die gréBte ganze Zahl < ome verstanden. Vgl. noch 


Castelnuovo, Torino Atti 24, 346 (1889); Bertini, ebenda 
26, 118 (1890); 8. Kantor, Acta Math. 25, 113 (1900). 


§ 4. Speziale und nicht-speziale Scharen. 


1. Speziale und nicht-speziale Scharen. Ist f irreduzibel, von 
der Ordnung m und dem Geschlecht p, so sind die Bedingungen, 
die durch die mehrfachen Punkte von f den adjungierten Kurven 
einer gegebenen Ordnung 1 >m— 3 auferlegt werden, unab- 
hingig voneinander. Ist = m— 3+ a (w > 0), so ist die von 
den adjungierten Kurven auf f ausgeschnittene Vollschar eine 
ieee ays derartige adjungierte Kurven existieren also ftir m > 2 
immer. 

Die adjungierten Kurven der Ordnung m— 3 heiBen die 
o-Kurven und existieren nur fiir p > 1. Eine lineare Schar von 
Punktgruppen heiBt spezial oder nicht-spezial, je nachdem sie sich 
durch ein lineares System von y-Kurven erhalten lift oder nicht. 
Thr Spezialitdtsindex hei®t die Zahl der linear unabhangigen 
g-Kurven, die durch ihre Punktgruppen hindurchgehen. 

Das System aller g-Kurven schneidet f in einer Vollschar 
ae , welche die einzig existierende dieser Ordnung und Dimension 
ist und die kanonische Schar von f heiBt. Sie enthalt keine festen 
Punkte und ist nicht zusammengesetzt, vorausgesetzt daB f nicht 
hyperelliptisch ist. 

Die spezialen Scharen sind somit die kanonische Schar und 
die in ihr enthaltenen Scharen. Fiir diese wird r<p— 1, 
W< 2p — 2. 

Diese Higenschaften sind eine Folge nachstehender Satze: 

Reduktionssatz. Damit die durch eine gegebene Gruppe 
von n+ 1 Punkten bestimmte Vollschar (n + 1)* Ordnung in 
eimem von diesen Punkten, P, einen festen Punkt besitzet, ist not- 
wendig und hinreichend, dap sich durch die tibrigen n Punkte eine 
y-Kurve legen lapt, die nicht durch P geht (Noether, J. f. Math. 
97, 224 (1884); Math. Ann. 37, 424 (1890)). 

Spezialgruppensatz. Fiir eme speziale Vollschar g,” ist 
r>n—p und fiir eine nicht speziale r= n — p; umgekehrt ist 
eine Voll- oder Teilschar g,,, fiir die r > n — p, eine speziale. 

Riemann-Rochscher Satz. Wenn eine Volischar von der 
Ordnung n auf emer irreduzibeln Kurve vom Geschlecht p den 
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Spezialitdtsindex i(=>0) hat, so wird ihre Dimension r durch die 
Gleichung bestimmt: 


r=n—pt+t. 


Roch (J. f. Math. 64, 372 (1865)) hat diesen von Rie- 
mann fir den Fall 1 = 0 gefundenen Satz allgemein ausgesprochen. 
Das Theorem hat bei ihm die analytische Form: Die rationalen 
Funktionen einer Kurve vom Geschlecht p, deren einfache Pole 
unter den n Punkten emer gegebenen Gruppe enthalten sind, hingen 
linear und homogen von n — p + 2+ 1 Konstanten ab, wenn durch 
— die Punktgruppe i linear unabhingige p-Kurven gehen. 

Eine andere Form desselben Satzes, die man Brill und 
Noether verdankt, ist der 

Reziprozitdtssatz. Jede speziale Vollschar g,” hat als 
Residualschar beziiglich der kanonischen Schar eine andere speziale 
Volischar g”,, wobei 


n+ n= 2p—2, nn =2Ar—#’), 


Zu allen vorstehenden Satzen vergleiche man die abgektirzt zitierten 
Schriften von Bertini, Segre und Severi. 

Die Sitze selbst zeigen fiir eine irreduzible f die geometrische 
Bedeutung von p als die Zahl der linear unabhdngigen Kurven g, 
ferner die Invariane von » und der spezialen Scharen bei allen 
birationalen Transformationen von f, indem eme solche Transforma- 
tion eimer linearen Transformation der gm dquivalent ist (In- 
varianzesatz). 

AuBerdem ist das reine adjungierte System von f, da. hb. (fiir 
p> 1) das lineare System der Kurven ¢, von etwaigen festen 
Bestandteilen befreit, invariant bei allen birationalen Transforma- 
tionen der Ebene. Dieser Satz stammt von Noether, Math. Ann. 
23, 311 (1884), Anwendungen von ihm machten S. Kantor w.a., 
insbesondere Castelnuovo, Torino Mem. (2) 42, 3 (1891), auf 
die linearen Kurvensysteme (§ 13). 

Das reine adjungierte System schneidet auf f die kanonische 
Schar aus. Wenn es reduzibel ist, ist f hyperelliptisch, aber nicht 
umgekehrt. 

2. Anwendungen. Definition von p nach Weierstrap ; Liicken- 
satz. Unter den zahlreichen Anwendungen der Satze der vorigen 
Nummer wollen wir das folgende Theorem hervorheben: 

Damit eine irreduzible ebene Kurve m'** Ordnung die Projek- 
tion emer Raumkurve gleicher Ordnung aus einem Raumpunkte auf 
die Ebene wird, ist fiir m > p + 2 keine Bedingung zu erfiillen, 
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wihrend fiir m<p + 2 es hinreicht, wenn von den durch die mehr- 
fachen Punkte den adjungierten Kurven der Ordnung m — 4 auf- 
erlegten Bedingungen eine eine Folge der iibrigen ist. 

Dieses Theorem fanden gleichzeitig H. Valentiner, Acta 
Math. 2,170 (1882); Halphen, J. éc. polyt. 52, 26 (1882); 
Noether, Berl. Abh. 1882, 8.23. Vgl. auch Kiipper, Math. 
Ann. 31, 291 (1888); Segre, Introd. n. 85; Bertini, Torino 
Atti 26, 118 (1890). 

Hine andere Folgerung ist das nach Clifford (Phil. Zrans. 
169, 681 (1878), Papers, p. 331) benannte Theorem: Fiir jede 
speziale g” ist n > 2r, und das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die 
kanonische Schar oder wenn die Kurve hyperelliptisch ist. Vgl. auch 
die Schriften von Bertini, Segre, Severi. 

Den folgenden Satz hat WeierstraB (Werke IV, 69) in 
analytischer Form zur Definition des Geschlechtes benutzt: 

Die geringste Zahl von Punkten, die sich in allgememer Lage 
zur Bestimmung einer Gruppe aus einer linearen Schar der 
Dimension 1 annehmen lassen, ist p+ 1. Vgl. Ed. Weyr, 
Prag. Abh. (6) 6 (1874), Wien. Ber. 69, 399 (1874); Halphen, 
Hiude, p.632; Picard, Traité, p.473, 503; Severi, Lezioni, p.177. 

Eine andere Definition von p, die wie die vorhergehende die 
Invarianz von p fiir birationale Transformationen sofort erkennen 
148t und ebenfalls an die Ordnungen der rationalen Funktionen 
von f ankntipft, erhalt man aus dem sog. Weierstrafschen Liicken- 
satz (Werke IV, Kap. 9), dem Noether, J. f. Math. 97, 224 
(1884), folgende erweiterte Form gegeben hat: Auf f betrachte 
man irgend » Punkte P,, P,,..., P,, indem man 7 so groB wihlt, 
daf durch diese Punkte keine »-Kurve geht. Bezeichnet man 
dann mit G, die Gruppe der Punkte P,, P,,..., P, @=1,2,...,2), 
so entsprechen diejenigen unter diesen Gruppen G,, die zusammen 
mit festen Punkten Volischaren bestimmen, gewissen p Werten von i. 
Der eigentliche Liickensatz geht hieraus hervor, wenn man die 
n Punkte in einen Punkt zusammenfallen lat. In analytischer 
Form lautet er: 

Unter den rationalen Funktionen von f, deren i Pole in einen 
emeigen Pol von der Ordnung i zusammenfallen, fehlen nur die- 
jenrgen, die zu gewissen p Werten von i gehiren. 

Ist P ein allgemeiner Punkt der Kurve f, so wird die Reihen- 
folge der fehlenden Ordnungen durch die Zahlen 1, 2,...,p ge- 
bildet. Hine Abweichung hiervon tritt nur ein, wenn P einer der 
(stets in endlicher Zahl vorhandenen) WeierstraBschen Punkte 
ist, welche die p-fachen Punkte der kanonischen Schar bilden (vel. 
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§ 10). Fiir ein allgemeines P s. Noether, J. f. Math. 92,301 (1882). 
Fiir alles Vorstehende vgl. die Schriften von Segre und Severi. 
3. Bemerkungen iiber die rein invariante Theorie. Die kano- 
nische Schar lat sich, nach F. Enriques, Torino Att 37, 19 
(1901) (vgl. Severi, Lezioni), auch in der folgenden, auf den 
Operieren mit fpedred Scharen (§ 3) beruhenden Weiss erhalten: 

Wir nennen Jacobische Gruppe einer g’ die Gruppe ihrer 
Doppelpunkte. Zunichst ergibt sich dann, daB die Jacobischen 
Gruppen der verschiedenen g einer g° einer und derselben Vollschar 
von der Ordnung 2n + 2 — 2 angehiren, welche die Jacobi- 
sche Schar von g’ heiBt. Weiter ist die Jacobische Schar der 
Summe zweier Volischaren dieSumme von der JacobischenSchar einer 
der beiden gegebenen Scharen und dem Doppelten der anderen, wo- 
raus man ableiten kann, daB die Differenz zwischen der Jacobi- 
schen Schar einer auf der Kurve belicbig gegebenen 9, und dem 
Doppelten von g} unabhiingig von der g* ist und eben mit der 
kanonischen Schar zusammenfallt. 


§ 5. Erweiterungen und spezielle Falle. 


1. Die Sonderfalle der rationalen, elliptischen, hyperelliptischen 
und i-gonalen Kurven. Fiir p = 0 existieren keine adjungierten 
g-Kurven, fiir p = 1 existiert (wenn die Ordnung der Kurve > 3) 
eine einzige solche Kurve. Die Vollscharen ftir p= 0 sind die g’”, 
d. h. sie bestehen aus allen méglichen Gruppen von n Punkten; 
fiir p = 1 sind es die g”—1 

Fir p = 0, wenn die Punkte der Kurve in eindeutiger Weise 
den Werten eines Parameters 4 entsprechen (§ 11), erhalt man 
eine Gruppe von » Punkten der Kurve aus den Werten von i, die 
einer Gleichung »" Grades geniigen. Es wird deshalb eine 9, 
gegeben durch die Wurzeln einer Gleichung: 


Oy f(1) + agf(2) +-°° + Osh 414) = 0, 


in der die a veriinderliche Parameter und die f ganze Funktionen 
n* Ordnung bezeichnen. Die g; sind die Involutionen der Ord- 
nung ” und Stufe 7, die auf ce Kurve liegen. Vgl. u. § 11. 
Wenn eine Kurve zwei g3 enthalt, ist p= 0 oder p= 1, 
je nachdem die beiden Scharen ein Punkispaar es fuses oder 
nicht. Ist p = 0, so existieren auf der Kurve co?” solche On von 
denen irgend zwei ein Paar gemein haben und irgend eine durch 
zwei Paare eindeutig bestimmt ist. Ist p = 1, so existieren aut 
der Kurve 001 g}, yon denen keine zwei ein Paar gemein haben 
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und jede durch ein Paar bestimmt ist. In beiden Fallen enthalt 
die Kurve keine spezialen Scharen. 

Die hyperelliptischen Kurven sind durch die Existenz einer 
g; Qefiniert; jede speziale, von festen Punkten freie g, ist dann 
mit dieser g, zusammengesetzt. Ist die g, eine Vollschar, so hat 
man noch n = 2r. AuBerdem ist die einzige nicht speziale, zu- 
sammengesetzte Vollschar von einer Dimension >1 eine mit der 
g; musammengesetzte Isp . Umgekehrt ist jede Kurve, die eine 


zusammengesetzte gz, (” > 1) enthalt, hyperelliptisch, elliptisch 
(p = 1) oder rational (p = 0). 

Ist die Kurve hyperelliptisch und von der Ordnnng m, so ist 
die Einhiillende der die Punktepaare ihrer g} verbindenden Ge- 
raden eine rationale Kurve von der Klasse m — p — 1. 

Fir das Vorstehende vergleiche Bertini, Geom. ser. lin.; hier 
(n. 43 ff.) finden sich auch Satze iiber solche Kurven vom Ge- 
schlecht p, die eine von festen Punkten freie g? enthalten, wobei 
i <p, insbesondere iiber die i-gonalen Kurven. Fiir die Literatur 
betr. diese letzteren s. Amodeo, Congrés math. Paris 1902, p. 313 
oder Period. di mat. (2) 3, 69 (1900). 

2. Erweiterungen der Theorie. Noether, Math. Ann. 15, 
507 (1879), hat untersucht, wie sich die Geometrie auf einer 
Kurve f gestaltet, wenn man ihre Schnitte mit nicht adjungierten 
Kurven in Betracht zieht, und die Modifikationen des Restsatzes 
sowie des Riemann-Rochschen Satzes fiir diesen Fall betrachtet. 

Er hat ferner, Acta math. 8, 161 (1886), den Fall einer redu- 
zibeln Kurve f behandelt; dann bleibt der Restsatz bestehen (vgl. 
dazu Math. Ann. 23, 311 (1884)); auch die Formel des Riemann- 
Rochschen Satzes 7” =p —n-+r—1 bleibt giiltig, nur bezeich- 
nen jetzt r, 7” die Mannigfaltigkeitsstufen der g-Kurven und nicht 
der von ihnen ausgeschnittenen Punktgruppen. Zerfillt f in 4 
irreduzible Kurven, so ist die Zahl der linear unabhingigen p-Kur- 
ven p+ 4—1, wie schon Christoffel (Ann. di Mat. (2), 10, 81 
(1880)) gefunden hat. Daraus resultiert, da man von der Kurven- 
gleichung ausgehend sowohl p wie p + 4 — 1 in rationaler Weise 
bestimmen kann (Kap. XIII, § 11, Nr. 1, 2), ein Kriterium fiir das 
Zerfallen von f und fiir die Anzahl seiner irreduzibeln Teile. 


§ 6. Das Problem der Spezialgruppen und ausgezeichneten 
Gruppen. 

Fir eine irreduzible Kurve f vom Geschlecht p mit allge- 

meinen Moduln (§ 8) haben Brill und Noether, vom Riemann- 

Rochschen Satze ausgehend, die spezialen g,”(m—r< p) behan- 
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delt, indem sie eine Gruppe G,, suchten, durch die 00” p-Kurven, 
fir r’ = r — (n — p + 1), hindurchgehen. Es ergibt sich die Be- 
dingung 

p=>(r+1)(7 +1) oder na eer, 
die fiir jedes 7 die kleinsten Werte von n, d.h. die Minimalscharen 
hefert. Setzt man dann 


t=(r+1)(n—r)—rp=p—(r +1)’ +1), 


so lassen sich yon der gesuchten G, 7 +7 Punkte willkiirlich geben, 
und die tibrigen sind durch diese auf eine endliche Anzahl « von 
Arten algebraisch bestimmt. Die Dimensionenzahl der spezialen 
(und auch der nicht-spezialen) g, betrigt somit +. Das Problem 
der Spezialgruppen besteht in der Bestimmung der Zahl e«. Fiir 
ry = 1 findet man 


Ee 


1 26 2 
a——(,"°,), wenn p=26, a oy), wenn p=26-+1, 


6 
Vel. Brill-Noether, 8.296; Brill, Math. Ann. 36, 321 (1890). 
Fir tr = 0 fand Castelnuovo, Rom. Acc. Linc. Rend. (4) 5?, 
130 (1889), den Wert 


LYON Sig Gallo AUTON cs 5 teva 
1! 2!...@+7r’+1)! 


Brill hat (a. a. 0.) auch ein allgemeineres Problem behandelt, 
indem er f mit einem linearen System von beliebigen Kurven w 
zum Schnitt brachte und auf f die ausgezeichneten Punktgruppen 
yon & Punkten bestimmte, die den w weniger als k unabhingige 
Bedingungen auferlegen. Vegl. ebenfalls fiir die Lisung anderer 
abzihlenden Aufgaben, welche die linearen Scharen betreffen (s. auch 
$10, und Kap. XV, § 5), Castelnuovo, Rend. Circ. M. 3, 27 
(1888); Zeuthen, Math. Ann. 40, 118 (1892); Tanturri, Ann. 
di mat. (3) 4, 67 (1900), Torino Atti 39, 483 (1904); Severi, 
Torino Mem. (2) 50, 81 (1901); Giambelli, Zorino Mem. (2) 
59, 433 (1909). 


a => 


§ 7. Normalkurven. 


Die Minimalscharen (§ 6) kénnen dazu dienen, eine Kurve f 
mit allgemeinen Moduln (§ 8) in eine Normalkurve zu transfor- 
mieren (Brill-Noether $13). Furr —2 erhilt man die ebenen 
Normalkurven von der niedrigsten Ordnung, nimlich p — 7 + 2, 
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die 4(p—x+1)(»—x)—p Doppelpunkte haben. Hierbei ist 

aes 

Die Riemannsche Normalkurve erhalt man fiir 7 = 1. Sie 

p+2 
2 


2 : 3 
wenn p ungerade ist, eine c,, = is -fachen Punkten 


(die iibrigen singuliren Punkte sind Doppelpunkte). Die Clebsch- 
Gordansche Normalkurve ist eine ¢,,, mit $p(p— 3) Doppel- 
punkten. 

Fir r > 2 erhalt man die Normalkurven niedrigster Ord- 
nung in den linearen Riumen F, von s (>3) Dimensionen. Die 
kanonische Schar liefert, wenn f nicht hyperelliptisch ist, die 
Normalkurve von der Ordnung 2p — 2 des R,_,, die sog. Normal- 
kurve der oy, die in der Form 


ist, wenn p gerade ist, eine ¢,,, mit zwei -fachen Punkten, 


3 mit zwei 


Yy 2 Yt ++t Vy = P12 Pa i--+t Py 


dargestellt wird, wenn die y; homogene Punktkoordinaten im R,_,, 
gy, (“, y) = 0 die Gleichungen von p linear unabhiingigen p-Kurven 
sind und man sich x, y durch die Gleichung f(z, y) = 0 der Grund- 
kurve verkniipft denkt. Von linearen Transformationen abgesehen, 
gibt es nur eine einzige Normalkurve der g, ihre Projektion 
liefert alle anderen Normalkurven. 

Die Geometrie auf einer algebraischen Kurve vom Geschlecht 
p> 1, d.h. die Geometrie der birationalen Transformationen dieser 
Kurve, ist gleichbedeutend mit der projektiven Geometrie der 
Normalkurve der p (Invarianzsatz, § 4). 

Nur wenn die ebene Kurve hyperelliptisch ist, wird die 
Normalkurve der g eine mehrfach geziihlte Kurve, und zwar die 
doppelt gezéhlte rationale Normalkurve der Ordnung p—1 im R,,_;. 

Eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht p kann man bi- 
rational auf eime ¢ pte mit p- fachem Punkte beziehen (Brill- 
Noether, S. 287). Wie Cremona, Lomb. Ist. Rend. (2) 2, 566 
(1869), gezeigt hat, kann man diese Kurve so wihlen, da8 sie 
durch involutorische Kollineation (Homologie) in sich tibergeht. 
Der p-fache Punkt ist das Homologiezentrum, die in ihm be- 
riihrenden Tangenten haben keinen weiteren Punkt mit der Kurve 
gemein, die p+ 2 Tangenten, die weiterhin aus ihm an die Kurve 
gehen, beriihren auf der Homologieachse. 

Allgemeiner (dt sich eine Kurve vom Geschlecht p, die eine 
g(t p+ 2) enthalt, auf eine c .9 mit einem (p—i+ 2)-fachen 


§ 8. Die Moduln einer Klasse von algebraischen Kurven. 319 


Punkte reduzieren (Segre, Math. Ann. 80, 220 (1887); Bertini, 
Geom. ser. lin., n, 43). 

Aus den vorstehenden Normalkurven folgt unmittelbar, daB 
sich die Koordinaten der Punkte einer rationalen Kurve als 
rationale Funktionen eines Parameters A, die einer elliptischen oder 
hyperelliptischen Kurve als rationale Funktion von 4 und der 
Quadratwurzel aus einem Polynom (2p +1)" oder (2p + 2)” 
Grades von 2 darstellen lassen. Vgl. Clebsch-Gordan, S. 63; 
_ fiir p= 2 auch Clebsch, Math. Ann. 1, 170 (1869); S ohavaea 
J. de Math. (3) 6, 111 (1880), Abhdlyn. TI, 292. 

: Fir alles Vorstehende vgl. Clebsch- iemeishoeepene S. 685, 
709; Picard, Traité, p. 487; Bertini, Geom. ser. lin, n. 35 
und & 8; erro. Introd., § 16, LG; 


§ 8. Die Moduln einer Klasse von algebraischen Kurven. 


Eine Klasse (vor. Kap. § 11) von irreduzibeln algebraischen 
Kurven des Geschlechtes p (> 0) hingt von einer endlichen Anzahl 
unabhangiger und kontinuierlich verainderlicher Parameter ab, wenn 
man zwei birational ineinander transformierbare Kurven nicht 
als verschieden ansieht. Diese Parameter heiBen die Moduln der 
Klasse. 

Fiir p = 0 existieren keine Moduln, fiir p = 1 gibt es einen 
einzigen und fiir p > 1 ist die Zahl der Moduln 3p — 38. 

Den Begriff und die Zahl 3y — 3 der Moduln verdankt man 
Riemann (Abelsche Funktionen). 

Fiihrt man die Mannigfaltigkeitsstufe 9 der birationalen Trans- 
formationen einer Kurve der Klasse in sich selbst ein, die = 3,1,0 
ist, je nachdem p= 0,1, > 1 (Kap. XV, § 6), so kann man die 
drei Falle in eine Paes verelnigen, ae man sagt: Die Zahl 
der Moduln betrdgt ees 3+o. Vgl. F. Klein, ipen Riemanns 
Theorie der alg. Funkt. 1882, 8. 64, der weiter geschlossen hat, 
daB die Gesamtheit der Klassen von algebraischen Kurven des 
Geschlechtes p eine einzige zusammenhingende, (3p — 3 + o)-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit bildet. 8. auch Picard, Traité, 
p. 531. 

Fiir besondere Kurven kann die Anzahl] der Moduln natiir- 
lich < 3p — 8 sein. So ist sie fiir eine hyperelliptische Kurve 
2p—1, und die Moduln selbst sind die unabhingigen Doppel- 
verhaltnisse der 2p + 2 Wer weigungepiinkte (Paare zusammen- 
fallender Punkte) ihrer g;(Brill-Noether, § 14). 

Ist die Kurve elliptisch (py = 1), so sind fiir ihre unendlich 
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vielen g} die Quadrupel der Verzweigungspunkte projektiv und 
ihr gemeinsames Doppelverhiltnis ist der einzige Modul (vgl. § 12). 
Als besonderer Fall folgt, daB die Quadrupel der an eine c, aus 
einem ihrer Punkte gelegten Tangenten immer dasselbe Doppel- 
verhiltnis haben (Satz von Salmon, J. f. Math. 42, 274 (1851)). 


§ 9, Anwendungen des Abelschen Theorems. Schnitt- 
punktsatze. 


Als Cramer sches Paradoxon ist die Tatsache bekannt, daB 
eine c, nicht immer durch 4n(n + 3) Punkte bestimmt ist, da 
fiir n>2 diese Zahl nicht gréfer ist als die Zahl n? der Schnitt- 
punkte der c, mit einer anderen ¢,. Diese schon 1720 von Mac 
Laurin (Geom. organica, p. 137) gemachte Bemerkung wurde 
von Euler, Berlin Hist. 4, 219 (1748), und Cramer, Jntrod., 
p. 78, dahin aufgeklart, daB die mn” linearen Gleichungen, denen 
die Koeffizienten in der Gleichung einer ¢, gentigen miissen, da- 
mit diese durch die Schnittpunkte zweier anderen Kurven yon 
der gleichen Ordnung hindurchgeht, nicht alle voneinander un- 
abhingig sind. 

Lamé, Examen des différ. méth. etc. 1818 (Neudruck 
1903), p. 28, hat bemerkt, daB alle c,, die durch die Schnitt- 
punkte zweier Kurven von derselben Ordnung, p= 0, w =O, 
hindurchgehen, eine Gleichung von der Form » +i =O haben. 
Daraus folgerte Gergonne, Ann. de Math. 17, 220 (1827), daB, 
wenn p(p + q) von den Schnittpunkten zweier Geo auf emer Cy 
liegen, die tibrigen q(p + q) einer C, angehoren. 

Einen wesentlichen Fortschritt in den Schnittpunktsitzen 
machte Pliicker, indem er die eine c, als fest und die andere als 
verinderlich ansah (Ann. de Math. 19, 97 (1829), Abhdign. I, 76). 
Er erkannte so, daB alle Kurven, die durch 4n(m+3)—1 
ym aligememer Lage befindliche Punkte gehen, auBerdem noch 
dieselben 4(m —1)(m—2) Punkte gemein haben. 

Jacobi, J. f. Math. 15, 285 (1836), Werke II, 331, und 
Pliicker, J. f. Math. 16, 47 (1837), Abh. I, 323, haben auch 
Kurven von verschiedenen Ordnungen in Betracht gezogen und 
gezeigt, dab fiir m > mn von den Schnittpunkten einer c, mit einer 
Cn ¥(m—1)(n—2) durch die iibrigen bestimmt sind, wenn diese 
in allgemeiner Lage angenommen werden, wihrend fiir m <n 


mn — 4m(m- 8) 


durch die tibrigen bestimmt sind. Kinen allgemeineren Satz gab 
Cayley, Cambr. Math. J. 3, 211 (1843), Papers J, 25. 
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Man vgl. Cremona, Introd., n. 41—45; Salmon-Fiedler, 
8. 23; Clebsch-Lindemann, S. 425, 753. Viele andere Siitze 
finden sich bei H. Valentiner (Diss.), Acta Math. 2, 136 (1882). 

Clebsch, J. f. Math. 63, 189 (1864) hat gezeigt, daB alle 
diese Sttze nichts anderes sind als geometrische Folgerungen aus 
dem Abelschen Theorem und seiner Umkehrung (vgl. Clebsch- 
Gordan, 8. 34; Clebsch-Lindemann, 8. 818). Dieses Theorem 
driickt in transzendenter Form die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir aus, dap zwei Punktegruppen von fy dy, Yo) +++5 
Und y's Joy +++ In, Gquivalent sind (§ 3). Zu dem Zweck werden 
gebildet die Teteecale erster Gattung 


w,(4) 9 ga Y) Wa 


wenn g,(x,y) = 0 die Gleichung einer von p linear unabhingigen 
g-Kurven, f(x, y) = 0 die Gleichung der Grundkurve, q, ein fester 
fa Parsepanic, q ein variabler Endpunkt ist. Den Integrationsweg 
mu man sich auf der zu f gehérigen Riemannschen Fliiche 
denken. Die Gleichungen des Abelschen Theorems sagen dann 
aus, daB 


(G4) + (G9) +> ++ 5 Gq) = 0; (G4") + O;(G9) + + (Gy) 


@=1,2,...,p) 


wird bis auf ganze Vielfache der Periodizititsmoduln. 

Auf algebraischem Wege erhilt man in jedem Falle die ge- 
naue Bestimmung der Schnittpunktsitze auf Grund des Noether- 
schen Fundamentalsatzes und des Restsatzes. Z. B. kann man den 
Fundamentalsatz fiir einfache Schnittpunkte in geometrischer 
Form folgendermafen aussprechen: Wenn mp von den Schnitt- 
punkten emer c,, mit emer c, auf einer c, legen, so legen die 
tibrigen m(n — p ») auf einer C,_ _p: Dieser Satz gilt ausnahmslos 
und umfabt fiir m= den angeftihrten Satz von Gergonne, 
wihrend er fiir den Fali, daB c,, in m Gerade zerfallt, sich auf 
Bez von Poncelot (Saf "Math. 8, 387 (1832), Traité des 
propr. project, II, 211) reduziert. 

In Shnlicher Weise lautet der oben erwihnte Cayleysche 
Satz fiir den Fall einfacher Schnittpunkte: 

Wenn eine c, gezwungen ist, durch die Schnittpunkte sweer 
gegebenen Kurven CC 2, (p=>m, p> n) zu gehen, so werden hier- 
durch fir p>m+n—38 der Cy mn linear unabhdngige Bedin- 

Pascal, Repertorium. I. 2. Aufl. 21 
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gungen auferlegt; ist hingegen p<m + — 3, so sind von diesen 
Bedingungen 
«= 4(m+n—p—1)\(m+n—p—2) 

eime Folge der iibrigen. Genauer, eine c,, die durch mn — « der mn 
Schnittpunkte geht, geht auch durch die « iibrigen, mit Ausnahme des 
Falles, wo diese leteteren Schnittpunkte auf’ einer ¢,, 4 _— ree legen. 
Ist p= m+n — 8, so enthdlt jede ¢,, die durch mn — 1 Schnitt- 
punkte von c,, und c¢, gelegt ist, wie immer diese gewdhlt 
seien, auch stets den leteten Schnittpunkt. Dies ist demnach der 
einzige Fall, in dem der Cayleysche Satz ausnahmslos gilt. 

Vgl. Bacharach, Diss, Erlangen 1881, Math. Ann. 26, 275 
(1886); Noether, Acta Math. 8, 161 (1886); Cayley, Math. 
Ann. 30, 85 (1887), Papers XII, 500; Zeuthen, Math. Ann.31, 235 
(1888), auBerdem fiir die allgemeine Theorie der Schnittpunkte 
Macaulay, Lond. Math. Soc. Proc. 26, 495, 29, 673, 31, 15, 
381, 401, 32, 418 (1895—1900), Amer. WU. S. Trans. 5, 385 
(1904), Verh. d. 3. Math. Kongr., Heidelberg 1905, 8. 284, und 
Ch. A. Scott, Amer. M.S. Trans. 3, 216 (1902); Léffler, Diss. 
Tiibingen 1907, Math. Ann. 65, 400 (1908). 


§ 10. Bertihrungsaufgaben. 


Clebsch hat mit Hilfe des Abelschen Theorems, indem er 
die Schnittpunkte gruppenweise zusammenfallen lieB, die Be- 
riihrungskurven studiert, d. h. die Kurven, die durch feste Punkte 
der Grundkurve f hindurchgehen und mit ihr Beriihrungen der- 
selben Ordnung in allen iibrigen gemeinsamen Punkten haben, 
und die Systeme von solchen Kurven gleicher Ordnung, die aus 
einer gegebenen durch kontinuierliche Verinderung hervorgehen. 
Z. B. hat, wenn f, von der Ordnung ” und dem Geschlecht p, 
nur d@ Doppelpunkte und Spitzen besitzt, das Problem, durch 
mn —2d—pr Punkte von f eine adjungierte Kurve der Ordnung 
m >n—3 m legen, die in » Punkten f zur Ordnung r — 1 
bertihrt, im allgemeinen eine endliche Zahl von Lésungen, namlich 
r??, und es ergibt sich, daB wenn eine durch die festen Punkte 
gelegte adjungierte Kurve von der Ordnung m die Beriihrungs- 
punkte von r —1 solchen Kurven enthilt, sie auch die einer 7*™ 
Kurve enthalten muB. 

Besonders wichtig ist der Fall, wo mn — 2d durch r teil- 
bar ist; dann gibt es reine Beriihrungskurven, die, abgesehen von 
den mehrfachen Punkten von f, in jedem Punkte, wo sie f be- 
gegnen, mit f eine Bertihrung von gegebener Ordnung 4 haben. 
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Fiir 4 = 1 hat die Untersuchung dieser Kurven an den c, und ¢, 
Hesse ausgefiihrt, J. f. Math. 28, 68, 97 (1844), 36, 143 
(1848), 49, 243, 279 (1855), 55, 83 (1858), Abh., S. 89, 123, 
155, 319, 345, 469, an einer allgemeinen Kurve Clebsch (a. a. 0.), 
der gefunden hat, dag 2?—1(2? — 1) p-Kurven die Grundkurve f 
in p — 1 Punkten beriihren. 

Sowie diese Fragen fiir nicht adjungierte Kurven aufgeworfen 
werden, sind auch die Integrale dritter Gattung und das erweiterte 
Umkehrproblem der A belschen Integrale heranzuziehen. Vgl.Roch, 
J. f. Math. 66, 97 (1866); Clebsch-Gordan, 8. 130; Clebsch- 
Lindemann, 6. Abt.; H. Stahl, Abelsche Funktionen, 1896, 6. 
u. 7. Abschnitt. 

Dieselben Probleme hat Humbert, J. de Math. (4) 2, 239 
(1886), behandelt, indem er die von Poincaré und Klein ge- 
gebene Darstellung der Koordinaten x, y der Punkte von f als 
eindeutige (automorphe) Funktionen eines Parameters zum Aus- 
gangspunkt nahm, 

Algebraisch haben die nicht adjungierten Beritihrungskurven 
behandelt W. Weiss, Diss. Erlangen 1887, Wien. Ber. 99, 284 
(1890), 102, 1025 (1893), Monatsh. f. M. 7, 370 (1896), Prag. 
Deutsche Math. Ges. Mitt. 1892, 8.139; A. C. Dixon, Cambr. 
Phil. Soc. Proc. 12, 458 (1904). 

Die Theorie der Beriihrungskurven hat eine weitere Ver- 
tiefung erfahren durch Noether, Math. Ann. 17, 263 (1880), 
der auf Grund der gegentiber birationalen Transformationen in- 
varianten Darstellung der algebraischen Funktionen die Kurven 
untersucht hat, die durch das Verschwinden einer ganzen homo- 
genen Funktion der y dargestellt werden. Die Frage ist abhingig 
von der Bestimmung der Zahl der linear unabhingigen Relationen 
irgendeiner Ordnung w>1, die zwischen p linear unabhingigen 
@ bestehen. Noether fand fiir diese Zahl den Wert 


1G eG nel Pew eg GoNean ae ant) 


mit Ausnahme des hyperelliptischen Falles, wo sie 


f\ gee ig 
pp +1) Ere pet) at 
ist. Fir « = 2 war das Problem schon von Riemann behandelt 
worden (Werke, 2. A., 8. 487, und Nachirdige, 1902), darauf von 
H. Weber, Math. Ann. 18, 35 (1878); Kraus, ebenda 16, 


245 (1880). 
Dal 
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Die Galoissche Gruppe der algebraischen Gleichung, von 
welcher die Bestimmung der o-Beriihrungskurven abhingt, haben 
untersucht C. Jordan, Traité des substitutions, 1870, p. 229, 
305, 329; L.E. Dickson, Amer. MU. S. Trans. 3, 38, 377 (1902). 

Die Realititsfragen, welche die Beriihrungskurven einer re- 
ellen Kurve f betreffen, hat Klein behandelt, Riemannsche 
Fliichen Il, 8. 141; Math. Ann. 42 CLS 9s). Tstid dio Aneel 
der Pollen ZLiige ron f (Kap. XII, & 12), so ist die Zahl der re- 
ellen g-Beriihrungskurven fiir 10 gleich 0 oder 2?-1, je 
nachdem p gerade oder ungerade ist, dagegen 2?+4—® fiir aan 
diasymmetrischen Fall (wobei 4>0), 2?-1(24-1—1) fiir den 
orthosymmetrischen Fallen. Fir p=—3 ergeben die Kleinschen 
Resultate die Satze von Zeuthen, Math. Ann. 7, 410 (1874), tiber 
die Doppeltangenten einer ¢,. Vgl. noch Maillet, Toulouse Ann. 
(2) 6, 277(1905); L. BE. Dickson, Ann. of Math. (2) 6, 141 (1905). 

Das allgemeine Problem, die Anzahl der Kurven eines linearen 
Systems der Stufenzahl r zu bestimmen, die mit einer gegebenen 
Kurve Beriihrungen von irgendeiner gegebenen Ordnung haben, 
wurde von de separates Ge J. f. Math. 66, 289 (1866) g Sencha 
behandelt. Fiir diese Zahl gab Sayles Phil. Trans. 158, 75 
(1867), Papers VI, 191 alesis Ausdruck, dessen Richtigkeit 
algebraisch von Brill, Math. Ann. 6, 46 (1873), bewiesen wurde: 


Oy ot ae a 
Vy V5 DAO 


Pe oe ee ae cre) 
liegt... ce! 

+ (n—r—1)(n—r—2)...(n—r—k+1)ps, 

Awhaies base eee a emimnn Us 


cap tar ee ae ipa Ree. : 
+ p(p—1)...(~—k+1)s,}, 
wobei p das Geschlecht von f, m die Anzahl der beweglichen 
Schnittpunkte von f mit einer Kurve des Systems bedeutet, und 
wobei von den betrachteten Beriihrungen angenommen wird, 
daB a, unter ihnen y,-punktig @=1,2,...,0) sind, indem die Vv; 
alle verschieden, > 1 und als Lésungen der Gleichungen 


Dhey%=rtkh, Yo,—k (r+ kn) 
vorausgesetzt werden; s, bezeichnet die Summe aller Produkte von 
je 4 unter & Zahlen, von denen o, gleich v; — 1 @=1,2,...,9) sind. 

Brill hat an anderen algebraischen Arbeiten tiber die Theorie 
der Bertihrungskurven und der Spezialscharen geliefert: Gdtt. 
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Nachr. 1870, 8. 525, Math. Ann. 2, 473 (1870), 3, 459 (1871), 
4, 527 (1871), 36, 321 (1890). Andere besondere Probleme 
wurden algebraisch behandelt von Krey, Math. Ann. 10, 221 
(1876); Spottiswoode, C. R. 83, 627 (1876), Lond. M. S. Proc. 
8, 29 (1876); Lindemann, Bull. Soc. M. 10, 21 (1882). 

Die Jonquiéressche Formel kann man auch als die Lésung 
eines abzihlenden Problems iiber lineare Scharen betrachten, niim- 
lich des Problems, die Anzahl] der Punktgruppen einer g,”, die 
Punkte von gegebener Multiplizitit enthalten, zu bestimmen. Unter 
diesem Gesichtspunkt ist die Formel aufs neue bewiesen worden 
von R. Torelli, Rend. Circ. M. 21, 58 (1905). 

Insbesondere ist die Anzahl der (r+ 1)-fachen Punkte einer 
9, gleich (r +1)(m + rp —r), und ist ein Punkt i-fach fiir die 
oo” —* Punktgruppen, die ihn enthalten, i,-fach fiir oo”~? unter 
ihnen, ...,%,_».-fach fiir cot Gruppen, #,_,-fach fiir eine Gruppe, 
so zahlt er 

(i+ Pct a — Tt») mal 

in der Gruppe der (7 -+1)-fachen Punkte (Segre, Introd. § 11). 
Diese Formel liefert in allen Fallen die Zahl der Punkte, in 
denen eine gegebene Kurve die stirkste Bertihrung mit Kurven 
eines gegebenen linearen Systems besitzt. Z. B. kann man aus 
ihr die Zahl der sextaktischen Punkte ableiten, d. h. der Punkte, 
in denen f eine Beriihrung 5. Ordnung mit einem Kegelschnitte 
hat. Diese Zahl betragt n(12” — 27), wenn f von der Ordnung 
m und frei von mehrfachen Punkten ist, und die Punkte bilden 
den vollstiindigen Schnitt der Kurve mit einer Kurve von der 
Ordnung 12” — 27. S. Cayley, Phil. Trans. 149, 371 (1859), 
155, 545 (1864), Papers IV, 207, V, 221; Spottiswoode, 
Phil. Trans. 155, 653 (1865); Halphen, Bull. Soc. M. 4,59 
(1875); Segre, Introd., n. 45. 

Ist die g,” die kanonische Schar, so ergibt sich, daB diese 
p(p?—1) p-fache Punkte besitzt: sie sind die WeierstraBschen 
Punkte von f (§ 4). Hurwitz, Math. Ann. 41, 411 (1893), hat 
gezeigt, daB die Zahl der verschiedenen Punkte unter ihnen 
nur im hyperelliptischen Falle = 2p + 2 und sonst gré8er ist. 
Héhere untere Grenzen fiir den allgemeinen Fall fanden Segre, 
Rom. Acc. L. Rend. (5) 8%, 89 (1899); Cipolla, ebenda 14°, 
210 (1905). 8. auch Haure, Amn. Ec. Norm. (3) 18, 115 (1896); 
Cipolla, Pisa Scuola Norm. 10 (1905); Hensel-Landsberg 
8. 490. 
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§ 11. Rationale Kurven, 


1. Algebraische Darstellungen. Eine irreduzible Kurve c¢, 
heiBt rational (wuikursal nach Cayley), wenn sich die Koor- 
dinaten ihrer Punkte als rationale Funktionen eines Parameters 
derart darstellen lassen, daB zu jedem Punkte der Kurve ein ein- 
ziger Wert des Parameters gehért. Die letztere Bedingung ist aber 
tiberfliissig, wie z. B. aus der Formel von Zeuthen (Kap. XV, § 1) 
hervorgeht. Das gleiche Resultat erhielt Liiroth, Math. Ann. 9, 
163 (1876), der auBerdem zeigte, wie man den Parameter ratio- 
nal in einen anderen transformieren kann derart, daB zwischen 
dessen Werten und den Kurvenpunkten eine ein-eindeutige Kor- 
respondenz besteht. Vgl. auch Bertini, Introd. p. 270. 

Setzt man fiir die homogenen Koordinaten 2,, 7, #3 eines 
Kurvenpunktes 
(«) ot, = f,4), e% =fe(%), o%3 = fs(A), 
wo die f ganze Funktionen mv’ Ordnung von 4 ohne gemeinsamen 
Teiler bedeuten, so korrespondiere derselbe Kurvenpunkt gewissen 
v(>1) Werten 1,, 4s, .-., 4, des Parameters 4. Die Funktionen 
von A 

A, (A) f5 (21) i? f3(2) A,r) und fo(4) fs (Ax) io f(A) fox) ; 
besitzen dann, da sie ftir A= 4,, 4,,..., A, beide verschwinden, 
den gemeinsamen Teiler g = (A — 4,)(4 — a.) --- (4 —4,). Dies 
ist aber, von einem 4 nicht enthaltenden Faktor ¢o(A,) abgesehen, 


auch ihr gréBter gemeinschaftlicher Teiler. Schreibt man diesen 
in der Form 


Poly) I = Po(Ar)a” + my (Ay )a~ P+ ++ + (4); 
so mu unter den » mindestens eines, etwa ¢,, fiir 2, von der 
vy" Ordnung und ein x (41) zu ihm teilerfremd sein. Nun mi. 
muB uw, = 9; a /,(a,) eine symmetrische Funktion von A, , A,,. 
;4) 
(4) 
punkt zugeordnet und umgekehrt, und dic Keerdiiaton des Kurven- 
punktes sind auch als rationale Funktionen dieses neuen Para- 
meters darstellbar. 
Jede rationale Kurve hat das Geschlecht p = 0, und jede Kurve 
vom Geschlecht 0 ist rational (Clebsch, J. f. Math. 64, 44 (1865)). 
Um aus der Parameterdarstellung («) der Kurve ihre Gleich- 
ung herzuleiten, hat man nach Brill, Math. Ann. 5, 401 (1872), 
A aus den Gleichungen 


sein, und somit ist jedem Werte von u = eln einziger Kurven- 
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Uf + Usfe + Usfz =9, %1A + fe + 3h =O 
zu eliminieren. In der Resultante kommen die w,v nur in den 
Verbindungen W.v3 — UsVg, W301 — My V3, Uy Vy — UyY, vor und 
setzt man dafiir x, 7, 7,, so erhilt man die gesuchte Kurven- 
gleichung F’(a,, x, 73) = 0, wobei F die v*° Potenz einer irredu- 


ziblen Form der Ordnung = ist, wenn jedem Kurvenpunkte 


v Werte des Parameters 4 korrespondieren. Die Ordnung der 
durch (oc) gegebenen Kurve ist also dann gleich m/v und gleich der 
Ordnung der Funktionen f, wenn die Zuordnung der Kurvenpunkte 
zum Parameter 4 wechselweise eindcutiy (v=1) ist. Vel. Pasch, 
Math. Ann. 18, 91 (1881); Humbert, Bull. Soc. MW. 13, 49, 89 
(1885). Im folgenden werden wir immer v = 1 voraussetzen. 

2. Singularitidten, Schiuttpunktsdtze und Beriihrungsaufgaben. 
Hine allgemeine rationale Kurve m‘* Ordnung ¢, hat die Klasse 
2(m — 1) und besitzt 4(m — 1) (nm — 2) Doppelpunkte, 3(n — 2) 
Wendepunkte und 2(n — 2)(m — 3) Doppeltangenten, wie man 
aus den Formeln des § 7 im vorigen Kapitel leicht folgern kann. 
Hieriiber und iiber die Gleichungen fiir die Parameterwerte der 
singuliren Punkte vgl. Clebsch, J. f. Math. 64, 43 (1865). Vel. 
dazu Haase, Math. Ann. 2, 515 (1870), wo auch von der pro- 
jektiven Erzeugung der Kurven die Rede ist, Em. Weyr, Zschr. 
f. Math. 16, 80 (1871); Casopis 8, 193 (1879); Hermite, 
Cours d’analyse 1873, p. 245; Weltzien, Math. Ann. 26, 516 
(1886); Fabry, Ann. éc. norm. (3) 18, 107 (1896). 

Clebsch hat in seiner Arbeit auch die Schnittpunktsiitze 
und Beriihrungsaufgaben (mit adjungierten und nichtadjungierten 
Kurven) behandelt. Insbesondere hat er die Bedingungen dafiir 
aufgestellt, daB m-m Punkte der Kurve c, einer Kurve ¢,, an- 
gehéren. Sind 4,,45,..., 4,,, die Parameter dieser Punkte, so 
miissen die 6 = 4(m — 1) (m — 2) Gleichungen 

(a; — 4) (a; =e, hy) Ao (4, oo dinn) Sit G= 1, 2, 2140) 
(6; an 4,) (0; ae oP) oe (0; ae ann) . 
erfiillt sein, wobei (a,, b,) die zu den 6 Doppelpunkten gehérigen 
Wertepaare des Parameters und c; Konstanten bezeichnen. 

Wird einer der Doppelpunkte zur Spitze, z. B. a, = b,, so er- 
gibt sich fiir die entsprechende Gleichung aus einem Grenz- 
tibergang 


1 1 
Ce ae @,— i, fg 


wo k, wieder eine Konstante bezeichnet 


= mk, 
1) 
Ce inn 
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Die Beriihrungsaufgaben fiihren hier auf Kreisteilungs- 
gleichungen. Fiir alles dies vgl. Clebsch-Lindemann, 8. 883ff. 

3. Zusammenhang mit der Theorie der Kombmanten und der 
Apolaritat. Die Darstellung (c) fihrt zu interessanten Higen- 
schaften der rationalen Kurven, wenn man die Theorie der Kom- 
binanten und der Apolaritit fiir bindre Formen zu Hilfe zieht. 
Hierbei hat man auch erweiterte Kombinanten zu beriicksichtigen, 
die zu den in Betracht kommenden Formen oder ganzen Funktionen 
fi» fe) fz auch noch Reihen von Punktkoordinaten und zu diesen 
kontragredienten Linienkoordinaten hinzufiigen. 

Nach einem Satz von Gordan, Math. Ann. 5, 95 (1872), 
fallen die bindren Kombinanten der Formen f,, f,, f; mit den In- 
und Kovarianten einer einzigen erzeugenden Funktion mit drei 
Reihen binirer Verinderlichen 4, uw, v: 


1A@) f&Q) f(A) 
f,(v) fa (u) f3(u) | 
A~) AO) fs | 
zusammen, Die erweiterten Kombinanten erhilt man als biniare 


simultane In- und Kovarianten von G, von identischen terndren 
Kovarianten und von folgenden erzeugenden Funktionen: 


f(@) ff) f@) | 
G2) =|A() Al) flu) > 
x, (©) A) | 
AG) A fl) 
Ge (x), a6) =i a0) ty '8) 5,0) ; 
°°) a9) x) 
(AQ) fl) f(A) 
G,(y, 20”) =| y,© ysl) yg) 
12,0 2 zy) 
= Gy (uw) = uF, @) + wQ@ fA) + Ug@F, (2). 
G, G, sind in folgender Weise reduzierbar: 
G=C1P%G@—)b-)O—HE, G=0—we, 


Entwickelt man G’, G’, nach der Clebsch-Gordanschen 
Formel (Clebsch, Th. d. bindren Formen, 1872, 8. 15; Gordan, 
Vorl. ib. Invariantentheorie II, 1887, S. 86) in eine Reihe, die nach 


Ge 
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Potenzen von w—v, v—dA, A—w aufsteigt, so werden die 
Koeffizienten dieser Potenzen Polarbildungen von Funktionen mit 
nur einer Reihe binérer Variablen. Diese letzteren heiBen dann 
die elementaren Kombinanten von c, und ungerdndert oder einfach 
gerdndert, je nachdem sie aus G’ oder G’, abgeleitet sind. Nimmt 
man noch die Funktionen G, als zweifach gerdnderte elementare 
Kombinanten und die identische Kovariante wu, = uz %1, + Ug %_ + Us 5 
hinzu, so ergibt sich: 

Alle bei einer rationalen ebenen Kurve auftretenden algebrai- 
schen Formen, die fiir die linearen Transformationen des Para- 
meters sowie fiir die linearen Transformationen der Ebene in- 
variant sind, sind bindre simultane In- oder Kovarianten der ele- 
mentaren Kombinanten, und wmgekehrt. 

Zu der Bestimmung der elementaren Kombinanten gelangt 
man auch, indem man auf Grund des Apolarititsprinzips andere, 
indirekte erzeugende Funktionen einfiihrt. Als solche ergeben sich 
die durch die Koeffizienten von f,, fy, fs ausgedriickten erzeugen- 
den Funktionen fiir das zu f,, fy, fs apolare System von Biniir- 
formen der Ordnung m, namlich drei Funktionen I, [,, Ty mit 
bzw. 7» —2, n—1, m Reihen binirer Variabeln, die erste fiir 
die rein biniren Kombinanten, die zweite fiir die einfach, die 
dritte fiir die zweifach geranderten Kombinanten. Nennt man I” 
und I”, die durch die in ihnen aufgehenden Differenzen 4 — uw 
usw. geteilten Ausdriicke von J’ und I}, so liefern die Reihen- 
entwicklungen von I” und I”, aufs neue die elementaren Kom- 
binanten von c,. Hiertiber vgl. W. Gro8 (Diss., Tiibingen 1887), 
Math. Ann. 32, 136 (1888). 

Die Gleichung G’ = 0 driickt die Bedingung dafiir aus, dap 
die drei Punkte 4, u,v von c, in gerader Linie liegen; G’, = 0 ist 
die Gleichung der Geraden, welche die Punkte i, w verbindet, und 
G, = 0 ist in Linienkoordinaten die Gleichung des Punktes i. 

Die geometrische Bedeutung von I”, I’,, I, schlieBt sich an 
gewisse Involutionen auf ¢, an, die sich Asie eae ergeben. 

Fundamentalinvolution von ¢, heibt die Inyolution der Ord- 
nung m und Stufe »—3 auf der ¢,, deren Punktgruppen zu 
allen Gruppen von ” Punkten auf c,, die in gerader Linie liegen, 
apolar sind. Fir m = 3 reduziert sich die Involution auf eine 
einzige Punktgruppe: die der Wendepunkte. Die Fundamental- 
involution ist (auch in ihrer Verallgemeinerung auf die rationalen 
Kurven eines Raumes it, von beliebig viel Dimensionen) von 
W. Stahl, J. f. Math. 101, 300 (1887), 164, 38 (1889), und 
Beto ote vic Ayn. di Mat. (2) 21,1 (1893), ante ncks worden ; 
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diese zeigten, daB man zu ihr in mehr geometrischer Weise mit 
Hilfe der Oskulanten, d.h. der rationalen Kurven von den Ord- 
nungen »—1,n — 2,..., fiir die die Koordinaten eines laufen- 
den Punktes die reinen oder gemischten Polaren von /,, f, fs sind, 
gelangen kann. Betreffs der Bildung solcher Oskulanten vgl. 
Study, Leipz. Ber. 38, 3 (1886); Jolles, Habil-Schr., Aachen 
1886. 

Berzolari hat a. a. O. auch die (die Fundamentalinvolution 
enthaltenden) Involutionen von der Ordnung » und der Stufe 
nm — 2 oder nm — 1 betrachtet, deren Punktgruppen apolar zu den 
Schnittpunkten der ¢, mit den Strahlen eines Biischels oder einer 
einzelnen Geraden sind; er konstruierte sie mit Hilfe der Osku- 
lanten und zeigte, wie sie und die Fundamentalinyolution selbst 
sich durch Projizieren und Schneiden von der rationalen Normal- 
kurve eines &,, aus, von dem die ebene Kurve eine Projektion ist, 
gewinnen lassen. Diese drei Arten von Involutionen werden dann 
durch die Gleichungen I’ = 0, I’; = 0, I, = 0 (vgl. oben) ge- 
geben, d. h. diese driicken die Bedingung dafiir aus, daB resp. 
nm — 2,n—1 oder m Punkte von c, zu einer Gruppe der Involu- 
tion gehéren. 

Mit den vorstehenden algebraischen Prozessen ist eng ver- 
kniipft die Erzeugung einer rationalen ¢, als Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Tangenten zweier projektiv aufeinander 
bezogenen rationalen Klassenkurven oder die reziproke Erzeugungs- 
art, somit auch die Aufsuchung der zu einer rationalen Ordnungs- 
kurve perspektiven Klassenkurven, die auf die ersteren derart ein- 
deutig bezogen sind, da jeder Punkt der einen Kurve auf der ihm 
entsprechenden Tangente der anderen Kurve liegt. Hieriiber siehe 
Brill, Minch. Ber. 1885 oder Math. Ann. 36, 230 (1890); W.F. 
Meyer, ebenda 29, 447 (1887), 30, 30 (1887), 31,96 (1888); 
W. Stahl, ebenda 38, 561 (1891). Es ergibt sich z. B., daB die 
allgemeine rationale c,, sich als Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Tangenten von zwet rationalen, eindeutig aufeinander bezogenen 


1 n 1 
und 5 


n— 
Kurven von den Klassen F , wenn n ungerade ist, 


n n See He 
oder > und gr wenn n gerade ist, linear konstruieren lapt (Brill). 
Ks gibt oo”~1 zu c¢, perspektive rationale Klassenkurven 
k,—, von der Klasse » — 1, die ein lineares System bilden, und 
es gibt oo”—?”~° gu ¢, perspektive Klassenkurven k,_._ 9, wobei 
2r<n—8. Existieren fiir 2r >m— 3 2u ¢, perspektive Klassen- 
kurven von noch niedrigerer Klasse, so ist die ¢, nicht mehr all- 
gemein, vielmehr bestehen zwischen den Koeffizienten von /;, fo, fs 
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besondere Relationen. Hier spielt eine Hauptrolle die Darstellung 
einer ganzen Funktion F'(4) der Ordnung »—1 und einer 
Funktion F'(4) der Ordnung »+7, deren r Polaren konjugiert 


sind zu f,, fy, fs, als Potenzsumme linearer Funktionen von 4 
k 


(Stahl). Ist némlich F(A) = Sa,(4 —u,)"+", so kann man 
t=1 


durch die k Punkte von ¢, mit den Parameterwerten uw, eine ratio- 
nale’ Kurve I” von der Ordnung k — r — 2 legen, die so auf c, 
projektiv bezogen ist, daB die Punkte uw, sich selbst entsprechen, 
und umgekehrt; man erhalt dann die perspektiven k,_,,_,, indem 
man die entsprechenden Punkte der Kurven ¢,, und I’ verbindet. 
Die perspektiven k,_, erhilt man in gleicher Weise, indem man 
F(A) die Ordnung m — 1 gibt, die Kurve I’ hat dann die Ord- 
nung k— 1. 

Ubrigens hat, vom geometrischen Gesichtspunkte aus, die 
vorhergehende Frage iiber die Erzeugung ebener Kurven, fiir be- 
liebiges Geschlecht p, Segre, Math. Ann. 34, 1 (1889) (vgl. Introd. 
§ 22), behandelt. 

Aus den zahlreichen Untersuchungen iiber Punktinvolutionen 
auf rationalen Kurven heben wir noch hervor: Battaglini, Napoli 
Aiti (1) 3, 1 (1866), Giorn. di Mat. 9, 1, 76 (1871); Em. Weyr, 
Wien. Ber. 79, 680 (1879), Beitrdge zur Kurveniehre, Wien 1880; 
Castelnuovo, Ven. Ist. Atti (6) 4, 1167, 1559 (1886); F. Deruyts, 
besonders Litge Mém. (2) 14 (1890); Guecia, Rend. Cire. M. 7, 
49 (1893), 8, 227 (1894); W. F. Meyer, Apolaritdt u. rationale 
Kurven, 1883, 8.363; Tanturri, Ann. di Mat. (8) 4, 67 (1900); 
Severi, Rom. Acc. Line. Rend. (5) 114, 52 (1902), 91, 379 (1900) 
(hier in § 10 die Verallgemeinerung der Jonquiéresschen Formel); 
G. Kohn, Wien. Ber. 88, 424 (1883), der aus der Theorie der In- 
volutionen die Lehre von den harmonischen Mittelpunkten ableitete. 

4, Besondere Félle. Unter den besonderen rationalen Kurven ¢,, 
nennen wir nur die mit einem (m — 1)-fachen Punkt und die mit 
drei Hyperoskulationspunkten, d. h. einfachen Punkten, in denen 
die Kurve von ihrer Tangente »-punktig bertthrt wird. Mit den 
ersteren beschiftigte sich schon Mac Laurin, Geom. organica 
1720, p. 137, und Braikenridge, Phil. Trans. 39, 25 (1735); 
spiter viele andere, z. B. Em. Weyr, Prag. Ber. 1874, S. 198; 
Niewenglowski, C. R. 80, 1067 (1875); Fouret, CR. 80, 
1158 (1875); Mansion, Nowy. Corr. math. 2, 321, 404 (1876). 
Darboux, C. R. 94, 930, 1108 (1890) oder Amn. éc. norm. 
(3) 7, 327 (1890), hat die Kurven n‘** Klasse mit einer (n — 1)- 
fachen Tangente im Unendlichen untersucht, indem er von ihnen 
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eine geometrische Erzeugung angab und einige Eigenschaften der 
Parabel auf sie ausdehnte. Ihre anderen Eigenschaften, insbeson- 
dere ihre Doppelpunkte und Doppeltangenten, sowie die Gruppe 
der Kollineationen, welche die Kurven in sich tiberfiihren, hat 
Brusotti, Lomb. Ist. Rend. (2) 37, 888 (1904), behandelt. Diese 
Kurven gehéren zu den trianguldr-symmetrischen Kurven, die sich 
in homogenen Koordinaten durch eine Gleichung von folgender 
Form darstellen lassen: 
0," + AgX%_” + Agts” = 0, 

fiir rationales, positives oder negatives m; diese wurden zuerst von 
de la Gournerie, Recherches sur les surfaces réglées tétraédrales 
syméetriques, 1867, p. 195, spiter von Fouret, Jamet u. a. m. 
untersucht. 

Uber diese besonderen Kuryen sehe man: Loria, Spezielle 
alg. und transzend. ebene Kurven, 1902, und Wieleitner, Spezielle 
ebene Kurven, 1908. 


§ 12. Elliptische und hyperelliptische Kurven. 


Die Koordinaten eines laufenden Punktes auf einer ellip- 
tischen Kurve (j= 1) lassen sich ausdriicken als rationale Funk- — 
tionen eines Parameters 4 und der Quadratwurzel aus einem Poly- 
nom dritten oder vierten Grades in A oder auch als doppelt 
periodische Funktionen eines Parameters u, der von Vielfachen 
der Perioden abgesehen, den Punkten der Kurve in eindeutiger 
Weise zugeordnet ist. 

Was die erstere Darstellungsart betrifft, so l4Bt sich ihr 

immer die Form geben: 
(6) oa; = f,(NVM + 9, (AVN (é=1,8, 8), 
wobei die f; von der Ordnung k < > die m, von der Ordnung 
hs > M von der Ordnung n — 2k, N von der Ordnung »— 2h 
_ ist, und k + h =n — 2, so da& das Produkt IJ N immer von der 
vierten Ordnung wird. 

Auf Grund beider Darstellungsarten hat Clebsch, J. f. Math. 
64, 210 (1865), die Untersuchung der Kurve durchgefiihrt, ihre 
Doppelpunkte bestimmt und mit Hilfe des Abelschen Theorems 
und des elliptischen Umkehrproblems die Schnittpunkts- und Be- 
rtihrungsaufgaben gelést. Der einzige Modul (§ 8) der Kurve ist 


nichts anderes als der Modul der zugehdrigen elliptischen Funk- 
tionen und erhilt nach Clebsch eine geometrische Deutung durch 
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das folgende Theorem: In einem Biischel adjungierter c,_4, von 
dem n — 2 Basispunkte einfache Punkte der Grundkurve ¢,, sind, 
existieren vier Kuwrven, deren jede die c, an emer anderen Stelle 
beriihrt. Das Doppelwerhiilinis dieser vier Kurven ist unabhidngig 
von der Auswahl der n — 2 Punkte und der Modul der Kurve. 
Vgl. Cayley, Lond. Math. Soc. Proc. 1, III, 1 (1865), Papers VI, 1; 
Clebsch-Gordan § 20. 

Mit Hilfe der Formeln (8) hat Brioschi, Lomb. Ist. Rend. 
(2) 2, 559 (1869), Opere mat. III, 249, die Gleichung behandelt, 
welche die Wendepunkte der c¢, liefert. 

Die Theorie der elliptischen Kurven hat, ausgehend von der 
Darstellung der Koordinaten durch drei $-Funktionen n‘*" Grades 
eines Parameters, in unabhingiger Weise O. Schlesinger ent- 
wickelt, C. R.107, 224 (1889), Math. Ann. 38, 411, 444 (1889), 
34, 463 (1889); er hat daraus die Parameter der Doppelpunkte 
direkt bestimmt und weiter die Gleichung der Kurve, ihre Spitzen, 
Wendepunkte und Doppeltangenten abgeleitet. 

Auf Grund derselben Darstellung hat Humbert, C. R. 97, 
989, 1042, 1136 (1883), These, Paris 1885, die Gleichung der 
Kurve und die der adjungierten Kurve der Ordnung  — 3 ge- 
wonnen und die Berithrungsaufgaben von Clebsch gelést. 

Die beiden Autoren haben sich auch mit der Frage beschaftigt, 
ob eine Kurve, die durch eine Parameterdarstellung mit Hilfe von 
doppeltperiodischen Funktionen gegeben ist, immer das Geschlecht 
p =1hat. Hs ergibt sich: wenn jedem Punkte der Kurve mehrere 
Werte des Parameters zugeordnet sind, ist die Kurve entweder ra- 
tional oder lift sich mit Hilfe von elliptischen Funktionen, die 
andere Perioden haben, so darstellen, dap jedem Punkte ein ein- 
ziger Wert des Parameters entspricht, die Kurve ist somit elluptisch, 

Uber die elliptischen ¢, vgl. auch Clebsch-Lindemann,. 
S. 903; Picard, Traité p. 553 und betreffs der Geometrie auf 
ihr Em. Weyr, Wien. Ber. 100, 589 (1891), 101, 1457, 1506, 
1695 (1892), 103, 365 (1894). 

Setzt man in der Parameterdarstellung (8) k+h=n—p—1 
voraus, so gilt sie fiir hyperelliptische Kurven vom Geschlecht p. 
Ausgehend von der Rosenhainschen Darstellung der hyperellip- 
tischen Funktionen und mit Hilfe des erweiterten Umkehrproblems 
hat Brill, J. f. Math. 65, 269 (1866), im Falle p = 2 dieselben 
Schnittpunkts- und Bertihrungsaufgaben gelést wie Clebsch fir 
p=Ound 1. Vgl. Clebsch-Lindemann 8. 915, wo auch fir 
p =2 auf den Zusammenhang zwischen dem Problem der Drei- 
teilung und dem algebraischen Problem der Reduktion einer 
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Binirform 6. Ordnung auf die kanonische Gestalt v? — wu” (w eine 
Form zweiter, v eine Form dritter Ordnung) hingewiesen ist. 
Algebraisch-geometrische Untersuchungen tiber hyperellip- 
tische Kurven, in Zusammenhang mit der Einhiillenden der Ge- 
raden, die die Punktepaare der g,' (§ 4) verbinden, mit der be- 
sonderen Absicht, die Gleichung und die projektiven Erzeugungs- 
arten der Kurve abzuleiten, hat Bobek angestellt, Wien. Ber. 
93, 601, 94, 861, 95, 31 (1886—87), Math. Ann. 29, 386 (1887). 


§ 13. Invariante Eigenschaften der ebenen linearen 
Kurvensysteme. 


Wichtige allgemeine EHigenschaften der linearen Kurven- 
systeme (vgl. vor. Kap. § 3) erhalt man einerseits (Segre, Castel- 
nuovo), indem man die Satze der Geometrie auf einer algebraischen 
Kurve anwendet, auf der andern Seite (Castelnuovo), indem 
man nicht alle Basispunkte des Systems, sondern nur einen Teil 
von ihnen, mit den respektiven Multiplizititen (Basisgruppe), ins 
Auge faBt, wobei im tibrigen die Punkte der Gruppe verschieden 
oder unendlich benachbart im Sinne des § 10 im vor. Kap. sein 
kénnen. 8. Segre, Rend. Circ. M. 1, 217 (1887) und besonders 
Castelnuovo, Torino Mem. (2) 42, 3 (1891), von dem einige 
Sitze bei Bertini, Geom. ser. lin. § 9, wiederholt sind. 

Das System, dessen Ordnung m sei, heiBt vollstindig oder 
unvollstindig (particll) in bezug auf die Basisgruppe, je nach- 
dem es aus allen Kurven der Ordnung m, die in den Punkten der 
Basisgruppe die vorgelegten Multiplizititen besitzen, besteht oder 
nicht. Hin unyollstiindiges System |c,| legt immer ein voll- 
stindiges System |c| fest, in dem es vollstdndig enthalten ist, d. h. 
derart, daB jede Kurve von |¢,| auch zu |¢| gehdrt. 

Der Uberschu8 der Dimension von |c| iiber die von |<, | 
heift der Defekt 6, von | G |. 

Wenn |c| ein vollstiéndiges System ist und man mit h, die 
Anzahl der unabhingigen Bedingungen bezeichnet, denen eine 
Kurve der Ordnung » geniigen muf, damit sie in den Punkten 
der Basisgruppe die gehérige Multiplizitit besitzt, so ist die Di- 
mension k, von |¢| gegeben durch 


(1) t= ("T*) 1k, 


Halt man die Basispunkte und ihre Multiplizitéten fest, so kann 
man immer eine ganze positive Zahl / finden derart, daB fir 
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n > 1 die GréBe h, einen festen Wert hat. Nennen wir h diesen 
Wert, so haben wir 


(2) t= ("PE ) ink (fiir n > 2). 


Die GréBe h heiBt die Postulation der Basisgruppe und (2) die 
Postulationsformel (Cayley, Noether) oder charakteristische For- 
mel (Hilbert) der Systeme |c!. 

Wird die Dimension k,, von |¢| durch die Postulationsformel 
ausgedriickt (m > 7), so heiBt das System reguldr, im entgegen- 
gesetzten Fall (m < 1) heiBt es tiberschiissig. Dann bezeichnet man 
den durch die Formel (2) gegebenen Wert von k,, als die virtuelle 
Dimension des Systems. Schreibt man ihn zur Unterscheidung £,,’, 
so kann man annehmen: 

i, =("F°\—1—h (fir beticbiges n), 
und die wirkliche Dimension k, wird die effektwwe Dimension von 
|c| genannt. Die Differenz s, =k, — k,/ heiBt der Uberschup des 
Systems (dieser UberschuB ist 0 fiir die reguliéren Systeme). 

Fir die effektive Dimension eines vollstiindigen Systems findet 


man sonach 
t= ("T*)-1-h+s 


n? 


wahrend fiir ein unvollstindiges System 


b= ("PF") -1-n4+5,-4, 

ist. 

Ein niitzliches Theorem ist das folgende: Sind |c| und | c, 
zwei vollstindige, reguldre Systeme der Ordnungen n und n + 1, 
die durch dieselbe Basisgruppe definiert werden, so ist das System 
von der Ordnung n + 2 und von der niedrigsten Dimension, das 
alle aus eimer Kurve von |c,| und einer Geraden zusammenge- 
setete Kurven enthalt, vollstindig (und durch dieselbe Basisgruppe 
bestimmt). §. Enriques, Torino Mem. (2) 44, 171 (1893), HL, 
n. 2, Soc. Ital. dei XL Mem. (3) 10, 1 (1896), n. 36; Castelnuovo, 
Ann. di Mat. (2) 25, 240 (1897), n. 2. Vgl. auch Bertini, 
Introd., p. 247. 

Ist das vollstindige System |c| irreduzibel (vor. Kap. § 3) 
und die Basisgruppe mit allen Basispunkten von |c| zusammen- 
gesetzt, so sind die oben betrachteten Zahlen k,, k,’, s, (die 


29 


336 Kapitel XIV. Die Geometrie auf einer algebr. Kurve. 


wir jetzt der Einfachheit wegen mit h, k’, s bezeichnen wollen), 
ebenso wie der Grad D und das Geschlecht p invariant fiir alle 
birationalen Transformationen der Ebene. Zwischen diesen cha- 
rakteristischen Zahlen des Systems besteht die Relation 


D=k+p—s-—1. 


AuSer diesen numerischen Invarianten haben fiir das System 
zwei invariante Gebilde wesentliche Bedeutung: die charakteristische 
Vollschar g’,* der aus einer Kurve des Systems durch die tibrigen 


Kurven ausgeschnittenen Punktgruppen und das reine adjungierte 
System |c’|, d.h. das einer allgemeinen Kurve des Systems | c| 
adjungierte System (§ 4). 

Das System |c| ist tiberschiissig oder regulér, je nachdem 
seme charakteristische Schar spezial oder nicht-spezial ist. AuBer- 
dem ist fir s > 0: s<p—k-+1. 

Ist | | reduzibel, so ist | c| hyperelliptisch; umgekehrt, wenn 
|c| hyperelliptisch und einfach ist und p > 2, so ist |e’ | reduzibel; 
wenn weiter |¢ | redugibel und | c\ einfach ist, so zerfallt die all- 
gemeine Kurve von |\c'| in p—1 rationale Kurven. Diese Satze 
riihren her von Castelnuovo. Vom ersten sind besondere Falle 
die zwei Satze von Segre: Fiir D> 2p — 2, oder k> yp, ist 
das System regular; fiir D> 2p, oderk > p+ 1, ist das System 
eimfach. 

Fundamentalkurve von |c| ist jede einfache oder zusammen- 
gesetzte Kurve, die von einer allgemeinen Kurve des Systems 
auBerhalb der Basisgruppe nicht getroffen wird. Die Anzahl der 
Fundamentalkurven ist endlich, auBer wenn c¢_ sich aus Kurven 
eines Biischels zusammensetzt. | 

Der ,,ExzeB der fundamentalen Elemente“, d. h. die Differenz 
zwischen der Anzahl der Fundamentalpunkte und der Anzahl der 
einfachen Fundamentalkurven ist invariant fiir alle birationalen 
Transformationen der Ebene: G. Jung, Ann. di Mat. (2) 15, 277 
(1887); vgl. auch Bertini, Rend. Cire. M. 3, 5 (1888). 

Valenz oder Postulation einer Fundamentalkurve beziigl. | ¢ | 
heiBt die Zahl der Bedingungen, die eine Kurve von | ¢| erfiillen 
mu8, damit sie die Fundamentalkurve als Teil enthalt. Castel- 
nuovo hat a. a. O. gezeigt, daB das Geschlecht einer Fundamenial- 
kurve, deren Valent <k, nicht griéfer als s ist. Ferner bewies 
Castelnuovo, dap ein tberschiissiges irreduzibles System wenig- 
stens 9 Basispunkte hat; hat es deren gerade 9, so ist es ein 
Biischel von elliptischen ¢s,, die in jedem Basispunkte einen r-fachen 
Punkt besitzen. 
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Er fand ferner a, a. O. (s. auch Ann. di Mat. (2) 18, 119 
(1890)) fiir k>p+1, so daB das System regulér und einfach ist, 
die Werte 3p + 5 und 4p + 4 als obere Grenzen (die fiir jeden 
Wert von p erreicht werden) der Dimension k und des Grades D 
emes linearen irreduzibeln vollstdndigen Systems von gegebenem Ge- 
schlecht p > 1 (fiir p =O gibt es weder fiir & noch fir D eine 
Grenze; fiir p= 1 sind sie beide 9, und werden beim System aller 
¢, erreicht); weiterhin gab er eine Reihe von Sitzen iiber lineare 
Systeme, bei denen k eine gewisse Funktion von p tiberschreitet. 
Der allgemeinste dieser Siitze lautet: 

Kin Vineares System vom Geschlecht p und der Dimension k, 
fiir das 


b> (w+ 2)(— -- 2), 


wenn w eine ganze positive Zahl bezeichnet, kann man birational 
im ein anderes, dessen Ordnung <2u +1 transformieren, oder 
in eines von einer gewissen Ordnung M mit einem Basispunkt, 
dessen Multiplizitat > M — w ist. 


§ 14. Reduktion der linearen Kurvensysteme auf 
bestimmte Typen. 


Wenn man die fiir alle birationalen Transformationen der 
Ebene invarianten EHigenschaften der linearen Kurvensysteme be- 
trachtet, so hat man zwei Systeme, die durch eine solche Trans- 
formation auseinander hervorgehen, als identisch anzusehen. So 
entsteht das Problem, alle Systeme auf bestimmte typische Systeme 
birational zu transformieren, die in projektivem Sinne die gréBte 
Einfachheit besitzen. Als solche Typen wi&hlt man zuniachst 
Systeme von méglichst niedriger Ordnung. Fiir einige besondere 
Falle fiihrte diese Transformation zuerst Bertini aus, Amn. di 
Mat. (2) 8, 244 (1877); fir p= 0 allgemein Picard, J. f. 
Math. 100, 71 (1887); fir p=0 und p=1 Guccia, Rend. Cire. 
M. 1, 139,169 ere fiir p=1 und p=2 Martinetti, Lomb. 
Ist. Rend. (2) 20, 264 (1887); Rend. Cire. M. 1, 205 (1887); 
fir p = 2 und p = 3 de Franchis, Rend. Circ. M. 18, 1, 130, 
200 (1899); far beliebiges p G. Jung, Ann. di Mat. (2) 15, 
277 (1887), 16, 291 (1888). Uber eine in der Behandlung des 
Problems yon Segre, Torino Atti 36, 645 (1901), bemerkte Liicke 
vel. Ferretti, Rend. Circ. M. 16, 236 (1902). 

Die Systeme niedrigster Ordnung sind z. B. 
fir p= 0: 1. Systeme von c,(m > 1) mit zwei verschiedenen 

Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 22 
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Basispunkten, der eine (»— 1)-fach, der andere einfach, 2. Systeme 
von ¢, mit einem (m — 1)-fachen und uw einfachen dem ersten in 
uw verschiedenen Richtungen unendlich nahe benachbarten Basis- 
punkten (n > 1, O<u<n—1), 38. Kegelschnittsysteme ohne 
Basispunkte; 
fiir p = 1: 1. Systeme von ¢, mit uw (0 << 7) einfachen, ge- 
trennt oder vereinigt liegenden Basispunkten, 2. Systeme von ¢, 
mit zwei doppelten, getrennten oder zusammenfallenden Basis- 
punkten, 3. Biischel von c,, mit 9 r-fachen Basispunkten (fiir 
diese vgl. Bertini, a.a.0., Halphen, Bull. Soc. U. 10, 162 
(1882)). 

Eine andere Methode, die aber blo{i auf Systeme von mehr 
als zwei (k) Dimensionen anwendbar ist, besteht darin, das durch 

k+1 


die Gleichung 5 1,f;(z, y) =0 gegebene lineare System vom 
t=1 


Geschlecht p und Grade D als Bild einer Fliche F' von der Ord- 
nung D in einem Raum &, von & Dimensionen anzusehen, die 
durch die Gleichungen 92, = f, (%, y) (¢=1,2,...,k+1) gegeben 
ist, wobei die tiberebenen Schnitte der Fliche vom Geschlecht p 
sind. So verwandeln sich die birational imvarianten Eigen- 
schaften des linearen Kurvensystems in projektive Eigenschaften 
von F' und umgekehrt. Diese Methode wurde fiir k = 3 von 
Caporali (Coll. math. in mem. D. Chelini, 1881, p. 144, od. 
Mem. di Geom. 1888, p.171) fir abzihlende Fragen angewandt 
und allgemein von Segre erértert, Rend. Cire. M. 1, 217 (1887), 
4, 86 (1890). Del Pezzo, Rend. Circ. M. 1, 241 (1887), wandte 
sie auf die Reduktion der elliptischen Systeme an, Castelnuovo, 
ebenda 4, 73 (1890) und Torino Atti 25, 695 (1890), auf die ein- 
fachen hyperelliptischen Systeme und den Fall p = 3. 

Eine rein rationale Aquivalenztheorie hat 8. Kantor, Mo- 
natsh. f. Math. 10, 18 (1899), fiir die linearen Systeme rationaler, 
elliptischer und hyperelliptischer Kurven entwickelt und alle Typen 
angegeben, auf die ein derartig rational gegebenes lineares Kurven- 
system durch rational bestimmbare birationale Transformationen 
tibergefiihrt werden kann. 


§ 15. Biischel, Netze und Komplexe von Kurven. 


Von den besonderen Untersuchungen iiber lineare Systeme 
von 001, co?, co® Kurven der Ordnung », des Geschlechtes p, des 
Grades D, mit o Basispunkten, deren Tangenten variabel sind, 
fiihren wir nur die folgenden an. 


§ 15. Biischel, Netze und Komplexe von Kurven. 339 


a) Biischel. Bin Bischel (D = 0) enthilt 6 + 4p — 1 Kur- 
ven mit einem Doppelpunkt auBerhalb der Basispunkte. Vgl. 
Steiner (Werke II, 495); Cremona, Ann. di Mat. (1) 6, 153 
(1864); Caporali, a. a. 0. (s.§ 14); Guccia, Rend. Cire. M. 
9, 1 (1894). 

Steiner, J. f. Math. 47, 7 (1854), Werke II, 501, § 21 
hat die Kurve ® von der Ordnung 2” — 1 betrachtet, die den 
Ort der Berthrungspunkte der aus einem Punkte P an die Kur- 
ven des Biischels gezogenen Tangenten bildet, die sog. dufere 
Panpolare von P beziigl. des Biischels. Sie geht durch P einfach 
hindurch und 1aBt sich erzeugen aus dem gegebenen Biischel und 


dem projektiv darauf bezogenen Biischel der ersten Polaren von 
P (vgl. Guecia a. a. O.). 

Sind fiir ein zweites Biischel die zu ”, p, o korrespondieren- 
den Zahlen n’, p’,o’, so ist der Ort der Punkte, in denen sich 
zwei Kurven der beiden Bischel beriihren, eine Kurve der Ord- 
nung 2(m + ”’) — 3, auBerdem existieren 


12(mv’+p+p')—3(o+o)—9 
sich oskulierende Kurvenpaare und 
A [n?n’? + (nn — 6)(p+p’) + pp’ —Tnn + 6+ 64 5], 


die sich doppelt beriihren. Vgl. Steiner ( Werke II, 495); Bi- 
schoff, J. f. Math. 64, 185 (1865); Berzolari, Torino Atti 31, 
476 (1896); Segre, ebenda $1, 485. Erweiterungen und Anwen- 
dungen bei Bagnera, Rend. Circ. Mat. 10, 81 (1895); de 
Franchis, ebenda 10, 118, 11, 12 (1896). 


b) Netze. Fir ein Netz ohne Fundamentalkurven, das in 
einer Ebene x liegt, wird die Bildfiiiche F' (§ 14) eine D-blittrige 
ebene Flache a’, von der jeder Punkt einer Gruppe von D Basis- 
punkten eines Biischels im Netze korrespondiert. Ein Punkt P, 
durch den eine Kurve des Netzes doppelt hindurchgeht, liegt auf 
der Jacobischen Kurve des Netzes, der Doppelkurve J von 1; 
ihm ist in 2 ein Punkt P’ der Ubergangskurve J’ von x’ au- 
geordnet. J und J’ sind eindeutig aufeinander bezogen, haben 
also dasselbe Geschlecht, nimlich 9p — 6 + 1. Die Kurve J’ hat 
die Ordnung 2(D + p—1) und die Klasse D+ 4p + 6—1, 
danach lassen sich aus den Pliickerschen Formeln ihre tibrigen 
charakteristischen Zahlen berechnen. Hs ergibt sich, daB im Netze 
enthalten sind 

22 
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24 p Kurven mit Spitze, 
4[((D+o+4p—1)—3D—6— 8p + 3] 

Kurven mit zwei Doppelpunkten, 
3(D+ 6p —6— 1) Biischel sich oskulierender Kurven, 


2[(D + p)?—17p —5 D+ 2o+ 4] 
Biischel sich doppelt beriihrender Kurven. 


Jeder einfache Grundpunkt des Netzes erniedrigt die Zahl 
der Kurven mit zwei Doppelpunkten um 1. 


Die vorstehenden Formeln riihren von Caporali (a. a. O.) 
her. Besondere Falle schon bei Cayley, Cambr. Trans. 11, 21 
(1863), Papers V, 295; Cremona, Ann. di Mat. (1) 6, 153 (1864); 
de Jonquieres, CO. R. 67, 1338 (1868); Math. Ann. 1, 424 
(1869). Erweiterungen bei Severi, Torino Atti 37, 625 (1902); 
Pannelli, Rend. Circ. M. 20, 34 (1905). 


c) Komplewe. Fir ein lineares System von oo® Kurven f 
ohne Fundamentalkurven liegt die Bildflaiche #’ im dreidimensio- 
nalen Raum, ihre Klasse ist gleich der Zahl D+ 4p +o6—1 
der Doppelpunkte, die ein Biischel von Kurven des Komplexes 
auBerhalb der Basispunkte besitzt. Die co? Netze des Komplexes 
(denen die Schnitte der Fliche F mit den durch die einzelnen Punkte 
des Raumes gehenden Ebenen korrespondieren) liefern 00° Jacobi- 
sche Kurven J, die wieder einen linearen Kurvenkomplex bilden. 

Zwei dieser Kurven J schneiden sich auBerhalb der Basis- 
punkte in 3 D+ 12 — 6 — 3 Punkten; schlieBt man von diesen 
die Doppelpunkte des den beiden zugehérigen Netzen gemeinsamen 
Biischels aus, so bleiben 2(D-+ 4p —o —1) Punkte C itbrig 
von der Beschaffenheit, daB die geraden Polaren eines jeden von 
ihnen fiir alle Kurven f durch denselben Punkt CO’ gehen. Diese 
Punkte C legen somit auf allen Kurven J. In jedem von ihnen 
beriihren sich (und die Gerade ('C’) alle Kurven eines Netzes des 
Komplexes, in ihm haben ferner alle Kurven eines Biischels des Kom- 
plexes einen Doppelpunkt (und deshalb zwei Kurven f eine Spitze). 
Die Bilder der Punkte C sind die Kuspidalpunkte auf der Doppel- 
kurve von F, welche die Ordnung 4 (D —1)(D—2)—p hat. Die 
Punkte dieser Doppelkurve sind die Bilder der Punktepaare, durch 
die oo? Kurven des Komplexes gehen. Diese meutralen Punkte- 
paare erfiillen eine Kurve A von der Ordnung (D — 4) n+ 3, die in 
jedem v-fachen Basispunkt die Multiplizitat (D — 4) v +1 besitzt, 
durch jeden Punkt C geht und in ihm die Gerade CC’ beriihrt. 
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Die Doppelkurve von F besitzt 
t= (D—1)(D?— 8D + 18) —p(D— 8)—«6 
dreifache Punkte, die auch dreifache Punkte von F' selbst sind. 
Dies ist sonach auch die Anzahl der neutralen Punktetripel, durch 
die co” Kurven des Komplexes gehen. Ihre 3¢ Punkte sind Dop- 
pelpunkte von A, 

Die Jacobische Kurve eines Netzes von Kurven J setzt sich 
aus einer Kurve des Komplexes und einer festen Kurve zusammen. 
Diese ist der Ort der Riickkehrpunkte von Kurven f des Kom- 
plexes, und ihr Bild ist die parabolische Kurve von F. Sie hat 
die Ordnung 4(2m” — 3) und die Multiplizitét 4(2v — 1) in jedem 
v-fachen Basispunkt, wihrend sie in jedem Punkte C einen Doppel- 
punkt besitzt. 

Diese Eigenschaften finden sich zum Teil bei Clebsch, Math. 
Ann. 1, 253 (1869) und Cayley, ebenda 3, 469 (1871), Papers 
VIII, 388; vollstiindig bei Caporali (a. a. O.). Vgl. auch Bick- 
lund, Stockh. Vet. Akad. Handl. 97, Nr. 9 (1870); Pannelli, 
Rend. Circ. M. 20, 34 (19085). 


Kapitel XV. 


Die Punktkorrespondenzen zwischen algebraischen 
Kurven. 


Von DL. Berzolart in Pavia. 


§ 1. Korrespondenzen zwischen algebraischen Kurven. 
Zeuthensche Formel. 


Hine algebraische Korrespondenz («, 8) zwischen den Punkten 
P, P’ zweier algebraischen Kurven ¢, ¢’, die auch in eine Kurve 
zusammenfallen kénnen, ist definiert durch ein System von alge- 
braischen Gleichungen zwischen den Koordinaten von P und P’, 
die, wenn man P gibt, 6 Punkte P’, und wenn man P’ gibt, 
a Punkte P bestimmen. So werden mit jedem Punkte P von c 
8 Punkte P’ von c’ und mit jedem Punkte P’ von c’ « Punkte P 
von ¢ in Korrespondeng gesetzt; a, B heiBen die Indices der 
Korrespondenz. 

Hine beliebige Korrespondenz (a, 8) laépt sich durch zwet 
Gleichungen zwischen den Koordinaten korrespondierender Punkte 
darstellen, aber diese Gleichungen werden im allgemeinen aufer 
durch die Koordinaten der einander korrespondierenden Punkte 
noch durch die Koordinaten einer endlichen Anzahl anderer fremder 
Punktepaare befriedigt. 

Wenn die Korrespondenz einseitig eindeutig ist (a oder 8 = 1), 
so ist sie nach dieser Seite hin rational. Ist z. B. 8 =1, so lassen 
die Koordinaten von P’ sich als rationale Funktionen der Keo- 
ordinaten von P ausdriicken. Ist die Korrespondenz wechselweise 
eindeutig (« = B = 1), so ist sie birational, d.h. auch die Koor- 
dinaten von P lassen sich als rationale Funktionen der Koordinaten 
von P” ausdriicken. 

In emer Korrespondenz («, B) gwischen zwei Kurven ent- 
sprechen diquivalenten Punktgruppen (Kap. XIV, § 3) der einen 
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Kurve dquivalente Punktgruppen der anderen (Severi, Torino 
Atti 38, 185 (1903); Lezioni, p. 206). 

Bei einer solchen Korrespondenz heiBt Verzweigungspunkt 
auf einer der beiden Kurven ein Punkt, fiir den wenigstens zwei 
der korrespondierenden Punkte zusammenfallen (in einen mehr- 
fachen Punkt der Korrespondenz). Setzt man voraus, daB auf den 
beiden Kurven nur einfache Verzweigungspunkte (fiir die nur zwei 
der korrespondierenden Punkte zusammenfallen) existieren, und 
sind y, 7 ihre Anzahlen, p, p’ die Geschlechter der beiden Kur- 
ven, so hat man die Relation (Zeuthen, Math, Ann. 3, 150 
(1871)): 


(1) y— = 2a(p'— 1) — 268 (p —- 1), 


die fiir « = 6 = 1 das Riemannsche Theorem iiber die Gleich- 
heit des Geschlechtes bei zwei in eindeutiger Korrespondenz ste- 
henden Kurven einschlieBt. 

Hine analoge Formel gilt fiir eine beliebige Korrespondenz 


(a, B): 
ee Sees) = ey 


Hierin muB die Summe auf der linken Seite erstreckt werden 
iiber alle Paare korrespondierender Punkte A, A’ von der Be- 
schaffenheit, daB, wenn sich ein Punkt auf einem Zweige von ¢ 
dem Punkte A unbegrenzt nihert, sich unter den f korrespon- 
dierenden Punkten v’ finden, die sich auf einem Zweige von c’A’ 
unbegrenzt niihern; v ist analog definiert, wenn man die Punkte 
A und A’ vertauscht. Diese Erweiterung riihrt von Halphen 
her, Bull, Soc. M. 5, 7 (1876), vgl. Etude, p. 626; auBerdem 
Zeuthen, Acta Math. 1, 171 (1882); Segre, Ann. di Mat. 
(2) 22, 41 (1894); Bertini, Imtrod., p. 399. Durch An- 
wendung der Analysis situs fanden sie Stouff, Ann. éc. norm. 
(3) 5, 222 (1888); de Paolis, Soc. ital. dei XL Mem. (8) 7, 
124 (1890). 

Die geometrische Deutung der Zeuthenschen Formel gab 
fir B =1 Castelnuovo, Rom Acc. Linc. Rend. (4) 7, 294 
(1891), allgemein Severi, Lomb. Ist. Rend. (2) 36, 495 (1903), . 
vgl. Lezioni, p. 208. Hine unmittelbare Folge aus der Formel 
selbst ist die von H. Weber (J. f. Math. 76, 345 (1873)) ge- 
machte Bemerkung: Hine Korrespondenz zwischen zwei Kurven 
von demselben Geschlecht p > 1, die einseitig cindeutig ist, ist auch 
wechselseitig eindeutig (birational). 
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§ 2. Korrespondenzen zwischen rationalen Kurven. 
Chaslessches Korrespondenzprinzip. 


Sind die Kurven c, ¢ rational, so laBt sich jede algebraische 
Korrespondenz («, 8) zwischen ihren Punkten durch eine einzige 
Gleichung 
(1) f (u,v) =0 
von den Graden «, 6 zwischen den Parametern wu, v ihrer korres- 
pondierenden Punkte darstellen. Fir «a = 6 = 1 hei®t die Kor- 
respondenz (in Erweiterung eines fiir gerade Linien geltenden 
Satzes) projektiv. 

Die Korrespondenz ist festgelegt, wenn «8 + « + 6 Paare 
entsprechender Punkte gegeben sind. Auf ¢ liegen 2 «(6 — 1), 
auf ¢ 26(«—1) Verzweigungspunkte. 

Wenn c mit c zusammenfallt und man die Parameter wu 
und v in der gleichen Weise bestimmt, so ergeben sich die Koin- 
zidenzelemente, die mit einem ihrer korrespondierenden Elemente 
zusammenfallen, fiir « = v, somit folgt: 

Eine algebraische Korrespondenz (a, 8) auf eimer rationalen 
Kurve besitet a + 6 Koinzidenzpunkte, wenn nicht jeder Punkt 
der Kurve ein Koinzidenzpunkt ist. 

Dieses Korrespondenzprinzip wird gewoéhnlich nach Chasles 
benannt, weil dieser es zuerst formuliert hat, C. R. 58, 1175 
(1864), aber schon vorher hatten verschiedene Anwendungen da- 
von gemacht: de Jonquiétres, Mélanges de géom. pure 1856, 
Chap. 4, J. de Math. (2) 6, 113 (1861) und Cremona, Jntro- 
duzione (1863), n. 83, 87, 98, 106, 116, 117, Now. Ann. (2) 3, 
26 (1864). Fir die Geschichte des Prinzips vgl. Segre, Bibl. 
Math. (2) 6, 33 (1892). 

Die Bedeutung des Prinzips besteht darin, daB es erlaubt, die 
Anzahl der Koinzidenzen allein aus den Indices abzuleiten. Es 
besteht aber als einfache Anwendung des Fundamentalsatzes der 
Algebra nur dann, wenn jeder Koinzidenzpunkt mit der gehérigen 
Multiplizitadt gerechnet wird, und in der Bestimmung dieser 
Multiplizitét besteht die Schwierigkeit seiner Anwendung. Hine 
himreichende Bedingung dafiir, da& ein Punkt wenigstens doppelt 
zu zihlen ist, findet sich darin, daB der Punkt, ob man ihn zur 
einen oder anderen der zwei iibereinanderliegend zu denkenden 
Kurven rechnet, beidemal mit zwei seiner entsprechenden Punkte 
zusammenfillt. Die Bedingung ist auch notwendig, wenn die 
Korrespondenz imvolutorisch ist (d. h. die Gleichung (1) sich bei 
Vertauschung von « und v nicht dndert); es gentigt dann aber 
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auch, zu sagen: der Punkt mug mit zwei seiner entsprechenden 
Punkte zusammenfallen, da ihm dieselben Punkte entsprechen, ob 
man ihn zur einen oder anderen der beiden tibereinanderliegenden 
Kurven rechnet. 

Denkt man sich die Korrespondenz («, 8) auf eine Gerade 
libertragen, so hat Zeuthen, Bull. Sc. WM. 5, 186 (1873), fol- 
gende Regel gegeben, die in jedem Falle genau die Multiplizitat 
eines Koinzidenzpunktes U liefert: diese ist gleich der Summe der 
Ordnungen des Unendlichkleinen aller Strecken PP,’, PP,,..., 
die von einem Punkte P der Geraden, dessen Abstand von U un- 
endlich klein von der ersten Ordnung ist, und seinen entsprechenden 
Punkten P,’, P,’,... begrenzt werden. 

Zum Vorstehenden ygl. noch Em. Weyr, Beitrdge zur Kurven- 
lehre 1880; R. Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Linien- 
geom. 1, 1892, 8.16; Die Lehre v. d. geom. Verwandtschaften I, 
1908, 225; Bertini, Introd., p. 202, 391. Uber die Korrespon- 
denzen (1, 2) und deren Anwendung auf c, mit Doppelpunkte vel. 
Em. Weyr, Th. d. mehrdeutigen geom. Elementargebilde, 1869, 
und Pittarelli, Rom Acc. Linc. Mem. (4) 3, 375, 401 (1886). 
Die Korrespondenzen (a, 8) sind formentheoretisch von Peano, 
Torino Atti 17, 73 (1881), Giorn. di mat. 20, 79 (1882), studiert 
worden; die (2, 2) von Capelli, Giorn. di mat. 17, 69 (1879). 


§ 3. Korrespondenzen zwischen Kurven von beliebigem 
Geschlecht. Das Cayley-Brillsche Korrespondenzprinzip. 


Von den algebraischen Korrespondenzen (a, 8) auf einer 
Kurve c vom Geschlecht p sind insbesondere die untersucht worden, 
die sich durch eine einzige Gleichung zwischen den Koordinaten 
homologer Punkte P, P’ darstellen lassen, wobei die Gleichung, 
wenn P gegeben ist, nur fiir die 6 entsprechenden Punkte P’ und 
auBerdem eventuell fiir gewisse feste Punkte von ¢ und den Punkt 
P selbst, eine bestimmte Anzahl y (> 0)-mal gezihlt, erfiillt ist. 

Diese Bedingung liBt sich auch anders ausdriicken. Im all- 
gemeinen bewegt sich, wenn P auf ¢ wandert, die Gruppe der 
8 korrespondierenden Punkte nicht in einer linearen Schar der 
Ordnung 8. Hs kann aber geschehen, daf die Gruppen, die sich 
aus den 8 dem Punkte P korrespondierenden Punkten P’ und 
dem y-mal gezihlten Punkte P selbst zusammensetzen, innerhalb 
einer (von P unabhingigen) linearen Schar der Ordnung 6 + y 
variieren. Das ist aber gerade der oben ins Auge gefaBte Fall. 
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Das Cayley-Brillsche Korrespondenzprinzip sagt dann aus, 
daB bei einer solchen Korrespondenz 


u=a+ P+ 2yp 


Koingidenzclemente existieren. 

Diese Formel ist zuerst von Cayley, C. R. 62, 586 (1866), 
Lond. Math. Soc. Proc. 1, 1 (1866), Papers V, 542, VI, 9, ge- 
funden worden, unmittelbar darauf hatte Chasles, C. R. 62, 
579 (1866), sein Korrespondenzprinzip auf beliebige rationale 
Kurven angewandt. Den ersten vollstindigen Beweis fiir die 
Cayleysche Formel hat Brill, Math. Ann. 6, 33 (1873), auf 
algebraischem Wege gegeben, mehr geometrisch ibid. 7, 607 
(1874) und mit weiteren Entwicklungen ibid. 31, 374 (1888), 
36, 321 (1890); s. auch F. Junker, Diss. Tiibingen 1889. Brill 
hat die Zahl y die Wertigkeit der Korrespondenz genannt und ihre 
algebraische Bedeutung festgelegt. Hinen anderen analytisch-geo- 
metrischen Beweis der Formel gab Bobek, Wien Ber. 93, 899 
(1886); einen iiberriumlichen Segre, Introd. § 12; einen trans- 
zendenten Lindemann, J. f. Math. 84, 300 (1878) (vgl. Clebsch- 
Lindemann, S. 441, 678, 720); abziihlende Beweise Schubert, 
Kalkiil § 18 und Zeuthen, Math. Ann. 40, 99 (1892), der 
hier seine (am Ende von § 2 angegebene) Regel auf Kurven be- 
liebigen Geschlechts iibertragen hat; s. auch Severi, Torino Mem. 
(2) 50, 82 (1901), wo auBerdem die Zahl der zyklischen Gruppen 
von gegebenem Index bestimmt ist. 

In den Anwendungen, besonders auf das Beriihrungsproblem 
(s. vor. Kap., § 10) bietet sich haufig der Fall dar, daB bei der 
Korrespondenz (w, 8) die Gruppe der 8 Punkte P’, die einem 
Punkte P zugeordnet sind, aus (, 4,-fachen Punkten besteht, die 
P in einer Korrespondenz (c,, 8,) mit «, Koinzidenzen zugeordnet 
sind, aus weiteren f, 4,-fachen Punkten, die P in einer Korrespon- 
denz (a, B,) mit w#, Koinzidenzen entsprechen usw. Dann erhilt 
man die Formel: 


Ay CA CS, a B;) + Ag (ut, OO aa Bs) Gaye aes 


die auch von Cayley (I. c.) herriihrt. Dieser hat sie auf die Be- 
stimmung der Kurven, die mit einer gegebenen verschiedene Be- 
riihrungen haben, und der Dreiecke, die gegebenen Kurven ein- 
und umschrieben sind, angewendet (Philos. Trans. 158, 145 (1868), 
161, 369 (1871), Papers VI, 263, VIII, 212). Fir das erstere 
Problem vgl. auch die zitierte Arbeit von Brill, Math. Ann. 6, 
46 (1873), dieser hat hier und ebenda 4, 510 (1871), 7, 611 
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(1874) auch die Zahl der Paare von Punkten bestimmt, die ein- 
ander gleichzeitig in zwel Korrespondenzen (ce, 8), Ge B’) yon 
den Wertigkeiten y,y entsprechen: diese Zahl ist « 8’ + a’B 
— 2779p. 


§ 4. Das Hurwitzsche Korrespondenzprinzip. 


Die Bestimmung und Untersuchung aller algebraischen Kor- 
respondenzen, die auf irgend einer algebraischen Kurve existieren, 
verdankt man Hurwitz, Math. Ann. 28, 561 (1887), der sich 
transzendenter Methoden bediente, indem er zum Ausgangspunkte 
die Darstellung der allgemeinsten Korrespondenzen (a, 6) auf 
einer Kurve ¢ vom Geschlecht p > 0 durch das Verschwinden 
eines Thetaquotienten wihlte. 

Wenn 0,,...,0, die « Punkte von ¢ sind, die einem und 
demselben Punkt o’ entsprechen, und w,,..., #, linear unabhiingige 
Integrale erster Gattung, die zu ¢ gehéren, bedeuten, so hat man 
die Relationen: 


@ DP 
(1) Dro, =D) +m 43-0 
r= C= 


in diesen sind x,,, 7, Konstante, von denen die ersteren ftir die 
Korrespondenz charakteristisch sind, wihrend die letzteren un- 
wesentlich, nimlich von der Wahl der additiven Konstanten in 
den Integralen wu abhingig sind. 

Setzt man, was erlaubt ist, die Integrale w so normiert 
yoraus, daB die folgende Tabelle der Periodizitiétsmoduln gilt: 


Uy) eae Sed eyelid 8 lt A aaa Maa 
U OP Ra ie Oe T 

2) 21 2p Cin= ei), 
Up) OMT ae ee - i ool s aay 


dann berechnen sich die =,, mit Hilfe der folgenden, aus (1) ab- 
geleiteten linearen Gleichungen: 


Pp 
a 
7 py = Nyy + ee 
j= 1 et Fis mene 
(2) ; (hy b= 1,28, .. 40) 


P 
iti = Ff; + 2 Git: 
¢=1 = 


in denen die h, g, H, G ganze Zahlen bezeichnen. Eliminiert man 
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daraus 7,,, 80 entstehen die folgenden p” quadratischen Beziehun- 
gen zwischen den %;,: 


Dp PP p 
(3) ans T+ 2 290%) = nt 2G, 1g, bo PE Eee 
i= i=1 j= i= 


Wenn diese durch die Perioden Uy identisch erfiillt werden, 
so da 


FOS Tig etme a Gay merge ee 


gesetzt werden kann und alle anderen Zahlen g, h, G, H ver- 
schwinden, dann nehmen die Gleichungen (1) die Form an 


(4) > U,(0,) + 7+ u4 (0) = %, (F=1,2,.. 47). 
r=1 


In diesem Fall spricht man yon einer Wertigkeits-Korrespondenz 
mit der Wertigkeit y (20). 

Die geometrische Deutung dieser Gleichungen flieBt aus dem 
Abelschen Theorem und fallt fir y > 0 zusammen mit der, von 
der wir ausgegangen sind, wihrend sie fiir y< 0, wenn man 
—y=y' setzt und mit 7 und qy,...,q, eimen von 0’ verschie- 
denen Punkt und seine « entsprechenden Punkte bezeichnet, darin 
besteht, daB die Gruppe, die von dem »’-mal gezihlten Punkte o’ 
und q,,-.-,%, gebildet wird, Squivalent ist zu der, die der »’-mal 
gezihlte Punkt q’ mit 0,,..., 0, bildet. 

Wenn hingegen die Gleichungen (3) sich nicht alle auf 
Identitiiten reduzieren, sondern wirkliche Gleichungen zwischen 
den Perioden darstellen, so heiBt die Korrespondenz eine singuliire, 
eine solche ist nur auf einer Kurve mit spezialisierten Moduln 
(Kap. XIV, § 8), einer sog. singuldren Kurve, moglich. 

Es ergibt sich so, daB auf einer nicht-singuldren Kurve (mit 
allgememen Moduln) nur Wertigkeits-Korrespondenzen miglich sind. 

Hurwitz hat dieses Resultat dahin vervollstiindigt, daB auf 
jeder singuldren Kurve auch wirklich, neben gewohnlichen, immer 
smguldre Korrespondenzen existieren. 

In jedem Falle erhalt man alle auf der Kurve existierenden 
Korrespondenzen, indem man die Gleichungen (2) auflést. Hur- 
witz hat gezeigt, da’ man die Gleichung irgend einer Korrespon- 
denz aus den Gleichungen einer gewissen endlichen Anzahl u von 
geeignet gewiihlten Korrespondenzen durch Multiplikation zu- 
sammensetzen kann, Je nachdem w =1 oder uw >1, hat man 
eine Wertigkeits- oder singulire Korrespondenz. 
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Fir die Anzahl der Koinzidenzen hat Hurwitz in jedem 
Falle die beiden Ausdriicke gefunden 


P 
we pe ahi + Ges) 
aw B+ Ody + Cgdg + ++ Oy higs 


in dem ersten sind h,,, G,,; die oben eingefithrten Zahlen, in der 
zweiten sind ¢,,.. -»¢, und 4,,...,4, ganze Zahlen, von denen 
die ersteren allein von der Natur dec ‘Kurve, die letzteren allein 
von der Korrespondenz abhingen. Fiir eine Wertigkeits-Korres- 
pondenz reduzieren sich beide ‘Ausdracke auf a + B + 2yp, was 
(fiir y > 0) der Cayley-Brillsche Ausdruck ist. 

Wenn eine Korrespondenz das Produkt mehrerer Wertig- 
keits-Korrespondenzen (0, 8,), (0, By), - «+; (@, B,) mit den (be- 
liebigen) Wertigkeiten y,, y2,..., y, ist, so ist die Anzahl ihrer 
Koinzidenzpunkte 


04%... & + By By... By + oe ieee 2PV1Va +++ Vee 


Daraus folgt, da® die Brillsche Formel wf’ + «8 — 2yy'p fiir 
die Anzahl der gemeinsamen Punktepaare zweier Korrespondenzen 
(a, B, y), («, B, y’) fiir alle Wertigkeits-Korrespondenzen gilt. 

Eine Darstellung des wesentlichen Inhaltes der Hurwitz- 
schen Arbeit findet man bei Klein-Fricke, Theorie d. ellipt. 
Modulfunktionen II, 1892, 8. 518; Baker, Abels theorem and 
the allied theory, Cambr. 1897, p. 639. 

Die allgemeine Theorie der Korrespondenzen hat auf geo- 
metrische Weise Severi aufgebaut, Torino Mem. (2) 54, 1 (1903), 
Lezioni, p.199, der zuerst Wertigkeits-Korrespondenzen (auf Grund 
der oben gegebenen geometrischen Definition) betrachtete und fiir 
alle Faille die durch die Gruppe der Koinzidenzpunkte bestimmte 
lineare Schar ermittelte. Z.B. ergibt sich, da fiir ein beliebiges y 
die Korrespondenzformel «+ 8 + 2 yp die zahlmaBige Interpretation 
des folgenden geometrischen Satzes ist: Die Gruppe der Koinzi- 
denzpunkte ist dgquivalent der Summe der Gruppen, die die einem 
Punkte P in der gegebenen und in der inversen Korrespondeng ent- 
sprechenden Punkte enthalten, zusammen mit y kanonischen Gruppen 
(Kap. XIV, § 4 Anf.) und dem 2y-mal gezdhiten Punkte P. 
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§ 5. Algebraische Scharen von Punktgruppen auf 
einer algebraischen Kurve. Involutionen. 


Die Hurwitzschen Sitze, auf eine einseitig rationale Korre- 
spondenz («, 1), «> 1, zwischen zwei Kurven c, c’ angewandt, 
ergeben, dab, wenn ¢ nicht singuldér und vom Geschlecht p > 1 ist, 
é rational sein mup. 

Man nennt (vor. Kap. § 2) Involution von der Ordnung n und 
Stufe oder Dimension r auf einer algebraischen Kurve eine aus 
Gruppen von ” Punkten zusammengesetzte algebraische Schar von 
der Art, daB r allgemeine Punkte der Kurve einer und nur einer 
Gruppe angehdren. Ist dann eine Korrespondenz (@, 1) zwischen 
c und ¢’ gegeben, so durchlaufen, wenn ein Punkt auf c’ wandert, 
seine « entsprechenden Punkte auf ¢ die Punktgruppen einer Jn- 
volution von der Stufe 1 und der Ordnung «, die rational heiBt, 
wenn das Geschlecht p’ von c = O ist, und trrational, vom Ge- 
schlecht p', wenn p’ > O sein sollte. 

Der voranstehende Lehrsatz 14Bt sich demnach auch so formu- 
lieren: auf einer nicht singuldren Kurve vom Geschlecht p > 1 ist 
jede Involution der Stufe 1 und Ordnung « > 1 rational, oder eine 
lineare Schar g,,. 

Ein anderer wichtiger Satz lautet: Auf einer algebraischen 
Kurve kann nicht ein unendliches, kontinuierliches System von ein- 
stufigen wrrationalen Involutionen existieren. 

Hieraus leitet sich eine charakterische Eigenschaft der mehr- 
fach unendlichen (7 > 1) linearen Scharen g” ab: Auf einer 
algebraischen Kurve ist eme Involution von der Ordnung n und 
Dimension + > 1 entweder eine lineare Schar g* oder man erhéilt 
sie (wenn die Kurve vom Geschlecht p > 0 ist), indem man auf 
alle méglichen Arten die Punktgruppen einer einstufigen irrationalen 
Involution zur und r zusammenfapt. Auf einer rationalen Kurve 
ast gede Inwolution rational. 

Diese Higenschaften sind mit Hilfe Abelscher Integrale be- 
wiesen worden von Castelnuovo, Torino Atti 28, 727 (1893); 
Humbert, J. de Math. (4) 10, 169 (1894) (die vorletzte war 
aber implizite in einem Satz von Painlevé, Amn. éc. norm. (3) 
8, 185 (1891), enthalten); ein anderer transzendenter Beweis bei 
Castelnuovo und Enriques, Amn. éc. norm. (3) 28, 345 (1906); 
vgl. Severi, Lezioni, p. 340. Algebraische Beweise gaben de Fran- 
chis, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 121, 303 (1903); R. Torelli, Ven. 
Ist. Atti 67°, 831 (1908). 

Hinige Siatze tiber einstufige irrationale Involutionen bei 
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Castelnuovo, Rom. Acc. Line. Rend. (4) 77, 294 (1891), der wa. 
den Riemann-Rochschen Satz auf diese Involutionen ausgedehnt 
hat; Amodeo, Ann. di Mat. (2) 20, 227 (1892). Fiir den Fall 
einer hyperelliptischen Kurve siehe R. Torelli, Rend. Cire. M. 
19, 297 (1905). 

In den letzten Jahren hat man angefangen, allgemeiner die 
r-stufigen algebraischen Scharen von der Ordnung m auf einer 
Kurve f vom Geschlecht p zu untersuchen. Es hei®t dann Index 
der Schar die Anzahl y ihrer (aus m Punkten bestehenden) Punkt- 
gruppen, die r allgemein auf f gegebene Punkte enthalten. Fir 
vy = 1 erhilt man die Involutionen. 

Enriques, Rend. Circ. M. 10, 30 (1895), hat bewiesen, daB, 
wenn eine solche Schar rational ist (d. h. ihre Punktegruppen sich 
wechselweise eindeutig auf die Punkte eines linearen Raums von 
r Dimensionen beziehen lassen), ihre Punktgruppen untereinander 
aquivalent sind, mit anderen Worten, die Schar ist entweder eine g* 
oder in einer linearen g* (s > .r) enthalten. Vgl. Severi, Lezioni, 
p. 205. 

Castelnuovo, Rom. Acc. L. Rend. (5) 151, 337 (1906), hat 
ein Kriterlum dafiir angegeben, ob eine algebraische irreduzible 
einstufige Schar von der Ordnung m und dem Index v aus 4qui- 
valenten Gruppen besteht. Es ergibt sich, daB eine solche Schar 
hichstens 2v(n + p — 1) Doppelpunkte besitet und das Maximum 
dann und nur dann erreicht wird, wenn die Schar in einer linearen 
Schar (der Ordnung n) enthalten ist. Dies Kriterium ist auf mehr- 
fach unendliche Scharen ausgedehnt worden von R. Torelli, Yo- 
rino Atti 42, 86 (1907). 

Castelnuovo hat sein Kriterium angewandt, um den folgen- 
den von Severi, Anm. di Mat. (3) 12, 55 (1906), auf transzen- 
dentem Wege gefundenen Satz — der eine wesentliche Rolle spielt 
in den neuesten Untersuchungen itiber die Geometrie auf einer 
algebraischen Fliche — geometrisch zu beweisen: Wenn eine 
algebraische einstufige irreduzible Schar von der Ordnung n und 
dem Index v so beschaffen ist, dap die Gesamtheit threr v Punkt- 
gruppen, die eimen Punkt P der Kurve enthalten (inkl. den v-mal 
gezthlten Punkt P), beim Verindern von P sich in ciner linearen 
Schar der Ordnung nv bewegi, dann sind alle Punktegruppen der 
Schar dquivalent. Vgl. Severi, Lezioni p. 240. Andere Anwen- 
dungen des Kriteriums bei Severi, Ven. Ist. Atti 657, 625 (1906). 

Die Beweise der vorstehenden Satze griinden sich auf eine 
wichtige Formel von Schubert, die sich bei Segre, Rom. Ace. 
L. Rend. (4) 37, 3, 149 (1887), Introd. § 13, findet, sie bildet 
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auch das Fundament fiir die Behandlung der Geometrie auf einer 
algebraischen Kurve mit rein geometrischen Hilfsmitteln (den 
Uberriumen). Sind auf einer Kurve vom Geschlecht p eine g/ 
und eine rationale oder irrationale, einstufige Schar y von der 
Ordnung m und dem Index v gegeben und wird vorausgesetzt, 
daB eine allgemeine Gruppe von y k + 1(<r) unabhingige Be- 
dingungen den Punktgruppen g’, die sie enthalten sollen, auferlegt, 
dann liefert die in Rede stehende Formel die Anzahl z der Gruppen 
von y, die & + 1 den Gruppen von g,, nur k Bedingungen auf- 
erlegende Punkte enthalten, in dem folgenden Ausdruck: 


(1) e—nv("7 )-54G 3) ~eQ a) 


wobei d die Zahl der Doppelpunkte von y bedeutet und uw die 
Zahl der Gruppen von y, die in einer (nicht alle Gruppen yon y 
als einen Teil in sich schlieBenden) g* von g’ enthalten sind. 
Einen einfachen Beweis, der aus der Korrespondenztheorie ge- 
nommen ist, findet man bei Severi, Lezioni, p. 236, wiederholt in 
Padova Atti e Mem. 24, 137 (1908). Die Ausdehnung auf ein 
mehrfach unendliches System y, mit abzihlenden Anwendungen, bei 
R. Torelli, Ven. Ist. Atti 677, 1323 (1908). Insbesondere liefert 


(1) die Anzahl 
m—1 1 d m — 2 
nv( r ) ieee (Fas) 
der Gruppen von r + 1 Punkten, die g’ und y gemein haben. 


§ 6. Birationale Transformationen einer Kurve in sich. 


Eine irreduzible rationale Kurve gestattet oo® birationale 
Transformationen in sich, die eine kontinuierliche Gruppe mit 3 
Parametern bilden. Es sind dies die Projektivititen, die sich 
zwischen den Punkten der Kurve aufstellen lassen. 

Eine elliptische Kurve gestattet co' birationale Transforma- 
tionen im sich. Diese bilden eine gemischte Gruppe, in welcher 
die Transformationen zweiter Art (vgl. u.) eine kontinuierliche 
Gruppe mit einem einzigen Parameter bilden, wahrend die erster 
Art, d. h. die Gis keine Gruppe fiir sich bilden. 

Hine Kurve vom Geschlecht p>>1 kann nur eine endliche 
Anzahl von birationalen Transformationen in sich gulassen. Fiir 
dies Theorem vgl. zunichst H. A. Schwarz, J. f. Math. 87, 139 
(1875), Mbhendign. II, 285; WeierstraB, Werke II, 285; F. Kleine 
Uber Riemanns There a alg. Funkt. 1882 Ries 64 aa Brief an 
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Poincaré 1882 (Poincaré, Acta Math. 7, 12 (1885)). Andere 
Beweise bei Hettner, Gdtt. Nachr. 1880, 8.386; Noether, Math. 
Ann. 20, 59 (1882), 21, 138 (1883); Picard, J. de Math. (4) 
5, 119 (1889), Bull. Soc. M. 21, 1 (1893), Traité, p. 479; Segre, 
Introd. § 21; Severi, Lezioni, p. 182. 

Das Problem, alle algebraischen Kurven mit eindeutigen 
Transformationen in sich zu bestimmen, hat Hurwitz behandelt, 
Math. Ann. 32, 290 (1888), 41, 403 (1893); er hat bewiesen, 
da8 fiir p > 1 solche Kurven entweder hyperelliptisch oder singu- 
lar sind (§ 4), tiberdies daB® die Zahl der Transformationen, wo 
sie existieren, < 84 (y — 1) und eine jede notwendig periodisch 
mit einer Periode < 10 (py —1) sein muf. Wenn sie nicht die 
Identitat ist, hat sie eine Anzahl < 2p + 2 von Koinzidenzpunkten. 
SchlieBlich kann man jede Kurve, die eine eindeutige Transforma- 
tion in sich von der Periode » zuliBt, darstellen durch eine 
Gleichung, in der eine der beiden Verinderlichen nur in Potenzen, 
deren Exponent durch  teilbar ist, vorkommt. Fiir den Wert 
der Periode hat Wiman, Stockh. Bihang 21, 4 (1895), die obere 
Grenze 2(2p + 1) angegeben, die niedriger ist als die Hurwitz- 
sche Zahl. 

Man beachte, daB der Schwarz-Kleinsche Satz und der 
Satz von der Periodizitit der Transformationen auseinander folgen; 
den ersteren hat Hurwitz, Math. Ann. 41, 406 (1893), auch aus 
der Maximalzahl der Koinzidenzpunkte abgeleitet. 

Betrachten wir insbesondere den Fall py = 1, d.h. die biratio- 
nalen Korrespondenzen auf einer elliptischen Kurve. Aus den 
Formeln des § 4 folgt, daB wenn man u(0) = u, u(o’) = w’ setzt, 
die gewéhnlichen birationalen Korrespondenzen durch 


(1) u = + u- const. 

gegeben werden, die singuldren dagegen durch die Gleichungen 
(2) u = + iu -+ const. 

und 

ey w= +eut const, w= + e?u + const, 


wo 1=V—1 und ¢ eine imaginire dritte Einheitswurzel be- 
zeichnet. 

Man erhilt (2) oder (3), wenn sich durch geeignete Wahl der 
Perioden ihr Verhiltnis zu i oder ¢ machen lift. Im ersteren 
Fall hei8t die Kurve harmonisch, im letzteren dquianharmonisch. 

Pascal, Repertorium. Il. 2. Aufl. 23 
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An geometrischen Darstellungen der gewdhnlichen Korrespon- 
denzen vgl. vor allem Em. Weyr, Wien. Ber. 87, 837 (1883), 
88, 436 (1884) und Segre, Math. Ann. 2%, 296 (1886), wo sich 
viele bibliographische Nachweise finden. Eine geometrische voll- 
stindige Untersuchung der birationalen, gewdhnlichen und simgu- 
léren, Korrespondenzen gaben Segre, Torino Ati 24, 734 (1889); 
S. Kantor, Napoli Atti (2) 1 (1888), Torino Atti 29, 9 (1894). 

Es ergibt sich, daB zwei willkiirliche Punkte der elliptischen 
Kurve sich als ein Paar entsprechender Punkte fiir eine birationale 
Korrespondengz der Kurve in sich annehmen lassen, und solcher 
Korrespondenzen gibt es zwei, wenn die Kurve nicht singular ist, 
vier, wenn sie harmonisch, sechs, wenn sie dquianharmonisch ist. 

Die gewihnlichen Korrespondenzen sind die g, und ihre Pro- 
dukte. Je nachdem das Produkt eine ungerade oder gerade Anzahl 
von Faktoren enthilt, heiBt die Korrespondenz von der ersten Art 
(und ist eine g3) oder von der zweiten Art. Im ersteren Falle hat 
sie vier Koinzidenzpunkte, im letzteren Falle hat sie keinen oder ist 
die Identitét. Die beiden Falle bekommt man aus (1) durch 
Trennung des Vorzeichens von wu. 

Jede Transformation zweiter Art ist das Produkt von zwei 
solehen erster Art, von denen man eine beliebig wahlen kann. 
Wahrend die Transformationen erster Art alle involutorisch sind, 
sind es unter denen zweiter Art nur drei: auBer diesen gibt es 
keine involutorischen Transformationen der Kurve in sich. Die 
Transformationen erster Art sind rational, die zweiter Art elliptisch. 

Die singuldren Korrespondenzen auf einer harmonischen 
Kurve haben zwei Koinzidenzpunkte und sind zyklisch mit der 
Periode vier. Diejenigen auf ciner dquianharmonischen Kurve 
haben entweder drei Koinzidenzpunkte und sind zyklisch mit der 
Periode drei, oder sie haben einen einzigen Koinzidenzpunkt und 
sind eyklisch mit der Periode sechs. 

Die singuliren birationalen Korrespondenzen auf einer ellip- 
tischen Kurve sind eng verbunden mit der Theorie der komplexen 
Multiplikation elliptischer Funktionen, wie diejenigen auf einer 
Kurve vom Geschlecht p > 1 mit der gleichen Theorie fiir die 
Abelschen Funktionen. Vgl. H. Weber, Math. Enzykl. I 2 (C 6, 
S. 716). 

Die Theorie der wechselweise eindeutigen Korrespondenzen 
zwischen den Punkten einer elliptischen Kurve hat Castelnuovo 
erweitert, Lomb. Ist. Rend. (2) 25, 1189 (1892), indem er auf 
einer Kurye yom Geschlecht » mit allgemeinen Moduln die ein- 
eindeutigen Korrespondenzen zwischen Gruppen von p Punkten be- 
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trachtete. Diese sind von zwei Arten: die eine Art findet man, 
indem man auf der Kurve eine der unendlich vielen nicht-spe- 
zialen gf, festlegt und zwei Gruppen von je p Punkten, die zu- 
sammen eine Gruppe der gf, bilden, einander entsprechen 1aBt. 
Die andere Art findet man, indem man das Produkt einer geraden 
Anzahl von Korrespondenzen der ersten Art bildet. 

Scorza, Torino Atti 35, 443, 765 (1900), 86, 610 (1901), 
42, 1080 (1907), hat auf einer Kurve vom Geschlecht p mit all- 
gemeinen Moduln die Korrespondenzen (p, p) untersucht und diese 
insbesondere auf die ebenen Kurven 4. Ordnung angewendet. 

Uber hyperelliptische Kurven, die birationale Transforma- 
tionen in sich zulassen, siche 8. Kantor, Rend. Cire. M. 9, 65 
(1895); tiber dieselben und die vom Geschlecht p = 3, 4, 5, 6 
vgl. Wiman, Stockh. Bihang 21*, Nr. 1, 3 (1895). 

Bolza, Am. Jowrn. 10, 47 (1888), Auszug Math. Ann. 30, 
546 (1887), hat die Kurven vom Geschlecht p = 2 mit biratio- 
nalen Transformationen in sich vollstiindig untersucht, indem er 
die Gruppen dieser Transformationen und die projektiven und 
transzendenten Invarianten der zugehérigen Kurven bestimmte. 

Zum Schlu8 wollen wir noch auf die arithmetischen Unter- 
suchungen von Poincaré, J. de Math. (5) 7, 161 (1901), tiber 
ebene algebraische Kurven, die durch eine Gleichung mit ratio- 
nalen Koeffizienten dargestellt werden, hinweisen. Hier sind die 
birationalen Transformationen mit rationalen Koeffizienten, die 
die Kurve in sich iiberfiihren, behandelt. Fiir die Aquivalenz 
zweier Kurven treten auSer dem Geschlecht bestimmte andere 
charakteristische Invarianten auf. Der besondere Fall der Kurven 
3. Ordnung ist von B. Levi, Torino Atti 41, 739 (1906), 438, 
99, 413, 672 (1908), ausgefiihrt worden. 


23* 


Kapitel XVI 


Algebraische Korrespondenzen zwischen zwei Ebenen. 


Von L. Berzolari in Pavia. 


§ 1. Rationale und birationale Transformationen. 


1. Allgemeine Bemerkungen iiber rationale Transformationen. 
Wenn 2, %, %, und %,', x’, %,, die homogenen projektiven Koor- 
dinaten zweier Punkte # und a’ in zwei Ebenen & und &’ sind, so 
wird durch die Formeln 


(1) eu; al Acre 5 a) (i= 1, 2, 3), 
in denen @ einen Proportionalititsfaktor bezeichnet und f,, fo, fs 
drei Terniirformen derselben Ordnung » ohne gemeinsame Teiler 
bedeuten, einem allgemeinen Punkte x von € ein und nur ein 
Punkt a’ von & zugeordnet und einem allgemeinen Punkte 2 von 
& eine endliche Anzahl D (1) von Punkten x der Hhbene &. 
Nur wenn die f; sich als Bindrformen derselben Ordnung yon 
zwei anderen Formen der x; auffassen lassen, bleibt, wenn man x 
sich in der Ebene § veriindern laBt, x’ in &’ auf einer (rationalen) 
Kurve. 

Bei AusschlieBung dieses Falles ergibt sich zwischen x und 
a eine algebraische Beziehung von den Indizes 1, D, welche 
eine Geen Beil bt aheibe eu sie in nicht homogeted 


x 
Koordinaten 7 = Ao! = zi ud aw =+,y= 2, sich aus- 


driickt, indem man x, y’ zwei nae ees (mit nicht 
identisch verschwindender Funktionaldeterminante) von 2, y 
gleichsetzt. 

Die Transformation heiBt doppelt, dreifach, ..., wenn 
D = 2, 3,...; die Ebene & heiBt die einfache, & D-fache Ebene 
der Transformation. 

Verindert man 2’ in &’, so durchlaufen die D entsprechen- 
den Punkte w in § eine Involution vom Grade D (vgl. Kap. XIII, 
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§ 3), die zu der Transformation konjugiert heiBt. Ebenso hei8en 
die Punkte einer Punktgruppe der Involution zueinander kon- 
jugrert. 

Den Geraden von &’ entsprechen in & die Kurven des Netzes 
|f| vom Grade D: 


Af, (2) te defo (a) 5p As fy (x) —a0n 


Fundamentalpunkte von § heifen die Basispunkte dieses Netzes. 
Wenn «x in einen dieser Punkte, A, fallt, so liefern die Glei- 
chungen (1) keine bestimmten Werte fiir die Koordinaten a; des 
entsprechenden Punktes, vielmehr ergibt sich, wenn man 2 sich 
A kontinuierlich — aber in Richtungen, die nicht mit denen der 
eventuellen festen Tangenten von |f| in A zusammenfallen, — 
nahern la8t, daB den Punkten der unmittelbaren Umgebung von 
A die Punkte einer rationalen Kurve in & entsprechen; diese 
heiBt Fundamentalkurve, und ihre Ordnung ist gleich der Anzahl 
der verdnderlichen Tangenten, welche die Kurven von |f| in A 
besitzen. Wenn also alle Tangenten dieser Kurven in A fest 
sind, so entspricht der unmittelbaren Umgebung von A ein ein- 
ziger Punkt in &’. 

2. Allgemeine Eigenschaften der birationalen (Cr emonaschen) 
Transformationen. Wird D=1 und somit |/| ein homaloidisches 
Netz (s. Kap. XI, § 3), so heiBt die Beziehung zwischen £ und &’ 
birational, weil die nicht homogenen Koordinaten eines Punktes 
in jeder der beiden Ebenen sich als rationale Funktionen der 
Koordinaten der entsprechenden Punkte in der anderen Ebene 
ausdriicken lassen. Diese Korrespondenzen werden auch nach 
Cremona benannt, weil Cremona sie zuerst in ihrer vollen All- 
gemeinheit untersucht hat, Bologna Mem. (2) 2, 621 (1863), 
5, 3 (1864) oder Giorn. di mat. 1, 305 (1863), 3, 269, 363 
(1865). . 

Den Geraden jeder der beiden Ebenen entsprechen in der 
anderen die Kurven eines homaloidischcn Netzes und die Beziehung 
ist projektiv, insofern einem Strahlenbtischel der ersten Ebene stets 
ein zu ihm projektives Kurvenbiischel in der anderen Ebene zu- 
geordnet ist. Die homaloidischen Kurvennetze in den beiden 
Ebenen sind von derselben Ordnung; diese Ordnung heift die Ord- 
_ nung der Transformation. 

Um demnach eine birationale Beziehung zwischen zwei Ebenen 
herzustellen, gentigt es, die Geraden der einen Ebene projektiv 
auf die Kurven eines homaloidischen Netzes in der anderen Ebene 
za beziehen; dann entspricht einem allgemeinen Strahlenbtischel 
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in der ersten Ebene ein Kurvenbiischel in der zweiten Ebene, die 
Basispunkte desselben sind alle bis auf einen feste Punkte, und 
der eine verinderliche Punkt ist der dem Biischelscheitel in der 
anderen Ebene zugeordnete Punkt. 

Fundamentalpunkte der Transformation in den beiden Ebenen 
sind die Basispunkte der homaloidischen Netze, und /undamental- 
kurven heiBen die in der bereits erdrterten Weise der unmittel- 
baren Umgebung eines Fundamentalpunktes der einen Ebene ent- 
sprechenden Kurven der anderen Ebene. 

Jede Fundamentalkurve ist rational, und ihre Ordnung ist 
gleich der Multiplizitat des zugehirigen (gewohnlichen) Fundamental- 
punktes der anderen Ebene. 

Solche Punkte und Kurven existieren immer, wenn es sich 
nicht um eine Kollineation handelt. Mit anderen Worten: 

Die einzigen Cremonaschen Transformationen emer Ebene in 
eine andere, die fiir alle Punkte ohne Ausnahme wechselweise ein- 
deutig sind, sind die Kollineationen. 

Wenn wir voraussetzen, da8 von den beiden homaloidischen 
Netzen der Ordnung 7 alle Tangenten in den Fundamentalpunkten 
variabel sind, und mit 7, die Multiplizitiiten der Fundamental- 
punkte in & bezeichnen, so erhalten wir, indem wir ausdriicken, 
daB das Kurvennetz in § vom Grade 1 und vom Geschlecht 0 ist, 
die Cremonaschen Fundamentalbeziehungen: 


(2) Dr, = 3n—3, Sr2=n?—1. 
Denselben Relationen geniigen die Multiplizitiiten s, der Funda- 
mentalpunkte in &’, 

Umgekehrt, wenn man die ganzzahligen positiven Werte  ° 
und 7; so bestimmt, da sie die Beziehungen (2) erfiillen und 
zu irreduziblen Kurven gehéren, so bilden die letzteren ein homa- 
loidisches Netz und bestimmen demnach eine Cremonasche Ver- 
wandtschaft. Fiir jeden gegebenen Wert m besitzen die Glei- 
chungen (2) eine endliche Anzahl von Liésungen, die paarweise 
konjugiert sind, indem man konjugiert die durch zusammengehirige 
Werte von 7; und s, gelieferten Lisungen nennt. 

Mit dem so bezeichneten Problem der diophantischen Arith- 
metik beschiftigte sich zuerst Cremona in der zweiten der 
zitierten Arbeiten, nach ihm 8. Roberts, Lond. M. S. Proce. 4, 
121 (1872); F. P. Ruffini, Bologna Mem. (3) 8, 457 (1877), 
9, 199 (1878); de Jonquiéres, C. R. 101, 720, 857, 921 
(1885), Giorn. di mat. 24, 1 (1886), welch letzterer eine all- 
gemeine Regel fiir die Lisung der Gleichungen bei beliebig ge- 
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gebenem » gefunden hat. Uber die Bestimmung der homaloidi- 
schen Netze von gegebener Ordnung sehe man noch Montesano, 
Napoli Rend. (3) 11, 259 (1905); Larice, Ven. Ist. Atti 68, 
731 (1909). 

Eine besonders wichtige Lisung ist die, welche in den beiden 
Ebenen ein Netz von der Ordnung n mit einem (m — 1)-fachen 
und 2(”—1) einfachen Fundamentalpunkten liefert. Die Funda- 
mentalkurven in jeder der beiden Ebenen bestehen dann aus den Ge- 
raden, welche den vielfachen Fundamentalpunkt mit den einfachen 
verbinden und der Kurve von der Ordnung » —1, welche in dem 
ersten Punkt die Multiplizitiit » — 2 besitzt und durch die tbrigen 
einfach hindurchgeht. Diese Transformation heiBt isologisch oder 
Jonquiéressche Transformation, weil sie von de Jonquiéres 
gefunden wurde (s. C. R. 49, 542 (1859), im Auszug Nowv. Ann. 
(2) 3, 97 (1864), ungektirzt Giorn. di. mat. 23, 48 (1884)). 

An die Betrachtung der Fundamentalpunkte und -kurven 
knitipfen die folgenden, von Cremona gefundenen Sitze an: 

Die Anzahl der Fundamentalpunkte ist in beiden Ebenen 
dieselbe. 

Eine Fundamentalkurve ist vollstdndig bestimmt durch die 
Multiplizititen, die sie in den Fundamentalpunkten besitet, und sie 
hat keine mehrfachen Punkte auBerhalb der letzteren. 

Die Schnittpunkte zweier Fundamentalkurven fallen alle in 
Fundamentalpunkte. 

Die Multiplizitat, die eine Fundamentalkurve m emem Funda- 
mentalpunkte besitzt, ist gleich der Multiplizitdt, die in der anderen 
Ebene die dem Punkte entsprechende Fundamentalkurve in dem der 
ersten Fundamentalkurve zugeordneten Fundamentalpunkte besitet. 

Die Fundamentalkurven jeder der beiden Ebenen bilden zu- 
sammengenommen die Jacobische Kurve des homaloidischen Kur- 
vennetzes in der Ebene. 

Die Kurven dieses Netzes werden von einer Fundamental- 
kurve nur in Fundamentalpunkten geschnitten, umgekehrt ist jede 
Kurve von dieser Eigenschaft eine Fundamentalkurve. 

Zerfalit eine Kurve des homatoidischen Netzes, so sind alle thre 
Teile bis auf einen Fundamentalkurven. 

Jede Kurve, die einen festen Bestandteil eines Biischels von 
(zerfallenden) Kurven des Netzes bildet, ist eine Fundamentalkurve, 
und umgekehrt. 

Die letzten Higenschaften sind von Nutzen ftir die Bestim- 
mung der konjugierten Lésung zu einer gegebenen Lésung der 
Gleichungen (2). 
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Nennen wir «,,=«,, die Multiplizitat des i", r,fachen 
Fundamentalpunktes von & fiir die k*° Fundamentalkurve, welche 
die Ordnung s, hat (oder, was dasselbe ist, die Multiplizitat des 
Kk", s-fachen Fundamentalpunktes von &’ fiir die i*° Fundamental- 
kurve dieser Ebene, welche die Ordnung r; hat), so liefern die 
vorstehenden Sitze die Formeln: 


ns 
2 
oe = 31, — 15 Lig "; ty 
k i 
a | 
Sasacnry — Seaeaa rts 


und die analogen, die sich durch Vertauschung von r und s er- 
geben. Daraus leitet man unmittelbar das Theorem von Clebsch, 
Math. Ann. 4, 490 (1871), her, daB die Determinante | «;,| gleich 
+ n ist. 

Der andere merkwiirdige Satz, daB die Anzahlen der Funda- 
mentalpunkte von den Multiplizitdéten 1, 2, 3,... gleich sind den 
Anzahlen der Fundamentalkurven von den Ordnungen 1, 2, 3,..., 
in derselben oder einer anderen Reihenfolge genommen, wurde von 
Cremona durch Induktion gefunden und bewiesen von Clebsch 
a. a. O, und von Bertini, Rend. Cire. MU. 3, 5 (1889). Diese 
Beweise griinden sich auf gewisse Eigenschaften der von allen 
Fundamentalpunkten oder -kurven derselben Ordnung gebildeten 
Gruppen, welche Eigenschaften zum Teil von Clebsch angegeben 
und von Bertini, Lomb. Ist. Rend. (2) 18, 5 (1880), erginzt 
und dann a. a. O. (Rend. Circ. M. 3) auf beliebige regulire 
lineare Systeme (vgl. Kap. XIV, § 13) von ebenen Kurven er- 
weitert wurden. 

Wenn em Punkt in der Ebene & eine Kurve von der Ord- 
nung m beschreibt, die durch den r,-fachen Fundamentalpunkt 
l,-mal hindurchgeht, so beschreibt der entsprechende Punkt in &' eine 


Kurve von der Ordnung mn — Sir, die in dem s,-fachen Funda- 


wa? 


mentalpunkt die Multiplizitat ms, —_Sl,cc,, besitet. 


Wenn die beiden Ebenen zusammenfallen, so sind von be- 
sonderer Bedeutung die isologischen Kurven der einzelnen Punkte 
P der Ebene, d. h. die Orter der Punkte in der ersten oder zweiten 
Figur, die mit den entsprechenden Punkten in einer durch P gehen- 
den geraden Linie liegen. Diese Kurven haben die Ordnung m+ 1 
und in den Fundamentalpunkten dieselbe Multiplizitit wie die 
Kurven der homaloidischen Netze. Weiteres hiertiber bei Guccia, 
Rend. Circ. M. 1, 56, 119 (1886). 
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Mit Hilfe dieser isologischen Kurven erkennt man, da8 im 
allgemeinen » + 2 Punkte mit ihren entsprechenden zusammen-- 
fallen. Die Zahl dieser Punkte vermindert sich aber um Jo,, 
wenn die 7° Fundamentalkurve durch den zugehdrigen, i" Funda- 
mentalpunkt o;-mal hindurchgeht. LExistiert auBerdem eine irre- 
duzible Kurve vom Geschlecht py, die keine mehrfachen Punkte 
auBerhalb der Fundamentalpunkte besitzt, und deren simtliche 
Punkte mit ihren entsprechenden zusammenfallen, so gibt es auBer- 
dem noch n+ 2p — jo; isolierte Punkte von dieser Higenschaft. 

Eine Verwandtschaft zwischen zwei tibereinander gelagerten. 
Ebenen besitzt auBerdem eine bestimmte Anzahl zyklischer Punkt- 
gruppen von gegebenem Index N, d. h. Gruppen von NV Punkten,,. 
die bei Anwendung der Transformation zyklisch ineinander tiber- 
gehen. Die Anzahl dieser Punktgruppen wurde fiir quadratische- 
Transformationen (” = 2) von Hirst bestimmt, Report Trans. 
Brit... Assoc. Birmingham 1865, 9, Quarterly Journ. 17, 301 
(1881); sodann von 8. Kantor, Ann. di Mat. (2) 10, 64 (1880); 
allgemein von 8. Kantor, Amn. di Mat. (2) 10, 71 (1880). 
Man findet z. B., daB bei einer Transformation von der Ordnung’ 2 
4n(n—1) involutorische Punktepaare, 4”(n—1)(n-+ 1) perio- 
dische Punktetripel existieren usw. Uber den Fall, wo unendlich 
viele involutorische Punktepaare existieren, s. Doehlemann, 
Zischr. f. M. 36, 356 (1891). 

Wie zwischen zwei Ebenen kann man auch eine Cremona- 
sche Verwandtschaft zwischen zwei Biindeln betrachten. Sind 
diese nicht konzentrisch, so ergibt sich im allgemeinen eine Raum- 
kurve von der Ordnung »-+ 2 und dem Geschlecht »—1, im 
deren Punkten sich je zwei entsprechende Strahlen der beiden. 
Biindel schneiden. 

Eine Cremonasche Verwandtschaft kann auch stattfinden. 
zwischen einem ebenen Punktfeld und einem ebenen Strahlenfeld: 
und heiBt dann birationale Reziprozitat. Zwischen zwei tiberein- 
ander gelagerten Ebenen ist nur eine einzige birationale Rezi- 
prozitit méglich, bei der jeder Punkt auf seinem entsprechenden: 
Strahle liegt, diese ist quadratisch: R. Sturm, Math. Ann. 19, 474 
(1882); Lazzeri, Rom Acc. Linc. Rend. (4) 27, 61 (1886); 
Ameseder, Wien. Ber. 83, 385 (1881). 

Uber die allgemeine Theorie vgl. auBer den bereits zitierten 
Arbeiten: Cayley, Lond. M. Soc. Proc. 3, 127, 196 (1870), 
Papers V11, 189, 253. Die analytische Darstellung einiger be- 
sonderer Klassen von Transformationen bei Guccia, Rend. Cire. 
MW. 1, 17, 20, 24, 50 (1885). Hine Wiedergabe der hauptsich- 
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lichen Resultate von Cremona und Clebsch bei Dewulf, Bull. 
Sc. M. (1) 5, 223 (1875), Clebsch-Lindemann, 8. 474. 
Andere Darstellungen der Theorie bei Salmon-Fiedler, 8. 383, 
und Doehlemann, Geometrische Transformationen, Leipzig, I 
1902, Il 1908. 


§ 2. Quadratische Transformationen. 


Von besonderer Wichtigkeit sind die quadratischen Trans- 
formationen (n= 2). Bei ihnen existieren in den beiden Ebenen je 
drei einfache Fundamentalpunkte A, B, C und A’, B’, C’ und 
‘drei gerade Fundamentallinien, welche die Seiten der Fundamen- 
taldreiecke ABC und A’ BC’ bilden. Die homaloidischen Kurven- 
netze bestehen aus den Kegelschnitten, die den Fundamentaldrei- 
ecken umschrieben sind. 

Wenn die Fundamentalpunkte einander derart zugeordnet sind, 
daB die Strahlenbiischel A und A’, B und B’, C und OC’ zueinander 
in projektiver Beziehung stehen (s. u.), so entspricht einer Kurve 
von der Ordnung m, die in A, B,C die Multiplizititen /,, [,, 7, be- 
sitzt, eine Kurve von der Ordnung 2m —1,—J/,—1,, die in 
A’, B,C’ die Multiplizitiiten m — 1, —1,, m—1, —1,, m—1, —l, 
besitzt. 

Geometrische Konstruktionen der quadratischen Verwandt- 
‘schaft gaben insbesondere Seydewitz, Arch. Math. Phys. (1) 7%, 
113 (1846); Steiner, Systematische Entwicklung etc. (1832 
Werke I, 229 (Nr. 59); Reye, Ztschr. f. M. 11, 280 cae 
Geom. d. Lage Il, 4. Aufl. 1907, S. 209. 

Ordnet man zwei Paare nicht konzentrischer Strahlenbiischel 
A und A’, B und B’ einander projektiv zu, derart daB dem Strahl 
AB nicht in beiden Projektivitiiten der Strahl A’ B’ entspricht, 
so entsteht zwischen den beiden Ebenen eine quadratische Ver- 
wandtschaft, bei der jedem Punkt P der Punkt P’ zugeordnet wird, 
in dem sich die den Geraden AP und BP entsprechenden Strahlen 
schneiden (Seydewitz). Die Biischelscheitel sind Fundamental- 
punkte; der dritte Fundamentalpunkt, C oder C’, wird gefunden, 
indem man die zu A’ B’ in den Biischeln A und B oder die zu AB 
in den Biischeln A’ und B’ zugeordneten Strahlen zum Schnitt 
bringt. 

Die Steinersche Konstruktion bezieht sich auf zwei getrennte 
Ebenen §, &: man legt auBerhalb derselben zwei windschiefe 
Gerade a,b fest und findet zwei entsprechende Punkte in & und 
als die Schnittpunkte dieser Ebenen mit einem Strahl, der a 


; 


’ 
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und 0 trifft. Die Fundamentalpunkte z. B. in & sind die Schnitt- 
punkte von § mit a@ und 6 und der Punkt, in dem die Schnittlinie 
von & und &’ von der Geraden getroffen wird, welche die Schnitt- 
punkte von a und b mit & verbindet. 

Die Reyesche Konstruktion ergibt sich, indem man jedem 
Punkte der einen Ebene den Punkt der anderen Ebene entsprechen 
1aBt, in dem sich die dem ersten in zwei gegebenen Reziprozititen 
entsprechenden Geraden schneiden. 

In der ersten der zitierten Arbeiten von Reye wird bewiesen, 
daB eine quadratische Verwandtschaft zwischen zwei Ebenen durch 
sieben Paare entsprechender Punkte festgelegt ist, und die Beziehung 
untersucht, die zwischen der Verwandtschaft und dem durch die 
sieben Paare von konjugierten Punkten festgelegten System von 

co’ Korrelationen besteht. Uber den gleichen "Gegenstand vgl. 
irae. J. f. Math. 62, 215 (1863); Ed. Weyr, Zitschr. oe 
Math. 14, 445 (1869); Hirst, Lond. M. Soc. Proc. 5, 40 ey 
3,262 (1877) oder Ann. di Mat. (2) 6, 260 (1874), 8 , 287 
(1877), Rom Line. Trans. (3) 1, 8 (1877); R. Sturm, Math. 
Ann. 19, 461 (1882); London, ibid. 38, 336 (1891); V. Weiss, 
Wien. Ber. 111, 1489 (1902). 

Die Fundamentalpunkte der quadratischen Verwandtschaft 
lésen das sog. Problem der ebenen Projektivitat. Dieses besteht darin, 
in einer Ebene die Punkte zu suchen, aus denen sieben Paare von 
Punkten durch sieben Paare entsprechender Strahlen zweier pro- 
jektiven Biischel projiziert werden. Uber dieses Problem vgl. 
Cremona, Nouv. Ann. (1) 20, 452 (1861); R. Sturm, Math. 
Amn. 1, 533 (1869), Die ead, geom. Vermandtsohafien Is 
1908, S, 348. Uber seine Bedeutung fiir die Photogrammetrie 
bishe.den Bericht, you Pe oon aiden Math.-Ver. 6 (1899). 

Die Beziehungen der piaimechen Verwandtschaft zur fri- 
linearen Verwandtschaft ebener Systeme behandelt Hauck, J. f. 
Math. 98, 304 (1885). 

Berens man auf die Fundamentaldreiecke AB Cund A’B'C’ 
homogene Punktkoordinaten ,, 2, % und 2,’, 2’, %3 So lassen 
sich die Formeln fiir die quadratische Transformation in der Form 
geben: CN whee 

By 2 Wy 3 My t = WgXyt HyX, 2 L4H, 
woraus umgekebhrt 
Wt Wy Uy == By Dy 30g Wy 3 Wy Uy 


folgt, oder auch in der symmetrischen Form: 


/ 


iz r 
LyX, = Uy_g%y = XzVz » 


{ 
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In nicht homogenen Koordinaten 


, , 
(== X, 7 Xs, zy Xe 
x Se und ee nl a 
3 3 2 2 


werden die Transformationsgleichungen 


y 
x 


S 


Y=y,0 = und yy, 2—2- 


Von besonderer Art ist die Transformation, die durch die 
Gleichungen 
y =Y, f= ud y=y,¢=2y 
gegeben wird, oder in homogenen Koordinaten, ftir 


5B 5 ine 
ay, 2 =m, 
We ile 


7 — Ys ia und 


durch die Gleichungen 
ae en peas 2 - i < a. 4 sae F- La 1g 
Hy tLe i Uy = Uy" 2 MWg: X,%_ UNd W,: Hy: y= UW, Ly 2X, Ly 2 Xs 


Der Punkt A’(1, 0, 0) in & ist ein einfacher Fundamentaipunkt, 
aber in dem Punkte B’(0, 1, 0) vereinigen sich zwei Fundamental- 
punkte, so daB die Kegelschnitte des homaloidischen Netzes durch 
A’ und B’ gehen und in B’ eine feste Tangente (z,’ = 0) haben. 
Gleiches gilt auch fiir die andere Ebene &. Dem Punkte A’ korre- 
spondiert die Gerade 7, 0, dem Punkte B’ die Gerade x, =O. 

Uber die singuliren quadratischen (und kubischen) Trans- 
formationen vgl. Riess, Erlanger Dissert. (Freising 1893). 

In der Absicht, die Anzahlen der abzihlenden Geometrie fiir 
die quadratischen Transformationen zu bestimmen, gab Schubert, 
Hamb. Math. Ges. Mitt. 1, 31 (1882), die einstufigen Ausartungen 
(17 an der Zahl) dieser Transformationen an, d. h. diejenigen 
unter ihnen, deren Konstantenzahl 13, statt wie bei der allge- 
meinen Transformation 14, betragt. 

Fiir die organischen Kurvenerzeugungen (Kap. XIII, § 8) 
wurden die quadratischen Transformationen bereits von Mac 
Laurin, Geom. organica 1720, und Braikenridge, Evxercitatio 
geom. 1733, gestreift, weitere Andeutungen finden sich auch in 
Poncelets Traité des propriétés proj. 1, Nr. 81, 84, 370, 388, 
und bei Pliicker, J. f. Math. 5, 1 (1830), Abhdign. I, 124. Sie 
wurden darauf systematisch untersucht: auf analytischem Wege 
von Magnus, J. f. Math. 8, 51 (1831), Sammlung von Aufgaben 
usw. I, 229 (1833), auf rein geometrischem Wege von Seyde- 
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witz, Steiner, Reye und Sturm in den zitierten Arbeiten, 
spiter von G. Schiaparelli, Torino Mem. (2) 21, 227 (1861); 
Aschieri, Lomb. Ist. Rend. (2) 14, 21 (1881); Duporcgq, C. R. 
126, 1405 (1898); Timerding, Math. Ann. 58, 193 (1900); 
Bordiga, Ac. Belgique Mém. (2) 2 (1909) u. a. m. 


§ 3. Zerlegung einer birationalen Transformation in 
Faktoren. Gruppen birationaler Transformationen. 


Es ist klar, daB das Produkt mehrerer quadratischen Trans- 
formationen eine Cremonasche Transformation ist. 

Aber auch umgekehrt: 

Jede birationale Transformation einer Ebene in eine andere 
lépt sich zusammensetzen aus einer endlichen Anzahl quadratischer 
Tranmsformationen. 

Dieser Satz wurde yon Noether, Math. Ann. 3, 164 (1871), 
und Rosanes, J. f. Math. 73, 106 (1871), aus der Bemerkung 
hergeleitet, daB in einem homaloidischen Netze die Summe der 
drei héchsten Multiplizititen in den Fundamentalpunkten die 
Ordnung der Transformation immer iibersteigt. Derselbe Satz 
wurde gleichzeitig von Clifford angedeutet (Math. Papers p. 538, 
vgl. auch die am Ende von § 1, Nr. 2 zitierte Arbeit von Cayley, 
Nr. 68). Noether, Math. Ann. 5, 635 (1872), hat auch den 
Fall in Betracht gezogen, in welchem Fundamentalpunkte des 
homaloidischen Netzes einander unendlich nahe riicken. Infolge 
einer Einwendung von Segre, Torino Atti 36, 645 (1901), wurde 
der allgemeine Beweis des Satzes in strenger Weise von Castel- 
nuovo, ibid. 36, 861 (1901), gegeben. 

An Stelle dieses Zerlegungssatzes bestimmte 8. Kantor, 
Monatsh. f. Math. 10, 54 (1899), fiir jede rational gegebene 
birationale Transformation einer Ebene in eine andere die Prim- 
faktoren, in die sie ohne jegliche neue Irrationalitaét zerlegt 
werden kann. 

Wir wollen endlich noch die Arbeiten von Autonne, J. de 
Math. (4) 1, 431 (1885), 2, 49 (1886), 4, 177, 407 (1888), 
iiber endliche Gruppen von quadratischen und kubischen Trans- 
formationen erwihnen. Alle méglichen Typen, auf welche sich die 
endlichen Gruppen Cremonascher Transformationen birational 
reduzieren lassen, findet man angegeben bei S. Kantor, Theorie 
der endlichen Gruppen usw., Berlin 1895, und Wiman, Math. 
Ann. 48, 195 (1897). 
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Das analoge Problem fiir die kontinuierlichen (von einer end- 
lichen Anzahl Parameter abhangenden) Gruppen behandelte 
Enriques, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 21, 468 (1893), vgl. auch 
Fano, Rend. Circ. M. 10, 16 (1896). Es ergibt sich, daB jede 
solche Gruppe sich durch eine Cremonasche Transformation 
zuriickfiithren liBt auf eine Gruppe von Kollineationen, eine 
Gruppe von quadratischen Transformationen mit zwei festen 
Fundamentalpunkten oder eine Gruppe von Jonquieresschen 
Transformationen beliebiger Ordnung. Die Zusammensetzung 
dieser letzteren Gruppe gab Enriques an: Rom. Ace. Line. 
Rend. (5) 21, 532 (1893). 


§ 4. Mehrdeutige Transformationen. 


Die Sitze tiber birationale Transformationen lassen sich zum 
Teil auf mehrdeutige (oder einseitig rationale) Transformationen 
ausdehnen, die in § 1, Nr. 1 erwihnt wurden, aber es bieten sich 
hier doch in manchen Punkten verinderte Verhiltnisse dar. 

Indem wir & die einfache, & die D-fache Ebene nennen, er- 
gibt sich in § im allgemeinen eine Kurve I von der jeder Punkt 
einem seiner konjugierten Punkte in einer bestimmten Richtung 
unendlich nahe benachbart ist. Diese Richtung ist im allgemeinen 
von der Richtung der Tangente von I’ in dem betr. Punkte ver- 
schieden und heif®t Hauptrichtung. Die Kurve I’ hei8t Doppel- 
kwrve und die ihr in & entsprechende Kurve I” die Uberyangs- 
kurve; beide Kurven sind eindeutig aufeinander bezogen und 
haben somit dasselbe Geschlecht. 

Es kénnen indes auBer der Doppelkurve in § isolierte Doppel- 
punkte (in endlicher Anzahl) existieren, derart daB jede durch 
einen dieser Punkte gehende Gerade einen ihm unendlich benach- 
barten konjugierten Punkt enthilt. 

Den Geraden von § entsprechen oo? rationale Kurven o’ 
von der Ordnung m (die indessen kein Netz bilden), sie haben 
gewisse gemeinsame Punkte von den Multiplizititen 1,’, 7,’,.. ., 
die die Fundamentalpunkte von § hei®en. Einem beliebigen unter 
diesen, der ein gewohnlicher 7;'-facher Punkt fiir die q’ sei, ent- 
spricht in & eine sich selbst konjugierte Fundamentalkurve von 
der Ordnung 7,, die auch zerfallen kann. Die Fundamentalkurven 
von & bilden zusammen mit der Doppelkurve I die Jacobische 
Kurve des in § 1, Nr. 1 erwihnten Netzes ||. Ist demnach v 
die Ordnung von I, so ergibt sich: 


v= 8(n—1)— Sr}. 
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Die Ordnung der einer Geraden von & konjugierten Kurve ist 
7 
N= — Sr/* —1, 


und zwei Kurven g’ scehneiden sich in N+ 1 verdnderlichen 
Punkten, 

Wine beliebige Kurve ’ hat 4(N—v) vertnderliche Doppel- 
punkte und bertihrt die Uhergangskurve I” in v Punkten. 

Nennt man p das Geschlecht der Kurven von | [| (das Ge 
schlecht der Transformation), so ist die Ordnung von I” gleich 
2(D + p—1). 

Die Untersuchung der zweideutigen Transformationen ist von 
Clebsch begonnen worden, Math. Ann. 3, 45 (1871), und metho- 
disch durchgefiithrt von de Paolis, Irom. Ace. Line, Mem. (3 
1, 511 (1877), der davon Anwendungen auf die nichteuklidische 
Geometrie und die Kurven 4, Ordnung machte in Mom. Ace. L. 
Mem, (3) 2, 31, 851 (1878). Die Erweiterung auf belicbig viel- 
deutige Transformationen behandelten: Visalli in zwei Arbeiten, 
die in Messina 1884 verdffentlicht sind; G. Jung, Rom Aw. 1. 
Rend. (4) 2*, 302 (1886); Bjérling, Stockh. Akad. Vd. Bihang 
13 (1887); Ch. A. Scott, Quart. Journ. 29, 329 (1898), 
32, 209 (1900). 

Eine Doppelebene entsteht allgemein, wenn eine eindentige 
algebraische Beziehung zwischen den Punkten der Ebene und den 
Punktepaaren einer algebraischen Flache besteht, von welcher man 
dann sagt, daB sie auf die Doppelcbene abychildd wird. Die 
Gleichung der Fliche kann man hierbei in die Form bringen 
2 = I(g, y), indem R eine ganze Funktion von x, y bezeichnet. 
Wenn F& irreduzibel ist, wird die Gleichung der Uhergungskurve 
R = 0. Im anderen Falle findet man die Gleichung dieser Kurve, 
indem man das einfache Produkt der VFaktoren yon #, die in 
einer Potenz mit ungeradem Exponenten auftreten, gleich Null 
setzt. Durch eine birationale Transformation kann man immer 
die Flachengleichung so umformen, dab / nur einfache Faktoren 
enthilt und somit # = O direkt die Ubergangskurve darstellt. 

_ Die yon einer zweidentigen Transformation herriibrenden 
Doppelebenen sind rational, d. h. sie haben die Kigentiimlichkeit, 
dah die genannte Flache, die sie abbilden, auch Punkt fiir Ponkt 
eindeutig auf eine Ebene abgebildet werden kann. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung daftir, dab cine 
Doppelebene rational ist, hat Noether, Erlanger phys. med. Soc. 
Ber. 1878, dahin formuliert, daf ihre Ubergongskurve sich durch 
eine birationale Transformation der Ebene auf einen von folgenden 
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Typen guriickfiihren lapt: a) eine Kurve von einer gewissen Ord- 
nung 2n (n =1) mit eimem (2n — 2)-fachen Punkte, b) eine 
allgemeine Kurve 4. Ordnung, ¢) eine Kurve 6. Ordnung mit zwei 
unendlich benachbarten dreifachen Punkten. 

Die beiden ersten Typen von Doppelebenen wurden von 
Clebsch a. a. O. untersucht, der ihre Rationalitit nachwies, der 
dritte Typus von Noether, Math. Ann. 33, 525 (1889). Das 
vorstehende Theorem leiteten Castelnuovo und Enriques, 
Rend. Circ. M. 14, 290 (1900), aus den Rationalitiitsbedingungen 
fiir eine Dorpelenene ab, von der die Ubergangskurve beliebig 
gegeben ist. 

Nicht rationale Doppelebenen studierte Enriques, Soc. Ital. 
dei XL Mem. (3) 10, 201 (1896), Rom. Acc. Line. Rend. (5) 
71, 234, 253 (1898); care Toulouse Ann. (2) 3, 151 (1901); 
de ieonen Rom. Ace. L. Rend. (5) 13%, 688 (1904), 

Die priepeenedcn Fragen fiir mehr ails zweifache Ebenen 
sind noch nicht behandelt borin nur die Rationalitét der 
Flichen 2” = R(x, y), d.h. der zyklischen n-fachen Ebenen 


{x,y, VR (a, y)}, ist durch Bottari, Ann. di Mat. (3) 2, 277 
(1899), Giorn. di mat. 41, 285 (1903), antersuche werden 
Zyklische mehrfache Beonen. deren Ubergangskurve irreduzibel 
ist, hat Bottasso, Torino Atti 44,12, 255 (1909), studiert. 


§ 5. Zyklische birationale Transformationen. 
Involutionen. 


Kine birationale Verwandtschaft zwischen zwei konjektiven 
‘ebenen Feldern kann eine involutorische Verwandtschaft sein (vom 
zweiten Grade, s. Kap. XII, § 3). Zwei einander entsprechende 
Punkte heien dann auch konjugiert. Es kénnen isolierte Koin- 
zidenzpunkte existieren und solche, die eine Kurve, die Koinzidenz- 
kurve, erfiillen. Die ersteren entsprechen sich selbst nach jeder 
Richtung hin, die von ihnen ausgeht, die letzteren entsprechen 
sich selbst in einer bestimmten Richtung, die Hauwptrichtung heiBt 
und im allgemeinen von der Tangente der Koinzidenzkurve in 
dem betr. Punkte verschieden ist. Jede Gerade, die durch einen 
isoherten Koinzidenzpunkt geht, berihrt die ihr entsprechende 
Kurve in diesem Punkte. 

Die einzige Involution 1. Ordnung ist die involutorische Ho- 
mologie (S. 111): v. Staudt, Geom. d. Lage, 1847, Nr. 227. 

Involutionen 2. Ordnung gibt es nur zwei: 1. die, in welcher 
sich zwei beztiglich aller Kegelschnitte eines Biischels konjugierte 
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Punkte entsprechen, und 2. die sog. projektive Inversion, bei 
welcher ein Kegelschnitt y und ein nicht auf ihm liegender Punkt 0 
fest gegeben wird und einem Punkte P der Schnittpunkt von 
OP mit der Polaren von P beziiglich y als entsprechender Punkt 
zugewiesen wird. Bei der ersteren Verwandtschaft sind die ein- 
zigen Koinzidenzpunkte die Basispunkte des Kegelschnittbiischels, 
bei der letzteren sind es alle Punkte von y. Ist y ein Kreis mit 
dem Mittelpunkt O, so erhilt man die Transformation durch rezi- 
proke Radienvektoren (vgl. Kap. II). 

Die erstere Involution findet sich schon bei Poncelet, Traité 
des propr. proj. I (1822), Nr. 81, 84, 370, 388, die letztere wurde 
zuerst von Bellavitis angegeben, Nuovi saggi dell’ Acc. di Pa- 
dova 4, 243 (1838), und spiter untersucht von Hirst, Lond. 
R. Soc. Proc. 14, 91 (1865) od. Ann. di Mat. (1) 7, 49 (1865) 
od. Giorn. di Mat. 4, 278 (1866), und von Geiser, Mitt. d. 
Berner Naturf. Ges. 1865, S. 97. 

Uber beliebige Involutionen stellte Caporali, Napoli Rend. 
18, 212 (1879), Mem. di Geom. 1888, p. 116, Siitze auf, welche 
den von ihm eingefiihrten Begriff der Klasse betreffen. Hierunter 
versteht er die Anzabl der Paare konjugierter Punkte, die auf 
einer beliebigen Geraden liegen. Andere Higenschaften gab Ber- 
tini, Lomb. Ist. Rend. (2) 16, 89, 190 (1883), der auBer den 
Jonquiéresschen alle Involutionen der Klassen 0, 1, 2 ermittelte, 
vgl. ferner Martinetti, Rend. Circ. M. 4, 30, 126 (1890), der 
in Ann. di Mat. (2) 12, 73 (1883), 13, 53 (1885) die Involu- 
tionen der Klassen 3 und 4 hinzufiigte, und Berzolari, Am. 
di Mat. (2) 16, 191 (1888), Rend. Cire. M. 3, 145 (1889). 
der in der ersteren Arbeit auch alle Involutionen 5. Klasse er- 
mittelte. 

Die Involutionen der Klasse 0 besitzen eine Koinzidenzkurve 
von der Ordnung m, sind also Jonquieressche Transforma- 
tionen. Die Jonquiéresschen Involutionen, deren Klasse > 0 


ist, kénnen keine, eine oder zwei gerade Punktreihen von Koin- 
: : Figuc n ame 
zidenzpunkten besitzen und mithin von der Klasse ere 


oder — sein. 8. Bertini, Ann. di Mat. (2) 8, 11, 146 


(1877), der bewiesen hat, daB jede Jonquiéressche Invo- 
lution durch eine Cremonasche Transformation ableitbar ist aus 
der involutorischen Homologie oder eimer Jonquiéres schen 
Involution von einer gewissen Ordnung p + 2 (p>), mit 2p +2 
getrennt liegenden einfachen Fundamentalpunkten und emer Koin- 
zidenzkurve von der Ordnung p+ 2 und dem Geschlecht p, die 


Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 24 
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einen einzigen p-fachen Punkt in dem (p + 1)-fachen Punkte der 
Transformation besitat. 

Diese Behandlung ist yon Bertini, Amn. di Mat. (2) 8, 
244 (1877), Lomb. Ist. Rend. (2) 18, 443 (1880), auf alle In- 
yolutionen ausgedehnt worden, indem er die Typen suchte, auf 
die sich eine beliebige Involution (vom Grad 2) durch eine 
Cremonasche Transformation zuriickfihren 148t. Fir diese 
Typen fand er, unter der Voraussetzung getrennt liegender Funda- 
mentalpunkte, die folgenden: a) die involutorische Homologie, 
b) die soeben genannte Jonquiéressche Transformation, c) eime 
Inwolution der Ordnung 8 mit sieben dreifachen Fundamental- 
punkten, die eine durch die sieben Fundamentalpunkte doppelt hin- 
durchgehende Koinzidenzkurve 6. Ordnung besitzt, d) eine Involution 
der Ordnung 17 mit acht sechsfachen Fundamentalpunkten, die eine 
durch die acht Fundamentalpunkte dreimal hindurchgehende Koin- 
zidenzkurve 9. Ordnung besitzt. 

Der Fall c) wird gefunden, wenn man die Paare der letzten 
Schnittpunkte aller Kurven 3. Ordnung ermittelt, die durch sieben 
feste Punkte gehen (Geiser, J. f. Math. 67, 78 (1867), vgl. 
auch Milinowski, ebenda 77, 263 (1874)), der Fall d), indem 
man die Punktepaare sucht, die den Kurven 6. Ordnung mit acht 
festen Doppelpunkten eine einzige Bedingung auferlegen. 

DaB jede der vorstehenden Involutionen rational ist, d.h. daB 
jede eine zweideutige ebene Transformation im Gefolge hat, ergibt 
sich aus den im vorigen Paragraphen zitierten Arbeiten, Noether, 
Erlanger phys. med. Soc. Ber. 1878, Castelnuovo-Enriques, 
Rend. Cire. M. 14, 290 (1900). Einen algebraischen Beweis 
gab auch Liiroth, Rationale Fldchen und invol. Transf., Frei- 
burg 1889, einen geometrischen Bertini, Lomb. Ist. Rend. (2) 
22, 771 (1889). 

Der allgemeine und vollstiindige Beweis fiir den Satz, daB 
jede ebene Involution von beliebigem Grade D rational ist, a. h. 
da8 ihre Gruppen von D Punkten sich eindeutig auf die einzelnen 
Punkte einer Ebene beziehen lassen, wurde von Castelnuovo 
gegeben, Math. Ann. 44, 125 (1894). Es sind indessen fir 
D> 2 die irreduziblen Typen, auf die sich diese Involutionen 
durch eine Cremonasche Transformation zurtickfiihren lassen, 
noch nicht angegeben worden. 

Kinige Eigenschaften der Involutionen von beliebigem Grade 
hat Chizzoni gefunden, Rom Acc. Linc. Mem. (3) 19, 301 
(1884); die Involutionen der Klassen 0 und 1 ermittelte Ferretti, 
Rend. Cire. M. 17, 311 (1908). 
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Die Involutionen sind ein besonderer Fall der zyklischen 
Cremonaschen Transformationen vom Index w, die wmal nach- 
einander ausgefithrt jeden Punkt in seine urspriingliche Lage 
zurtickbringen. Diese behandelte S. Kantor, zuerst Wien. Ber. 82, 
237 (1880) fiir die Ordnung 2 und allgemein C. R. 100, 343 
(1885), Napoli Atti (2) 1 (1888), 4 (1891) (im Auszug J. f. 
Math. 114, 50 (1895)), Acta Math. 19, 115 (1894). 

Doehlemann, Math. Ann. 39, 567 (1891), und Castel- 
nuovo, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 11, 47 (1892), haben die 
Cremonaschen Transformationen einer Ebene in sich, die eine 
gegebene irreduzible Koinzidenzkurve y besitzen, untersucht, und 
der letztere hat nachgewiesen, daB, wenn das Geschlecht von y>1 
ist, die Transformation durch eine Cremonasche Transformation 
auf eine Jonquieressche zuriickgefiihrt werden kann oder eine 
zyklische Transformation vom Index 2, 3 oder 4 ist. 


§ 6. Algebraische Korrespondenzen (a, 8) zwischen 
zwei Kbenen. 


Von den allgemeinen algebraischen Korrespondenzen (a, f) 
wei8 man noch sehr wenig. Untersucht sind nur von Ch. Wiener, 
Math. Ann. 3, 11 (1871), die besonderen Transformationen, die 
aus der Seydewitzschen Konstruktion fiir die quadratischen 
Verwandtschaften (s. § 2) hervorgehen, wenn man die Strahlen- 
biischel durch Biischel von Kurven beliebiger Ordnung ersetzt; 
ferner von Marletta, Rend. Circ. M. 17, 173, 371 (1908), die 
quadratischen und kubischen Transformationen (2, 2), die den 
Geraden der Ebene Kegelschnitte und Kurven 3. Ordnung zuweisen, 
und von Visalli, Rend. Circ. M. 3, 165 (1889), und Burali- 
Forti, ibid. 5, 91 (1891), einige besondere Fille von solchen 
zwei-zweideutigen quadratischen Transformationen. 

Wenn die beiden Ebenen zusammenfallen, so gilt das folgende 
Korrespondenzprinzip in der Ebene, das von Salmon (s. Salmon- 
Fiedler, Rawmgeometrie II, 3. Aufl. 1880, S. 615) fiir Korrespon- 
denzen mit nur isolierten Koinzidenzpunkten und vollstindig von 
Zeuthen, C. R. 78, 1553 (1874), gegeben wurde: 

Wenn in einer Ebene zwei verdnderliche Punkte x, y in emer 
algebraischen Korrespondenz (c, 8) einander derart entsprechen, dap 
wihrend x eine Gerade durchliuft, die B entsprechenden Punkte 
y eine Kurve von der Ordnung y beschreiben, und wenn man nut 


6 die Ordnung der Koinzidenzkurve, mit ¢ die Klasse der Enve- 
24° 
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loppe aller Geraden, welche die Punkte der Koinzidenzkurve mit 

ihren unendlich benachbarten entsprechenden Punkten verbinden, 

bezeichnet, so ist die Zahl der isolierten Koinzidenzpunkte gleich 
a+tPp+y—d—sé. 

Vgl. hieriiber auch Schubert, Math. Ann. 10, 50 (1876) und 

Kalkiil, 8. 45. 

Severi, Torino Mem. (2) 50, 90 (1901), hat die Formel 
von Kantor, Lomb. Ist. Rend. (2) 27, 713 (1894), fir die An- 
zahl der zyklischen Gruppen einer birationalen Korrespondenz, 
auf beliebige Korrespondenzen (a, 8) ausgedehnt. 


Kapitel XVII. 


Allgemeine Theorie der Kurven dritter Ordnung. 


Von G. Giraud in Turin. 


§ 1. Grundeigenschaften. Steinersche Polygone. 


Kine Kurve 3. Ordnung c, kann, wie aus der allgemeinen 
Theorie der algebraischen Kurven hervorgeht, héchstens einen 
Doppelpunkt haben, ohne zu zerfallen. Wir wollen uns in diesem 
Kapitel nur mit den Kurven 3. Ordnung ohne Doppelpunkt be- 
fassen, obwohl manche der ausgesprochenen Siitze auch fiir solche 
Kurven giiltig bleiben, die einen singuliren Punkt besitzen. 

Wir wollen als grundlegend fiir die Theorie der Kurven 
3. Ordnung sofort die folgenden Lehrbiicher anfiihren, die im Ver- 
lauf des Kapitels mit einfacher Nennung des Verfassers zitiert 
werden sollen: 

Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der hdheren ebenen 
Kurven, 

Clebsch-Lindemann, Vorlesungen tiber analytische Gco- 
metrie, 1. Teil: Hbene Geometrie, 1876. 

Durége, Die cbenen Kurven dritter Ordnung, 1871. (Hin- 
fach analytisch. ) 

Schréter, Die Theorie der ebenen Kurven 3. Ordnung, 1888. 
(Rein synthetisch.) 

Cremona, Introduzione ad una teoria geometrica delle curve 
piane, 1861, deutsch von Curtze. 

Unter den neueren Werken seien die elementaren Lehrbiicher 
genannt: 

Basset, An elementary treatise on cubic and quartic curves, 
1901, 

Dumont, Introduction a la géomctrie des courbes du troi- 
siéme ordre, 1904. 

Eine allgemeine c, ist von der 6. Klasse, vom Geschlecht 1 
und hat neun Wendepunkte. Die allgemeine Gleichung einer c, 
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enthalt zehn Koeffizienten, sie hangt sonach von neun unabhingigen 
Parametern ab, und eine cg ist durch neun beliebig angenommene 
Punkte bestimmt. Hierbei ist aber ein Ausnahmefall auszuschlieBen. 

Durch acht Punkte gehen nimlich unendlich viele c; hindurch, 
diese bilden ein Biischel und haben alle einen und denselben neunten 
Punkt miteinander gemein. Die neun Grundpunkte eines Biischels 
heiBen assoziierte Punkte. Eine c,, die durch acht beliebige von neun 
assoziierten Punkte geht, geht von selbst auch durch den neunten 
und ist erst nach Hinzunahme eines zehnten Punktes eindeutig 
bestimmt. Hieraus folgt, daB wenn die drei Seiten eines Dreiscits 
eine Cc, in neun Punkten schneiden, von denen sechs auf einem Kegel- 
schnitt liegen, die iibrigen drei auf einer Geraden enthalten sind, und 
umgekehrt. Weiter folgt, daB wenn A, B, C drei Punkte der c, 
sind, die in gerader Linie liegen, und A’, B’, C’ drei weitere eben- 
solche Punkte, die Verbindungslinien AA’, BB’, CC’ die Kurve 
wieder in dret Punkten einer Geraden schneiden. 

Auf einer Geraden durch emen der Grundpunkte eines c,- 
Biischels bilden die weiteren Schnittpunkte mit den Kurven des 
Biischels die Punktepaare einer Involution (Schroter, S. 89). 

Wenn man von emem Punkte P einer cz die vier anderswo 
beriihrenden Tangenten an die Kurve legt und das vollstdndige 
Viereck betrachtet, das diese Punkte zw Ecken hat, so liegen auch 
die Diagonalpunkte dieses Vierecks auf der Kurve und die Tan- 
genten, die in thnen und wm Punkte P die cs beriihren, treffen 
sich wieder in einem Punkte der Kurve (Cremona, Art. 146). 
Wenn man wieder von einer der Ecken des vollsttindigen Vierecks 
die vier anderswo beriihrenden Tangenten an die cs legt, so hat 
das Viereck der vier neuen Beriihrungspunkte die drei iibrigen 
Ecken des urspriinglichen Vierecks zu Diagonalpunkten (Schroter, 
S. 108). Die anderswo beriihrenden Tangenten, die man an die 
cz; aus den Punkten der Kurve selbst legt, haben immer dasselbe 
Doppelverhilinis, wenn man bei den Wendepunkten die Wendetan- 
gente mit zu den anderswo beriihrenden Tangenten rechnet. Dies 
ist der Salmonsche Satz (J. f. Math. 42, 274 (1851)). Finen 
neuen Beweis dafiir gab Dixon, Messenger of Math. (2) 26, 53 
(1896). Das konstante Doppelverhiltnis ist eine Invariante der 
c, und heift ihr Doppelverhiltnis. 

Zwet Cs, denen dasselbe Doppelverhdlinis zukommt, lassen 
sich kollinear ineinander transformieren, und wmgekehrt. 

Fiir eine reelle c, ist das Doppelverhdlinis reell, wenn die vier 
Tangenten alle reell oder alle (paarweise konjugiert) imaginir sind; 
es wird eine komplexe Zahl vom Modul 1 oder die reelle Zahl — 1, 
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wenn von den vier Tangenten zwei reell und zwei konjugiert ima- 
gindr sind, und danach zerfallen die c, in zwei Kategorien, von 
denen die eine aus zweiziigigen, die andere aus einztigigen Kurven 
besteht. Ist das Doppelverhiltnis gleich —1, so heiBt die cg 
harmonisch. Es gibt zwei Arten harmonischer Kurven: die der 
einen Art bestehen aus einem Ast, die der anderen aus zwei 
Asten. Ist das Doppelverhiltnis gleich einer imaginaren dritten 
Wurzel der negativen Hinheit, so heiBt die Kurve dqguianhar- 
monisch. 

Die 16 Schnittpunkte der zwei Quadrupel von Tangenten, die 
sich aus zwei Punkten der cz an sie legen lassen, liegen zu vier 
und vier auf vier Kegelschnitten, die durch jene beiden Kurven- 
punkte hindurchgehen (Hartscher Satz, vgl. Salmon, J. f. Math. 
42, 275 (1851)). 

Der Punkt, in dem die an die c, in einem Punkte P gelegte 
Tangente auBerdem schneidet, heift der Tangentialpunkt von P. 
Wenn man von einem Punkte P der Kurve die vier anderswo be- 
rihrenden Tangenten an sie legt, so schneidet jeder Kegelschnitt, 
der durch die vier Beriihrungspunkte dieser Tangenten geht, die 
c, auperdem noch in zwei Punkten, die mit dem Tangentialpunkte 
von P in gerader Linie liegen (Schriter, 8. 108). Der Punkt P, 
sein Tangentialpunkt, die Beriihrungspunkte der vier durch P ge- 
legten Tangenten und die drei Diagonalpunkte des vollstindigen 
Vierecks, das die vier Beriihrungspunkte bestimmen, bilden zu- 
sammen neun assozierte Punkte. 

Die Tangentialpunkte der Punkte, in denen die c, von einer 
Geraden getroffen wird, liegen wieder auf einer Geraden, der be- 
gleitenden Geraden der ersteren. Dieser Satz rihrt von Maclaurin 
her, vgl. Jonquiéres, Mélanges de géom. 1856, p. 223. Insbe- 
sondere schneiden die drei Asymptoten (Tangenten in den un-. 
endlich fernen Punkten) die Kurve auferdem in drei Punkten 
einer Geraden, wie es schon Poncelct bewiesen hat, J. f. Math. 8, 
130 (1832). 

Diese Gerade hat die Higenschaft, daB die Entfernung irgend- 
eines Kurvenpunktes von ihr zu dem Produkt der Abstdénde dieses 
Punktes von den drei Asymptoten in einem konstanten Verhdltnis 
steht (Salmon-Fiedler, S. 167). 

Der Schnittpunkt einer Geraden mit ihrer begleitenden Ge- 
raden heiBt der begleitende Punkt der ersteren Geraden. 

Eine beliebige Gerade der Ebene ist begleitende Gerade von 
16 Geraden (Dumont, p. 73). 

Die Tangentialpunkte von drei Punkten, in denen ein dreifach 
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bertihrender Kegelschnitt die c, beriihrt, liegen in gerader Lime 
(Durége, S. 136). 

Wenn bei einem der cz einbeschriebenen Dreieck die Tan- 
gentialpunkte zweier Ecken den gegeniiberliegenden Seiten ange- 
horen, so gilt das gleiche auch fiir die dritte Ecke (Durege, 
8. 289). 

Die Tangentialpunkte von sechs Punkten eines Kegelschnittes 
liegen wieder auf einem Kegelschnitt (Cremona, Art. 145). 

Ist ein vollstindiges Vierseit einer c, einbeschrieben, so be- 
sitzen je zwei gegeniiberliegende Ecken denselben Tangentialpunkt, 
d. h. die Paare der Tangenten in den Gegenecken schneiden sich 
in drei Punkten der Kurve selbst. Umgekehrt wenn eime c, durch 
fiinf Ecken eines vollstindigen Vierseits geht und zwei Gegenecken 
des letzteren denselben Tangentialpunkt besitzen, so geht sie auch 
durch die sechste Ecke, und auch die anderen beiden Paare von 
Gegenecken besitzen denselben Tangentialpunkt (Cayley, J. de 
Math. (1) 9, 286 (1844)). 

Wenn man von drei in gerader Linie liegenden Punkten einer 
Cs; je eime anderswo beriihrende Tangente an die Kurve legt, so 
schneiden die Geraden, welche die drei Beriihrungspunkte dieser 
Tangenten paarweise verbinden, die Kurve auBerdem in drei Punkten 
einer geraden Linie, oder die drei Beriihrungspunkte liegen selbst 
in gerader Linie. 

Die Beriihrungspunkte der dreimal vier Tangenten, die von 
drei in gerader Linie angenommenen Kurvenpunkten ausgehen, 
lassen sich auf 16 verschiedene Arten zu Tripeln in gerader 
Linie liegender Punkte zusammenfassen, es entsteht so eine Kon- 
figuration von 12 Punkten und 16 Geraden, von welch letzteren 
vier durch jeden der Punkte gehen und jede drei der Punkte 
enthilt. Vgl. Hesse, J. f. Math. 36, 143 (1848), Werke, 
S. 155. Andere Eigenschaften der Tangenten einer c,, die an 
drei in gerader Linie liegende Kurvenpunkte ankniipfen, findet man 
man bei Caporali, Memorie di Geometria 1888, p. 338, und 
Mangeot, Bull. Soc. Math. 21, 44 (1893). 

Man nehme auf der c, zwei Punkte P, P’ fest an, verbinde 
einen dritten Kurvenpunkt A, mit P und nenne A, den’ dritten 
Schnittpunkt dieser Verbindungslinie mit der Kurve, ferner A, 
den dritten Schnittpunkt fiir die Linie A, P’, A, fiir A,P usw., 
so sind zwei Falle méglich, die ein Satz von Steiner, J. f. 
Math. 32, 182 (1846), Werke Il, 369, sondert: entweder schliept 
die Rethe sich nie, wie man auch den Punkt A, auf der Kurve 
wdhlt, oder sie schlieBt sich immer nach derselben Zahl 2n von 
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Verbindungslinien. Das dann entstehende Polygon heifBt ein 
Steiner sches Polygon, und von den Punkten P, P’ sagt man, sie 
bilden ein Steinersches Paar der Ordnung n. Uber die Steiner- 
schen Polygone s. Clebsch, J. f. Math. 68, 94 (1864), Schoute, 
J. f. Math. 95, 105, 317 (1883), Kipper, Math. Ann. 24, i 
(1884), Czuber, J. f. Math. 114, 312 (1894). 

Hin verwandtes Theorem gab Steiner, 1. c. ( Werke II, 369), 
das sog. Verdoppelungstheorem: Wenn P, Q die Punkte eines 
Steinerschen Paares von der Ordnung n sind und R der adritle 
Schnittpunkt der Linie PQ mit der Kurve ist, ferner S der Be- 
rithrungspunkt emer von KR an die Kurve gelegten Tangente, so 
bilden PS und QS Steinersche Paare von der Ordnung 2n. 

Bilden die Tangentialpunkte zweier Kurvenpunkte ein Steiner - 
sches Paar n®” Ordnung, so bilden die letzteren Punkte selbst ein 
Puar 2n*" Ordnung (Schroter, § 31). 

Wenn PP’, P’ P, zwei eigentliche Steiner sche Paare von den 
Ordnungen m und n sind, d. h. zwei Paare, die nicht gleichzeitig 
Paare von niedrigerer Ordnung sind, so bilden P, P, im allgemeinen 
ein eigentliches Steinersches Paar, dessen Ordnung das kleinste 
Vielfache vonm und nist. Umgekehrt, wenn P, P, em eigentliches Ster- 
nersches Paar von der Ordnung m - n bilden und m, n relativ prim 
sind, so léft sich ein Kurvenpunkt P’ finden derart, dag PP’ und 
P’P, eigentliche Paare von den Ordnungen m und n bilden. Diese 
und andere Sitze tiber Steinersche Polygone gab Martinetti, 
Rendic. Circ. Mat. Pal. 5, 109 (1891). 

Wenn man ein Steinersches Paar aus eimem Kurvenpunkt 
projiziert, so erhdlt man auf der Kurve ein zweites Steiner sches 
Paar von der gleichen Ordnung. 

Zwei Punkte, die denselben Tangentialpunkt besitzen, liefern 
immer ein Steinersches Viereck. 

Sind P,, Q, die Tangentialpunkte von P, Q und der Schnitt- 
punkt S der Geraden PQ, und QP, liegt auf der Kurve, so lefern 
die Punkte P, Q ein Steinersches Sechseck. 

Andere Fragen, welche die ein- und umschriebenen Poly- 
gone einer ¢; betreffen, sind behandelt von Picquet, J. éc. polyt. 
54, 31 (1884), de Vries, Arch. néerl. 25, 1 (1892), H.S. White, 
Ann. of Math. (2) 7,172 (1906), Oppenheimer, Monatsh. f. M. 
18, 71 (1907). 
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§ 2. Polarentheorie. Hessesche und Cayleysche Kurve. 
Mehrfache Bertihrungen. 


Jeder Punkt der Ebene besitzt beziiglich einer c, einen 
Polarkegelschnitt als erste Polare. Liegt der Punkt auf der ¢3, so 
geht der Polarkegelschnitt durch thn hindurch und berihrt in thm 
die cz, der Kegelschnitt geht ferner durch die Beriihrungspunkte 
der vier anderswo beriihrenden Tangenten, die sich durch den Punkt 
legen lassen. Allgemein liegen die Beriihrungspunkte der sechs 
Tangenten, die durch einen beliebigen Punkt der Ebene gehen, 
auf dem Polarkegelschnitte dieses Punktes. 

Die Polare des Punktes beziiglich dieses Kegelschnittes heiBt 
die zweite Polare oder gerade Polare des Punktes beziiglich der ¢,. 

Satz von Cotes. Ist P der Punkt und nennt man A, B, C 
die Schnittpunkte einer Geraden durch P mit der cz, so ist die 
zweite Polare der Ort der Punkte Q, welche der Relation geniigen: 


8 1 1 i 
PQ PAT PBT PG 
(Schroter, S. 216). 

Nimmt man auf der zweiten Polaren eines Punktes P einen 
Punkt O an, so geht die erste Polare von O durch P, nimmt man 
umgekehrt auf der ersten Polare von P einen Punkt Q an, so 
geht die zweite Polare von Q durch P (Schréter, S. 188). 

Sind A und B zwei Punkte einer c,, so liegen die Pole der 
Geraden AB beziiglich der vier durch A und B gehenden Kegel- 
schnitte, die aus dem Hartschen Satz folgen (vgl. § 1), auf der 
¢3, die in ihnen von vier durch einen Punkt C gehenden Geraden 
beritthrt wird. Dieser Punkt C ist der dritte Schnittpunkt der Ge- 
raden AB mit der Kurve. Die Pole der Geraden A B beziiglich irgend- 
drei dieser Kegelschnitte sind die Diagonalpunkte des vollstin- 
digen Vierecks, dessen Ecken die vier Punkte auf dem vierten 
Kegelschnitte sind (Salmon, J. f. Math. 42, 276 (1851)). 

Die sechs Tangentialpunkte der Beriihrungspunkte von sechs 
aus emem Punkte P an die cz gelegten Tangenten legen ebenso 
wre die Beriihrungspunkte selbst auf einem Kegelschnitte, der der 
begleitende oder beigeordnete Kegelschnitt des Punktes P beziiglich 
der cz heift. 

Der begleitende Kegelschniti beriihrt den Polarkegelschnitt, auf 
dem die Bertihrungspunkte der sechs Tangenten liegen, in den 
. beiden Punkten, in denen dieser von der geraden Polaren getroffen 
wird (Slawyk, Diss. Breslau 1872, Milinowski, J. f. Math. 
89, 145 (1880)). 
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Wenn man von einem Punkte O die Tangenten an den 
Polarkegelschnitt eines Punktes 0’ legt und von 0’ die Tangenten 
an den Polarkegelschnitt von O, so liegen die vier Beriihrungs- 
punkte auf einer Geraden, der gemischten Polaren der Punkte 
O, O’ (Cremona, Art. 130). 

Die geraden Polaren der Punkte einer Geraden g umhiillen 
einen Kegelschnitt, der die Polokonik (Cremona), konische Polare 
(Salmon) oder Lineopolar-Enveloppe (Cayley) der Geraden g 
heift. 

Wenn Q und Q’ die Schnittpunkte der Geraden g mit ihrer 
Polokonik sind, so beriihrt der Polarkegelschnitt von Q die Gerade 
g in Q’, und umgekehrt. Die Polokonik einer Geraden ist der Ort 
aller Punkte,deren Polarkegelschnitte die Gerade beriihren(Schréter, 
S$. 202). 

Gemischte Polokonik zweier Geraden g und g’ heiBt der Ort 
der Punkte, fiir deren Polarkegelschnitt g und g’ konjugierte Ge- 
rade sind (Cremona, Art. 136). 

Die Polarkegelschnitte aller Punkte der Ebene bilden ein 
Kegelschnittnetz. Zwei Kegelschnittbiischel des Netzes haben einen 
Kegelschnitt gemein, dieser ist die Polare des Schnittpunktes der 
beiden Geraden, deren Punkte die Kegelschnitte der beiden Biischel 
zu Polaren haben. Die Jacobische Kurve und die Steinersche 
Kurve dieses Netzes fallen in eine einzige Kurve 3. Ordnung zu- 
sammen, welche die Hessesche Kurve der c, heiBt, nach Hesse, 
J. f. Math. 28, 97 (1844), Werke, 8. 123. 

Konjugierte Pole dieser Hesseschen Kurve heifen zwei Punkte 
P, P’, die beztiglich aller Kegelschnitte des Netzes konjugiert sind. 
Zwei konjugierte Pole besitzen immer denselben Tangentialpunkt, 
und dieser ist der konjugierte Pol zw dem dritien Schnittpunkt der 
Linie PP’ mit der Kurve (Cremona, Art. 133). 

Der Polarkegelschnitt eines Punktes P der Hesseschen Kurve 
beziiglich der urspriinglichen c, zerfallt in ewet Gerade, die sich nm 
dem konjugierten Pole P’ von P schneiden. 

Greift man aus dem Kegelschnittnetz drei beliebige Kurven, 
die keinem Biischel angehéren, heraus, so haben je zwei von ihnen 
vier gemeinsame Tangenten, die ein vollstiindiges Vierseit be- 
stimmen; die 18 Eckpunkte der drei Vierseite, die man so erhiilt, 
liegen alle auf einer Kurve 3. Ordnung und bilden auf thr neun 
Paare konjugierter Punkte (Schriéter, S. 35). 

Die Verbindungslinien der Paare konjugierter Punkte wm- 
hiillen eine Kurve 3. Klasse 6. Ordnung, welche die Cayleysche 
Kurve hei&t nach Cayley, J. de Math. (1) 9, 290 (1844), Papers 
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I, 187, sie ist mit der Enveloppe der Geraden, in die die Polar- 
kegelschnitte der Punkte auf der Hesseschen Kurve zerfallen, 
adentisch. 

Zwei konjugierte Pole werden harmonisch getrennt von dem 
Punkte, in dem ihre Verbindungslinie die Hessesche Kurve zum 
drittenmal trifft, und dem Punkte, in dem diese Gerade die Cayley- 
sche Kurve bertihrt (Cayley, Phil. Trans. 147, 425 (1857), 
Papers I, 390). 

Die drei Tangenten, die man von einem Punkte P der Hesse- 
schen Kurve an die Cayleysche Kurve legen kann, bestehen aus 
der Geraden, die den Punkt P mit seinem konjugierten Pole P’ 
verbindet, und den beiden Geraden, in die der Polarkegelschnitt 
von P’ gerfillt (Cremona, Art. 133). 

Auf der Hesseschen Kurve liegen die Diagonalpunkte und 
die Cayleysche Kurve beriihren die Seiten der vollsténdigen Vier- 
ecke, in deren Ecken sich die Polarkegelschnitte der Punkte einer 
Geraden schneiden (Cremona, Art. 133). 

Die Hessesche Kurve ist der Ort der Punkte, in denen sich 
die Geraden der zerfallenden Polokoniken schneiden, und wird 
gleichzeitig von diesen selben Geraden umbhiillt, wihrend die 
Cayleysche Kurve von den Geraden umhiillt wird, auf die sich 
diese Polokoniken beziehen (Cayley, Phil. Trans. 147, 432). Die 
Hessesche Kurve ist der Ort der begleitenden Punkte dieser die 
Cayleysche Kurve beriihrenden Geraden (Cremona, Art. 138). 

Man kann die Cayleysche Kurve auch definieren als die 
Enveloppe der gemischten Polare zweier Punkte auf der Hesse- 
schen Kurve, von denen der eine der Tangentialpunkt des anderen 
ist (Cayley, Phil. Trans. 147, 439). 

Die Hessesche und die Cayleysche Kurve entsprechen ein- 
ander reziprok, woriiber zu vergleichen Cremona, Art. 141 und 
Schréter, $.43. Uber ihre Theorie und verwandte Fragen s. 
auch Scott, Phil. Trans. 185, 247 (1894), Gordan, Am. Math. 
S. Trans. 1, 402 (1900), Oppenheimer, Monatsh. f. VM. 12, 
219) (1901): 

Andere Eigenschaften der cs, die in gewissem Sinne mit 
der Polaritit in Beziehung stehen, fanden London, Math. Ann. 
36, 535 (1890), GuBfeldt, Math. Ann. 2, 65 (1870), Capo- 
rali, Memorie de geometria, 1888, p. 47. 

Im allgemeinen gehen durch 3m — 1 Punkte einer c, unend- 
lich viele Kurven m‘** Ordnung, nur in den Fallen m=1, m= 2 
existiert eine einzige solche Linie. Dies bleibt giltig, wenn die 
3m— 1 Punkte sich in einem einzigen vereinigen, in diesem Falle 
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ist der weitere Schnitt der Kurve m*” Ordnung mit der cz bestimmt. 
Fiir m= 1 findet man die Tangente, und der weitere Schnitt 
wird durch den Tangentialpunkt gebildet. 

Fiir m = 2 ergibt sich das Theorem von Steiner, J. f. Math. 
32, 303 (1846), Werke Il, 379: In jedem ihrer Punkte wird eine 
€, von einem Kegelschnitt fiinfpunktig beriihrt, dessen  letzter 
Schnittpunkt mit der Kurve der dritte Schnittpunkt der Geraden 
ast, die den Schmiegungspunkt mit dem Tangentialpunkt seines 
Tangentialpunktes verbindet. Dieser Satz ist schon von Poncelet 
gegeben worden, J. f. Math. 8, (1832) 135. 

Wenn ein Kegelschnit eime cz in drei getrennten Punkten 
beriihrt und in diesen die fiinfpunktig beriihrenden Kegelschnitte 
konstruiert werden, so liegen die drei sechsten Schnittpunkte dieser 
Kegelschnitte auf einer Geraden (Schriter, 8. 273). 

Fir m = 3 findet man: Konstruiert man alle Kurven 3. Ord- 
nung, die die gegebene c, in einem und demselben Punkte P acht- 
punktig beriihren, so gehen sie alle durch den Punkt hindurch, den 
man findet, indem man zu P den Tangentialpunkt, von diesem 
wieder den Tangentialpunkt und von dem gefundenen Punkte zum 
drittenmal den Tangentialpunkt konstrwiert (Salmon, Phil. Trans. 
148, 535 (1859)). 

Halphen beschiftigt sich in den Math. Ann. 15, 359 (1879) 
mit den Punkten, in denen alle 3m Schnittpunkte einer Kurve 
m‘** Ordnung mit der c, zusammenfallen kénnen, also eine 3m- 
punktige Beriihrung stattfindet. Fiir m 1 ergeben sich die neun 
Wendepunkte, fiir m = 2 die sextaktischen Punkte, deren es 27 
gibt, fiir m= 3 die Punkte, die Halphen Koinzidenzpunkte nennt. 
Man vgl. auch Kétter, Diss. Berlin 1884, der von Wendepunkten 
zweiter, dritter usw. Stufe spricht. 

Von den Wendepunkten sind drei reell, sechs imaginir. Die 
27 sextaktischen Punkte sind die Schnitipunkte der geraden Polaren 
der Wendepunkte mit der c,; von ihnen sind neun reell und 18 
imaginir, Die Gleichung 27. Grades, von denen ihre Bestimmung 
abhingt, ist ebenso wie die Gleichung 9. Grades, welche die 
Wendepunkte liefert, algebraisch auflésbar und auch vom rein 
algebraischen Standpunkte aus bemerkenswert, Vgl. Steiner, J.f. 
Math. 32, 182, 300 (1846), Werke II, 369,375, Pliicker, ebenda 
34, 332 (1847), Abhdign. I, 404. Vieles iiber diese Punkte findet 
man bei Schréter in § 382. 
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§ 3. Erzeugung und Konstruktion der Kurven dritter 
Ordnung. 


Bezieht man ein Strahlenbiischel und ein Kegelschnittbiischel 
projektiv aufeinander, so erfiillen die Schnittpunkte der Strahlen 
des Biischels mit den homologen Kegelschnitten, wie aus der allge- 
meinen Theorie der algebraischen Kurven hervorgeht, eine Kurve 
3. Ordnung. 

Wenn eine c, durch neun Punkte bestimmt ist, so 1éBt sich 
nur fiir den Mittelpunkt des Strahlenbiischels irgendeiner dieser 
Punkte wihlen, nicht aber fiir die vier Grundpunkte des Kegel- 
schnittbiischels irgendvier der iibrigen Punkte. Sind aber vier 
von diesen fiinf Punkten gegeben, so bestimmt sich der fiinfte aus 
den folgenden Theoremen (Cremona, Art. 65): 

Sind auf einer c, irgendwie vier Punkte A, B, C, D fest- 
gelegt, so schneidet jeder Kegelschnitt, der durch sie hindurchgeht, 
die c, auperdem in zwei Punkten, die mit einem festen Punkte O 
der Kurve in gerader Linie liegen. Dieser Punkt heipt der den 
vier Punkten gegeniiberliegende Punkt. Die Kegelschnitte durch 
A, B, C, D und die Strahlen durch O bilden dann zwei projektive 
Biischel, welche die c, erzeugen. 

Legt man auf einer cz willkiirlich drei Punkte A, B, C und 
eimen vierten Punkt O fest, so schneidet gede Gerade durch O die 
Cz; im gwet anderen Punkten derart, dap der Kegelschnitt, der 
durch sie und die Punkte A, B, C geht, noch einen festen Kurven- 
punkt D enthdlt. Die Kegelschnitte durch A, B, C, D und die 
Strahlen durch O bilden dann zwei projektive Biischel, die die cs 
erzeugen. 

Auf Grund dieser Siitze kann man die c, konstruieren, die 
durch neun gegebene Punkte geht (Chasles, C. R. 36, 943 (1853)) 
und kann auch zu acht bekannten Schnittpunkten zweier c,; den 
neunten konstruieren, indem man den Satz benutzt, daB ein Kegel- 
schnitt, der durch fiinf unter den neun Schnittpunkten zweier cs 
geht, auch durch den Punkt geht, der den iibrigen vier Punkten aut 
beiden Kurven gegeniiberliegt. Vgl. hiertiber Pliicker, Theorie 
d. alg. Kurven, 1839, 8S. 56 und Hart, Cambr. Dubl. Math. J. 6, 
181 (1851). Verschiedene Konstruktionen dieses neunten Punktes, 
die blo& das Lineal erfordern, sind von London angegeben, 
Math. Ann. 36, 585 (1890). Besondere Falle der Chaslesschen 
Konstruktion und ihre Anwendungen sind behandelt bei Durége, 
p. 156, und Jonquiéres, Mél. de géom. pure, p. 182. 
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Hine andere Konstruktion gab Chasles (C. R. 37, 275 
(1853)) auf Grund des Satzes: Wenn zwei Kegelschnittbiischel aus 
emer Geraden die Punktepaare derselben Involution ausschneiden 
und dadurch projektiv aufeinander bezogen sind, so erfiillen die 
ubrigen Schnittpunktepaare entsprechender Kegelschnitte eine Kurve 
3. Ordnung. 

Die Grapbmannsche Erzeugungsart der c, ist gegeben durch 
den Satz: Hin Punkt beschreibt eine cs, wenn die Geraden, die 
thn mut drei festen Punkten A, B, C verbinden, drei feste Geraden 
a, b, c in dret Punkten einer geraden Linie treffen. Die Umkeh- 
rung des Satzes, daB jede cs sich auf diese Weise konstruieren 
1a8t, und zwar, wenn A, B, C gegeben sind, die Geraden a, b, ¢ 
auf 12 verschiedene Arten angenommen werden kénnen, hat 
Clebsch bewiesen, Math. Ann. 5, 425 (1872). GraBmanns 
Schriften finden sich im J. f. Math. 31, 111 (1846), 36, 117 
(1848), 42, 187 (1851), 52, 254 (1856), vereinigt in seinen 
Werken, Bad. II’. 

Von Cayley (J. de Math. (1), 9, 287 (1844), Papers I, 185) 
rihrt die Konstruktion her, die auch GraBmann angibt und die 
aussagt: Wenn ein Punkt sich so bewegt, dap die Geraden, die ihn 
mit dret Punktepaaren verbinden, einer Involution angehiren, so 
beschreibt er eine Kurve 8. Ordnung. 

Vgl. tiber diese Konstruktionen Kélmel, Diss., Tibingen 
1886, und Whitehead, A treatise on universal algebra I, 1898, 
p. 333. 

Eine andere Konstruktion verdankt man Schréter, Math. 
Ann. 5, 50 (1872). Sie beruht auf dem Satz von Hesse: Ver- 
bindet man zwei Paare konjugierter Pole der c, auf doppelte Art 
iiber Kreuz, so durchschneiden sich die Verbindungslinien jedesmal 
auf der Kurve, und die beiden Schnittpunkte bilden ein neues Paar 
konjugierter Pole. Gibt man also nach Willkir drei Punktepaare als 
Paare konjugierter Pole, so ist die Kurve bestimmt, und es lassen sich 
beliebig viele Punkte auf ihr linear konstruieren. Betreffs dieser 
Konstruktion vgl. auch Hurwitz, J. f. Math. 107, 141 (1891), 
Oppenheimer, Monatsh. f. Math. 16, 193 (1905). 

_ Eine weitere Konstruktion griindete Chasles (J. de Math. 
(1) 19, 366 (1854)) auf den folgenden Satz, der von Jonquieres 
herriihrt (C. R. 45, 326 (1857)): Nimmt man auf emer der vier 
gemeinsamen Tangenten emer Kegelschnittschar einen Punkt O be- 
liebig an, legt von ihm die gweiten Tangenten an die Kegelschnitte 
der Schar und nimmt zu dem Biischel dieser Tangenten eine pro- 
jektive gerade Punktrethe an, bringt man dann jede der Tangenten 
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zum Schnitt mit den Tangenten desselben Kegelschnittes der Schar, 
die durch den der ersten Tangente in der Punktreihe entsprechenden 
Punkt gehen, so erfiillen die Schnittpunktepaare, die man so erhdlt, 
eine c,. Diese geht durch O und die Schnittpunkte der drei gemein- 
samen Tangenten, auf denen O nicht liegt, hindurch. 

Legt man aus zwei festen Punkten die Tangentenpaare an 
die Kegelschnitte der Schar, so schneiden diese sich in je zwei 
Punktepaaren, deren Ort eine c, ist (Schréter, 8. 16). 

Ebenso wird eine c, erfiillt von den Punkten, von denen aus 
an drei beliebig gegebene Kegelschnitte solche Tangentenpaare gehen, 
die emer Strahleninvolution angehiren. Gehoren die drei Kegel- 
schnitte zu einer Kegelschnittschar, so ist diese Bedingung fir 
alle Punkte der Ebene erfillt (Schréter, S. 28). 

Uber die angefiihrten und noch andere Konstruktionen findet 
man weiteres bei Kotter, Math. Ann. 38, 287 (1891), Rohn, 
Math. Ver. 16, 265 (1907). 


§ 4. Die Konfiguration der Wendepunkte. Syzygetische 
Biischel. Kanonische Gleichung. 


Wie schon Mac Laurin fand, haben die neun Wendepunkte 
eimer c, eine solche Lage, daB jede Gerade, die zwet von ihnen 
verbindet, noch einen dritten enthdlt. Vgl. Jonquiéres, Meél. de 
géom. pure, p. 231. 

Auf diese Weise entstehen 12 Geraden, die Wendepunkts- 
linien, von denen jede drei Wendepunkte enthailt und vier durch 
jeden Wendepunkt gehen. Diese Konfiguration wird die Hesse- 
sche Konfiguration genannt, da sie Hesse zuerst studiert hat. 

Die 12 Wendepunktslinien lassen sich derart in vier Tripel 
teilen, daB die Linien eines Tripels jedesmai zusammen alle 
Wendepunkte enthalten. Diese Tripel bilden die syzygetischen 
Dreiseite. Die Ecken dieser letzteren bilden die Doppelpunkte der 
Zyklischen Projektivitdten, welche auf den Wendepunktslinien die 
drei auf thnen enthalienen Wendepunkte begriinden (Clebsch, J. 
f. Math. 63, 120 (1864)). Die Doppelpunkte sind reell, wenn 
von den Wendepunkten einer reell und die anderen beiden kon- 
jugiert imaginir sind, sie sind auf einer reellen Wendepunktslinie 
imaginar, wenn die drei Wendepunkte reell sind. 

Eine reelle, singularitiatsfreie c, hat drei in gerader Linie 
liegende reelle Wendepunkte, und auBer dieser Wendepunkts- 
linie geht durch jeden reellen Wendepunkt nur noch eine reelle 
Wendepunktslinie, die auSer dem reellen zwei konjugiert ima- 
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ginire Wendepunkte enthilt. Die zwei weiteren Wendepunkts- 
linien, die durch jeden reellen Wendepunkt gehen, sind konjugiert 
imaginir. 

Legt man von einem Wendepunkte die drei von der Wende- 
tangente dieses Punktes verschiedenen Tangenten an die Kurve, so 
liegen deren Beriihrungspunkte auf einer Geraden, welche die har- 
monische Gerade des Wendepunktes heist und erfiillt wird von 
den Punkten auf den Geraden durch den Wendepunkt, die zu 
diesem letzteren und den beiden weiteren Schnittpunkten der Ge- 
raden mit der Kurve den vierten harmonischen Punkt bilden 
(Mac Laurin, vgl. Jonquiéres, l.c. p. 228). 

Hine ¢, eed in sich transformiert durch eine involutorische 
-Homologie (perspektive Kollineation), die zum Zentrum einen 
Wendepunkt und zur Achse die zugehidrige harmonische Gerade 
hat. Wird umgekehrt eine c, durch eine solche Kollineation in 
sich transformiert, so ist deren Zentrum ein Wendepunkt der 
Kurve. 

Der Polarkegelschnitt eines Wendepunktes zerfallt in die Wende- 
tangente und die harmonische Gerade dieses Punktes (Cremona, 
Art. 140). 

Die neun Wendepunkte werden durch die Hessesche Kurve 
ausgeschnitten und ihre harmonischen Geraden bilden die Riick- 
kehrtangenten der Cayleyschen Kurve in den neun Spitzen,, 
dabei sind die letzteren selbst die Schnittpunkte der harmonischen 
Geraden mit der zugehérigen Wendetangente (Cremona, Art. 141, 
Salmon, 8. 200). 

Drei Wendepunkte, die in gerader Linie liegen, werden aus 
einem beliebigen Punkte der Kurve auf die Kurve wieder in drei 
Punkte einer geraden Linie projiziert (dieser Satz riihrt von 
Kiipper her, vgl. Durége, p. 288). 

Die harmonischen Geraden von drei in yerader Linie liegen- 
den Wendepunkten gehen durch einen Punkt, dieser und die 
Ecken des Dreiseits, das die Tangenten in den drei Wendepunkten 
bilden, sind die Grundpunkte des Kegelschnittbiischels, das die ersten 
Polaren der Punkte der Wendepunktslinie bilden (Pliicker, System 
der anal. Geom., S. 288). 

Die Punkte, in denen sich die harmonischen Geraden zu je 
dreien begegnen, sind die Ecken der vier syzygetischen Dreiscite. 
Somit verteilen sich die 12 Ecken dieser vier Dreiseite zu je vieren 
auf die neun harmonischen Geraden der Wendepunkte. Uber die 
Higenschaften dieser Konfiguration vgl. Hesse, J. f. Math. 28, 
97, 38, 257. 


Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 25 
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Wenn man durch einen Wendepunkt W drei Geraden be- 
liebig zieht, so liegen die sechs weiteren Schnittpunkte dieser Geraden 
mit der Kurve auf eimem Kegelschnitt. Jede cz, die durch diese 
sechs Punkte und den Punkt W geht, hat den letzteren Punkt zum 
Wendepunkt (Salmon, J. f. Math. 39, (1850) 365). 

LaBt man die drei Geraden zusammenfallen, so ergibt sich 
insbesondere: In den weiteren Schnittpunkten einer Geraden durch 
einen Wendepunkt wird die c, von einem und demselben Kegel- 
schnitt dreipunktig beriihrt (Poncelet, J. f. Math. 8, 134 
(1832)). 

Wenn man durch eine Ecke eines syzygetischen Dreiseits 
eine beliebige Transversale legt, so schneidet sie die sechs har- 
monischen Geraden, die nicht durch diese Ecke gehen, in sechs 
Punkten, die sich auf drei verschiedene Arten als Punktepaare 
einer Involution auffassen lassen (Servais, Brux. Bullet. (3) 
20, 456 (1890)). 

Die sechs Tangenten, die von einer Ecke des vollstindig 
reellen syzygetischen Dreiseits ausgehen, lassen sich auf drei ver- 
schiedene Arten als Strahlenpaare einer Involution auffassen. Die 
Doppelstrahlen dieser drei Involutionen bilden aufs neue Strahlen- 
paare einer Involution, die zu Doppelstrahlen die durch die ange- 
nommene Ecke gehenden Seiten des Dreiseits hat (Cremona, 
Giorn. di mat. (1) 2, 85 (1864). 

Die neun Wendepunkte bestimmen eine c, nicht, vielmebr gehen 
durch sie die Kurven eines ganzen Biischels hindurch, und alle 
diese Kurven haben ihre neun gemeinsamen Punkte zu Wendepunkten 
(Hesse, J. f. Math. 28, 107). Das Biischel heiBt ein syzygeti- 
sches Biischel. In ihm sind vier in drei Gerade zerfallende c, ent- 
halten: die vier syzygetischen Dreiseite. Jede Seite eines solchen 
Dreiseits ist die zweite Polare der gegeniiberliegenden Ecke fiir alle 
Kurven des syzygetischen Biischels. 

Die Hessesche Kurve ciner Kurve des syzygetischen Biischels 
gehort wieder dem Biischel an, und jede Kurve des Biischels ist 
Hessesche Kurve von drei Kurven des Biischels (Hesse, J. f. 
Math. 28, 89). Somit kann (vgl. § 2) jede c, als Hesse- 
sche (Jacobische) Kurve von drei Kegelschnittnetzen aufgefaBt 
werden. 

In einem syzygetischen Biischel sind vier (dquianharmonische) 
Kurven enthalten, deren Hessesche Kurven die vier syzygetischen 
Dreiseite sind, und sechs (harmonische) Kurven, deren jede die 


Hessesche ihrer eigenen Hesseschen Kurve ist (Aronhold, J. f. 
Math. 39, 153 (1850)). 
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Die Polarkegelschnitte eines Punktes P der Ebene beziiglich 
aller Kurven des syzygetischen Biischels bilden ein Kegelschnitt- 
biischel, dessen Grundpunkte die Beriihrungspunkte der vier aus P’ 
an die durch P gehende Kurve des syzygetischen Biischels gelegten 
andcren Tangenten sind (Cayley, Phil. Trans. 147, 443 (1857), 
Papers I, 412). 

Die geraden Polaren eines Punktes P beziiglich aller Kurven 
des syzygetischen Biischels bilden ein Strahlenbiischel, dessen 
Mittelpunkt der Tangentialpunkt von P fiir die durch P gehende 
Kurve des Biischels ist (Salmon, Phil. Trans. 148, 535 
(1859)). 

Die Cayleyschen Kurven der c, eines syzygetischen Biischels 
bilden eine syzygetische Schar von Kurvyen 38. Klasse, die zu ge- 
meinsamen Riickkehrtangenten die fiir alle Kurven des syzyge- 
tischen Biischels identischen harmonischen Geraden der Wende- 
punkte haben. 

Es gibt eine Gruppe von 216 Kollineationen, welche die Kon- 
figuration der neun Wendepunkte, d.h. auch das syzygetische Kurven- 
biischel, in sich transformieren. 

Es gibt eine Gruppe von 18 Kollineationen (auBer der Iden- 
titat die neun bereits besprochenen involutorischen perspektiven 
Kollineationen, ferner die acht terniir zyklischen Kollineationen, 
welche zu Doppelpunkten die drei Ecken eines syzygetischen 
Dreiseits haben und die Wendepunkte auf dessen Seiten zyklisch 
ineinander transformieren), die jede Kurve des syzygetischen 
Biischels in sich transformieren. Zu dieser Gruppe gehort jede 
Kollineation, welche eine nicht zerfallende Kurve des Biischels 
in sich transformiert. 

Bezieht man die Gleichung einer c, in inhomogenen pro- 
jektiven Koordinaten x, y auf ein Grunddreieck, von dem eine 
Ecke ein Wendepunkt und die gegentiberliegende Seite die har- 
monische Gerade dieses Wendepunktes ist, so nimmtsie die Form an: 


y? = ax? + ba?+ ca +d. 


Deutet man in dieser Gleichung a, y als affine (cartesische) 
Koordinaten, so stellt sie eine divergente Parabel dar. Somit 
geht jede Kurve 3. Ordnung aus einer divergenten Parabel durch 
Projektion aus einer Ebene auf eine andere hervor. Dies ist 
der Satz, von dem Newton (Genesis curvarum per umbras) 
ausging. 

Schreibt man die Gleichung der c, in homogenen Koordi- 


dinaten, die auf das reelle syzygetische Dreiseit bezogen sind, so 
may 
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nimmt sie die kanonische Form an: 
22+ 22+ x° + 6ha, x23 = O. 
Die Hessesche Kurve hat dann die Gleichung 
AP (0,2 + 2° + 25°) — (1 + 21”) a, 1%, = O. 
So zeigt sich, daB beide Kurven zu dem durch die Kurven 
2+ x 3+ 42> = 0, 0, %_%3 = 0 


bestimmten Biischel gehéren. Gibt man i alle méglichen Werte, 
so erhdlt man alle Kurven des syzygetischen Biischels, dessen 
Grundpunkte nach dem Vorstehenden durch die drei Gleichungs- 
paare 


3 3 a a 3 $e a 8 25 
H, = 0, to°+ 43° = 0; 2 =0, %3°+2,°=0; 43=0, 2,°+2,°=—0 


bestimmt werden. So erkennt man, da8, wenn « eine imaginire 
dritte Einheitswurzel bezeichnet, die Koordinaten der Wende- 
punkte einer c,, bezogen auf das syzygetische Dreiseit, durch die 
folgenden Werte gegeben werden: 


OR: Tp 0, tee rate 
—:, 0, fm Ae Ye Beer gy Nr 
Dep te KORY je bet 08 Wily). 
(Vgl. Clebsch-Lindemann I, §. 511.) 


§ 5. Gestalt und Klassifikation der Kurven dritter 
Ordnung. 


Bringt man die Gleichung einer c, durch Transformation 
der zugrunde liegenden projektiven Koordinaten #, y in die Form 
der divergenten Parabeln 


y? = ax + ba? 4+ cx +d, 


so besteht die Kurve aus zwei Asten, wenn die Wurzeln der ku- 
bischen Gleichung, die sich durch Nullsetzen der rechten Scite in 
der vorstehenden Gleichung ergibt, alle reell sind; sind zwei Wur- 
zeln der Gleichung konjugiert komplex und nur eine Wurzel reell, 
so besteht die Kurve aus einem einzigen Ast. | : 

Von den beiden Asten der Kurve wird der eine von allen 
Geraden der Ebene in einem oder drei Punkten geschnitten (un- 
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paarer Ast oder Serpentine), der andere in zwei oder keinem 
Punkte (paarer Ast oder Oval). 

Bei einistigen Kurven fehlt der paare Ast, von jedem Punkte 
dieser Kurven gehen zwei reelle anderswo beriihrende Tangenten 
aus. Bei den zweiiistigen Kurven lassen sich von den Punkten 
des unpaaren Astes vier reelle anderswo beriihrende Tangenten 
an die Kurve legen, zwei an den unpaaren und zwei an den paaren 
Ast; von den Punkten des paaren Astes laBt sich keine anderswo 
beriihrende Tangente an die Kurve legen. Vgl. Durege, J. f. 
Math. 75, 153 (1873). | 

Bei den einistigen Kurven zerlegen zwei Punkte mit gemein- 
samem Tangentialpunkt den Ast in zwei Teile, von denen der 
eine durch den Tangentialpunkt aufs neue in zwei Teile zerlegt 
wird; von den drei Teilen der Kurve, die man so erhdlt, enthdlt 
jeder einen reellen Wendepunkt (Schréter, 8. 254). 

Bei einer zweiistigen Kurve liegen die drei reellen Wende- 
punkte auf dem unpaaren Ast, und fiir den letzteren bleibt der 
soeben gegebene Satz unverindert giltig. Ahnliche Fragen be- 
handelten Sturm, J. f. Math. 90, 85 (1880), Kotter, Jf 
Math. 114, 170 (1895). 

Newton (Enumeratio lincarum tertii ordinis) hat zuerst 
eine Klassifikation der c, gegeben in Analogie zu der affinen 
Klassifikation der Kegelschnitte, indem er von der Gleichungs- 
form der divergenten Parabeln ausging. Er rechnete 72 Arten 
von Kurven 3. Ordnung. Weitere Aufkliirung tiber diese Arten 
findet man bei Cremona, Giorn. di Mat. (1) 2, 78 (1864), und 
Rouse Ball, Lond. M. S. Proc. 22, 140 (1891). Plicker rech- 
nete, von Ahnlichen Gesichtspunkten ausgehend, 219 Arten. 

Mobius (Leipz. Abh. 1, 1 (1852), Werke II, 89) versuchte 
zuerst eine projektive Klassifikation der c,;, die weit weniger 
Arten liefert. Er ersetzte zu dem Zweck die c, durch den Kegel 
8. Grades, der sie aus einem Punkte auBerhalb ihrer Ebene pro- 
jiziert, und diesen Kegel wieder durch die sphirische Kurve, in der 
er yon einer Kugel um seine Spitze geschnitten wird. So kam er 
dazu, sieben Typen von c, zu unterscheiden. Ebenfalls von den 
Kegeln 3. Grades ausgehend, gelangte Wiener (Die Einteilung 
der eb. Kurven u. Kegel 3. Ordnung, Abhdign. aus d. Verlage math. 
Modelle von M. Schilling in Halle, 1901, dort auch biblio- 
graphische Nachweise) za 13 Gattungen von c;. Um sie zu 
finden, gehen wir von dem syzygetischen Biischel aus: 


wp 2+ a> + v5°-+ CAM, xy X3 = 0. 
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Fir 4 = — 4 ergibt sich ein Dreiseit mit einer reellen und 
zwei konjugiert imaginiren Seiten, fiir 4 = co ergibt sich ein 
Dreiseit mit lauter reellen Seiten. Ist A< — 4, so gehort zu 2 
eine zweiastige Kurve, insbesondere zu 


wd 
3 V3 5 
pany lies 


eine zweidstige harmonische Kurve. Ist 4 > — 4, so ergibt sich 
eine einistige Kurve, insbesondere fiir 4 = 0 die aquianharmoni- 
sche Kurve, die zur Hesseschen Kurve das fiir 4 = 00 resultierende 
reelle Dreiseit hat, fiir 4 = 1 die aquianharmonische Kurve, deren 
Hessesche Kurve das fiir 4 = — 4 entstehende Dreiseit ist, fir 


Viva 
i= ieee 


ergibt sich eine einastige harmonische Kurve. So erhalten wir die 
Wienerschen Typen: 


I. Zweiistige Kurven (— 4 >1>4,). 
II. Zweiiistige harmonische Kurve (4 = 4,). 
III. Zweiiistige Kurven (A, > 4). 
IV. Hinistige Kurven (A > 1). 
V. Aquianharmonische Kurven, deren (in ein Dreiseit zer- 
fallende) Hessesche Kurve nur eine reelle Seite hat 
A= 1). 
VI. nae Kurven (1 >4>4,). 
VII. Einistige harmonische Kurve (A = A,). 
VII. Hinistige Kurven (4, > 2 > 0). 
IX. Aquianharmonische Kurven, deren Hessesche Kurve 
aus drei reellen Graden besteht (A = 0). 
X. Hinistige Kurven (0 >i. 4). 


Zu diesen zehn Gattungen singularitdtenfreier Kurven kommen 
drei Gattungen von c,; mit singuldrem Punkte, namlich 
XI. Kurven mit Knoten (reelle Doppelpunktstangenten). 
XII. Kurven mit Spitze (zusammenfallende Doppelpunkts- 
tangenten). 
XIII. Kurven mit isoliertem Punkt (imaginire Doppel- 
punktstangenten). 
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§ 6. Anwendung der elliptischen Funktionen. Die kubi- 
schen Ternarformen. 


Fiihrt man die Gleichung der ¢, in inhomogenen projektiven 
Koordinaten auf die Gleichungsform der divergenten Parabeln 
zurtick 


y= ax®+ ba? + cat+d, 


so l&Bt sich leicht durch eine Verschiebung des Ursprunges (a = 0, 
y = 0) auf der Linie y = 0 und eine Verinderung des Einheits- 
punktes (x = 1, y = 1) die Gleichung weiter reduzieren auf 


y = 42° ~ 9,4 — Gs. 


An diese Gleichung l&8t sich sofort die Hinfiihrung der 
WeierstraBschen g-Funktion kntipfen, indem man setzt 


te 
w= —u, y= eu, 


so daB w einen den Punkten der Kurve in eindeutiger Weise zu- 
geordneten Parameter bezeichnet. In der Tat besteht zwischen 
gu und seiner Derivierten ¢'u die Relation 


p'w= Lou — g.0u — gs. 


Die Funktion gu ist doppeltperiodisch. Sind @, w’ ihre 
Perioden, so erhalt man denselben Wert von gu und damit auch 
von “ und y, wenn man den Argumentwert w ersetzt durch wu + 
ma + m'w’, wobei m, m’ irgendwelche ganze Zahlen bezeichnet. 
Man erhilt also alle, reellen und imaginiren, Punkte der Kurve, 
wenn man w auf ein Periodenparallelogramm beschriankt. 

Die geometrische Darstellung der imaginiren Punkte hat 
F. Klein bei den zu den Kurven 3. Ordnung reziproken Kurven 
3. Klasse in einer sehr einfachen und anschaulichen Weise er- 
reicht. 

In der Theorie der elliptischen Funktionen wird gezeigt, daB 


|ou, ou, 1 
QU, Uy 1/=0 
{) Ug ( Us 1 


wird, wenn 
Lp aod Ss 
Uy + Up + Ug= mo-+ mo 
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ist. Die geometrische Deutung dieses Additionstheorems lautet 
so, daB drei Punkte der c, in gerader Lime liegen, wenn die 
Summe der szugehbrigen Parameterwerte u,, Ug, Us gleich eimer 
Periode wird. 

La8t man insbesondere uv, mit uv, zusammenfallen, so findet 
man, da8 die Beriihrungspunkte der von dem Kurvenpunkte mit 
dem Parameter wu, an die c, gelegten Tangenten einen Parameter 
von der Form 
mo -- mo — Uy 


U, = 3 


haben. Da Parameterwerte, die sich nur um Vielfache der 
Perioden unterscheiden, als gleichbedeutend anzusehen sind, gehen 
aus dem vorstehenden Ausdruck nur die folgenden vier zu wirk- 
lich verschiedenen Punkten gehérenden Parameterwerte hervor: 


U, —%+oe —u+toa —u,+oe+o’ 
74 2 2 2 ’ 2 


Macht man uw, = uv, = uz, So sieht man, daB die neun Wende- 
punkte zu den Parameterwerten gehéren: 


0. 2 o a+ 20 20 2o+o0" o+20' 20420’ 
S224 58 6°? BBL wee 2 eee 5 te 
Diese Ausdriicke, die sich aus den Periodendritteln linear 


zusammensetzen, lassen sich in leicht verstandlicher Symbolik wie 
folet charakterisieren 


(00), (10), (01), (11), (20), (02), (21), (12), (22), 


dann sieht man sofort, da8 die Wendepunkte sich auf die 12 
Wendepunktslinien folgendermaBen verteilen: 


(00) (01) (02)|(00) (40) (20)/(00) (41) (22)|(02) (41) (20) 
(10) (41) (42)|(01) 41) (21) (01) (42) (20)|(00) (42) (21) 
(20) (21) (22)|(02) (12) (22) (02) (10) (21)|(01) (40) (22) 


Wie man nach den oben gegebenen Formeln unmittelbar er- 
kennt, gehéren die Periodenhialften 


ata 
2 


‘, 
@ 
> 9? 


zu den Bertihrungspunkten der anderswo beriihrenden Tangenten; 
die man aus dem Wendepunkt (00) an die Kurve legt. Da die 
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Summe dieser Werte w+ w’ ist, liegen die drei Beriihrungspunkte 
in gerader Linie, und gleiches ist bei allen anderen Wende- 
punkten leicht zu erkennen. 

Das Abelsche Theorem sagt aus, daB die Parameterwerte 
Uy, Ug, ++ -, Ug, die zu den Schnittpunkten der c, mit einer 
Kurve n** Ordnung gehéren, der Bedingung geniigen: 


Uy + Ug +-++ + us,= mo + mo’. 


Nimmt man 7 = 2, also fiir die schneidende Kurve einen 
Kegelschnitt, und macht dann u, = u,=- ++ = u,, so findet man. 


mo + m’ w’ 
ee 

Die verschiedenen Punkte, die dieser Ausdruck liefern kann, 
erhalt man, indem man in ihm m und m’ die Werte 0, 1, 2, 3, 
4, 5 durchlaufen liBt. Bringt man von den 36 Parameterwerten, 
die sich so ergeben, die unter ihnen enthaltenen Parameter der 
Wendepunkte in Abzug, so behalt man die Parameter der 27 
sextaktischen Punkte iibrig. 

Macht man uw, = 4, Uz = Us, Us = Ug, So erhalt man die 
Gleichung 
DEA ee 1 


die ausdriickt, daB die Punkte mit den Parametern w,, Ug, Us, 
die Beriihrungspunkte eines dreifach beriihrenden Kegelschnittes 
sind. Den Wertekombinationen (1, 0), (0, 1), (1, 1) fiir m, m™ 
entsprechend erhalt man drei Systeme von solchen Kegelschnitten. 
Man sieht, daB.die Beriithrungspunkte zweier Kegelschnitte des- 
selben Systems wieder auf einem Kegelschnitte legen usw. Auf 
geometrischem Wege abgeleitet findet man diese Kegelschnitt- 
systeme bei Cremona, Art. 150. 

Schreibt man die Gleichung des Abelschen Theorems fiir 
die Kegelschnitte in der Form 


Uy + Ug + uy= mo+ mo’, 


indem man w= Us + U4 ain Uz + WU, setzt und die vier Punkte, 
zu denen diese letzteren Werte gehéren, auf der Kurve fest gegeben 
annimmt, so erkennt man sofort: Die Kegelschnitte, die durch 
vier feste Kurvenpunkte hindurchgehen, schneiden auBerdem zwei 
Punkte (mit den Parametern ™,, v,) aus, die mit einem festen 
Punkte in gerader Linie liegen, und der Parameter dieses letzteren 
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Punktes wird durch die Parametersumme der vier Punkte gegeben, 
-durch welche alle die Kegelschnitte gehen. 

Des weiteren vgl. man Clebsch-Lindemann I, 602, 
Halphén, Traité des fonctions elliptiques, 1888, U, 413, Har- 
nack, Math, Ann. 9, 1 (1876), Jouel, Math. Ann. 4%, 72 
(1896), Porter, Am. M. S. Trans. 2, 36 (1901). Die allgemeine 
Frage nach den Kurven, von deren Punkten die Koordinaten sich 
cals elliptische Funktionen eines Parameters ausdrticken lassen, 
behandelte Clebsch, J. f. Math. 64, 210 (1865). 

Der funktionentheoretischen Behandlung der c, steht ihre 
algebraische Theorie zur Seite, die sich auf die invarianten Bil- 
-dungen einer kubischen Ternarformen griindet. 

Eine solche Ternirform hat zwei Invarianten S, 7, die, wenn 
-die Form in ihrer kanonischen Gestalt 


f= 23+ a? + 2+ 612,225 
‘vorliegt, sich ausdricken wie folgt: 
S=24103—1), T= 6(845+ 2043— 1). 


Bei einer linearen Transformation der Form f multipliziert 
sich S mit der vierten, Z’ mit der sechsten Potenz der Substi- 
tutionsdeterminante. Daraus folgt, daB S*®: 7? eine absolute In- 
variante ist, die bei allen linearen Transformationen véllig un- 
geindert bleibt. Diese einzige absolute Invariante hingt mit dem 
charakteristischen Doppelverhiltnis ¢ der zugehérigen c, zu- 
‘sammen wie folgt: 


See. (1 — 6 — o%)§ 
eae Be: (1 + 6)?(2 — 021 — 26)? 


Aus den Invarianten S und 7’ setzt sich die Diskriminante 
Tt folgendermaBen zusammen: 


2 
sige le rs Ss 
und ist f in der kanonischen Form gegeben, so wird 
R= (1 + 848) 


Das Verschwinden von F& bedeutet, daB die Kurve nicht frei 
von Singularititen ist. 

Die Hessesche Kovariante, die in der kanonischen Form 
lautet: ; 
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H = 2(a,3 + 23 + 2°) — (1 + 21?) 2, 2525, 


ist bereits in § 4 vorgekommen. Die Cayleysche Kurve wird 
gewonnen durch das Nullsetzen der Kontravariante 


$= — 6A(u3 + up? + u,°) — 6(1 — 413) uy, Uy Us, 
in der u,, u,, Us die Koordinaten der Geraden 
Uy D+ Ugh, + Uz X%3 = O 
bedeuten. Hierzu kommt die Kontravariante: 
é = — 2(1 — 10A°)(u3 + uw? + ug3) — 4 (154? + 1215) wu, ty Ug. 


Die Gleichung f + 90H = 0 liefert fiir variierendes @ die 
Kurven des syzygetischen Biischels, s + of = 0 die Kurven der 
syzygetischen Schar, die die Cayleyschen Kurven bilden. 

AuBerdem sei die Divariante erwihnt, die in der kanonischen 
Form lautet: 


Sie liefert, gleich Null gesetzt, wenn man die ~, also einen Punkt, 
als gegeben ansieht, den Polarkegelschnitt dieses Punktes, und 
wenn man die 2, also eine Gerade, festlegt, die Polokonik dieser 
Geraden. Schreibt man diese Kovariante 
wobei 0,, =A(Au? + 2 ues), O35 = — (Fu? + Wuy Ug) usw. 
wird, dann ergibt die Kontravariante 
Or 2 3 % 
Wee Oz, x2 Og Us 
’ 
Os, Qs. O53 Us 
U, Uy Uz O 
gleich O gesetzt, die Gleichung der c, in Linienkoordinaten. 
Fiir die dguianharmonischen Kurven wird die Invariante 
S=0. Dann 1&8t sich die zugehérige Ternirform durch eine 


lineare Transformation auf die Summe dreier Kuben reduzieren 
(Aronhold, J. f. Math. 39, 153 (1850)). Die Hessesche 
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Form zerfillt in drei Linearfaktoren, die Hessesche Kurve in 
drei gerade Linien. Die Cayleysche Kurve reduziert sich auf 
die Schnittpunkte dieser drei Geraden, und das Dreieck, das 
diese bilden, ist ein gemeinsames Polardreieck aller Polarkegel- 
schnitte. 

Im Fall der harmonischen Kurven wird T = 0. Die Hesse- 
sche Form der Hesseschen Form wird mit der Urform (bis auf 
einen Zahlfaktor) identisch, und t=O ist die Gleichung der 
Cayleyschen Kurve der Hesseschen Kurve. 


Kapitel XVII. 


Allgemeine Theorie der ebenen Kurven vierter Ordnung. 


Von H, Ciani in Genua. 


§ 1. Kassifikation, Gestalt und Erzeugung. 


1. Allgemeines. Wir bezeichnen mit ¢, eine beliebige ebene 
irreduzible Kurve 4. Ordnung, die analytisch durch das Ver- 
schwinden einer irreduziblen biquadratischen Ternirform mit reellen 
Koeffizienten dargestellt wird. Da diese Ternirform von 14 Koeffi- 
zienten abhingt, so geht durch 14 in der Ebene beliebig ange- 
nommene Punkte eine einzige Kurve 4.Ordnung hindurch. Dabei 
ist aber vorausgesetzt, da gewisse besondere Lagen der Punkte aus- 
geschlossen sind; wihlt man z. B. die Punkte unter den 16 Schnitt- 
punkten zweier c, aus, so gehen durch sie mindestens oo? ¢, hin- 
‘durch. 

Eine ¢, besitzt Doppeltangenten und Wendepunkte und kann 
auch Doppelpunkte und Spitzen besitzen. Indem wir etwaige 
héhere Singularitiiten uns in ihre einfachen Elemente aufgelést 
denken, wollen wir wie in Kap. XIII, § 7 mit » die Ordnung, mit 
n die Klasse, mit d die Anzahl der Doppelpunkte, mit d’ die der 
Doppeltangenten, mit 7+ die der Spitzen, mit r’ die der Wende- 
punkte, endlich mit p das Geschlecht bezeichnen, dann ergibt sich 
aus den Pliickerschen Formeln die folgende von Salmon (Héhere 
ebene Kurven, 8. 278) gegebene Tabelle: 


n d 7 | nv ad r p 
4 0 0 12 28 24 3 
4 i ) 10 16 18 2 
4 0 1 9 10 16 2 
4 2 0 8 8 12 1 
4 1 1 vi 4 10 1 
4 0 2 6 1 8 1 
4 3 0 6 4 6 0 
4 2 1 5 2 4 0 
_ 4 uf 2 A 1 2 0 
4 0) 3 3 al 0 0 
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2. Klassifikation und Gestalt. Die alteren Methoden zur 
Klassifikation der c, griinden sich auf die Schnittpunkte der Kurve 
mit der unendlich fernen Geraden, wobei der Verlauf der Kurve 
im Endlichen noch weitere Unterteilungen bedingt. Von dieser 
Art sind die Klassifikationen von Euler (Introd. in analysin 
infinitorum II, Lausannae 1748), Cramer (Introd. a lanalyse 
des lignes courbes, Geneve 1750), Pliicker (Theorie der alge- 
braischen Kurven, Bonn 1839). Pliicker unterscheidet 152 Arten 
und gibt fiir jede eine kanonische Gleichungsform an. 

Zeuthen, Math. Ann. 7, 410 (1874), hat sich insbesondere 
mit der Gestalt der reellen Ziige einer c, beschaftigt und daraus 
eine Klassifikation hergeleitet, die von dem Verhalten der Kurve 
im Unendlichen unabhingig ist. Er beginnt mit der Bemerkung, 
daB die Ziige einer Kurve in zwei Arten, paare und unpaare, zer- 
fallen (vgl. Kap. XIII, § 12). Es ergibt sich, da& eine Kurve 
4, Ordnung nur aus paaren Ziigen bestehen kann, und da die 
Anzahl der Ziige das Geschlecht der Kurve héchstens um 1 tiber- 
steigt, besteht eine c, aus 1, 2, 3 oder 4 paaren Ziigen. Hierbei 
erweist sich eine Einteilung der Doppeltangenten in zwei Arten 
als zweckmiBig. Zeuthen nennt eine Doppeltangente von der 
ersten Art, wenn ihre Beriihrungspunkte entweder konjugiert 
imaginir sind oder auf demselben reellen Zug der Kurve legen, 
und spricht von einer Doppeltangente zweiter Art, wenn sie zwei 
verschiedene Ziige bertihrt. Von Doppeltangenten erster Art gibt 
es immer vier, die Zahl derer zweiter Art betrigt 0, 4, 12 oder 24. 
Hieraus folgt auch, daB die Héchstzahl der reellen Wendepunkte 8 
betrigt. Zeuthen nennt weiter einen Zug ohne reelle Doppel- 
tangente ein Oval, und bezeichnet ihn als ein Unifolium, Bifolium, 
Trifolium, Quadrifolium, je nachdem er 1, 2, 3 oder 4 Doppel- 
tangenten besitzt. Indem er dann alle Méglichkeiten durchgeht, 
findet er 36 Arten nicht singuliirer c, und durch Grenziiberginge 
auch eine Klassifikation der singuliiren Kurven. 

F. Klein hat die Untersuchung der reellen Ziige auf eine 
andere Grundlage gestellt durch Hinfihrung der zu der Kurve 
gehérenden Riemannschen Flaiche und der ihr zugeordneten 
Abelschen Integrale (Math. Ann. 10, 11 (1876), 11, 293 (1878)). 

Die erste und nichstliegende Klassifikation der c, ist die 
(s. die Tabelle 8. 397) nach dem Geschlecht. Da dies Geschlecht 
die Werte 0, 1, 2, 3 haben kann, ist es naturgemiB, die c, in 
ebenso viele Arten einzuteilen. Die in diesem Kapitel allein be- 
handelten allgemeinen Kurven haben das Geschlecht 3. 

3. Erzeugung. Aus der allgemeinen Erzeugung einer Kurve 
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von der Ordnung r + s durch zwei projektive Btischel von Kurven 
der Ordnungen 7 und s folgt die Erzeugung einer c, durch zwei. 
projektive Kegelschnittbtischel oder durch ein Biischel von ¢, und 
ein dazu projekere, Strahlenbiischel. 

Eine andere Erzeugung der c, kniipft an einen Kegelschnitt. 
und eine ¢, an (vgl. Salmon, Héhere eb. Kurven, §. 321, Ger- 
baldi, Rend. Circ. Mat. 7, 178 (1893), Ciani, Ist. iets Rend. 
(2) 28, 659 (1895)), indem der geometrische Ort der vier Pole 
einer jeden Tangente des Kegelschnittes bez. der cs eine allge- 
meine ¢c, ist. Andere Erzeugungsarten der c, sind derart eng mit 
der Theorie ihrer Doppeltangenten verkniipft, da8 wir es fiir 
besser halten, von ihnen in dem der Theorie der Doppeltangenten 
gewidmeten § 5 zu sprechen. 

Weiter vgl. man bez. der Erzeugung der c, sowie der Kon- 
struktion der ¢,, die durch 14 gegebene Punkte geht: GraB- 
mann, J.f. Math. 44, 1 (1852), Chasles, C. R. 37, 372 (1853),. 
Jonquieres, J. de math. (2) 1, 411 (1856), H. J. 8. Smith, 
-Ann. di mat. (2) 3, 218 (1869), Siebeck, ebenda p. 65, Le Paige, 
C. R. 98, 353 (1884), Valentiner, Nyt Tidsskr. for Math. 3,. 
33 (1892). 
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4, Polarkurven. Hin beliebiger Punkt der Ebene einer c, hat: 
bez. dieser c, drei Polarkurven von den Ordnungen 3, 2, 1, welche 
der Reihe nach die kubische, konische und gerade Polare des Punktes. 
oder auch die erste, zweite, dritte Polare heifen. Schreibt man 
die Gleichung der c, in symbolischer Gestalt a,*— 0 und be- 
zeichnet mit ¥,, Y¥_, Y3 die Koordinaten des beliebig angenommenen 
Punktes, so sind die Gleichungen der drei Polarkurven der Reihe- 
nach 

Q,4,,=0, 4,°4,/=0, aa, =0. 
Liegt der Punkt y auf der Kurve, so gibt die letzte Gleichung die 
Tangente in diesem Punkte. Die gemischte (konische) Polare eines. 
Punktepaares y, 2 wird durch die Gleichung gegeben: a,a, a= 0: 
Mit Hilfe einer allgemeinen ¢, la8t sich unter der Voraussetzung,. 
daB eine gewisse, spiter noch zu erérternde Invariante nicht ver- 
schwindet, auch eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den Kurven. 
2. Klasse und den Kurven 2. Ordnung der Ebene herstellen. Die 
Kurve 2. Ordnung ist der Ort aller Punkte, deren konische Polare 
bez. der c, zu der Kurve 2. Klasse apolar ist (s. Kap. XII, § 5). 
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Ist o,2—= 0 die Gleichung der letzteren, so wird die Gleichung der 
zugehérigen Kurve 2. Ordnung in symbolischer Form 


a,/4,'= 0. 


(Vgl. Scherrer, Ann. di mat. (2) 10, 212 (1882), Ciani, Rom. 
Acc. Line. Rend. (5) 4, 274 (1895).) De Kurve 2. Ordnant heiBt 
‘die konische Polare ioe Kurve 2. Klasse und diese die Antipolare 
der ersteren. Diese Bezeichnung riihrt von Caporali her (Memorie 
p. 354). Die erdrterte Beziehung 148t sich auch in einem Raume 
von fiinf Dimensionen darstellen, dessen Punkte den Kurven 
2. Ordnung und dessen ,,Uberebenen“ den Kurven 2. Klasse der 
Ebene der c, in eindeutiger Weise entsprechen. Genauer lift sich 
sagen, da die erwaihnte Beziehung, die durch die cy vermittelt 
wird, durch die Polaritit beziiglich einer gewissen ,,Uberfliche“ 
2. Oednune in dem Raume von fiinf Dimensionen dargestellt wird 
(Segre, Ann. di Mat. (2) 20, 1 (1892)). Die Gleichung dieser 
Uberfliche wird in Nr. 9 gegeben, wir werden dort sehen, daf ihre 
Diskriminante die Invariante sechsten Grades der ¢, ist. Bin Punkt 
und eine Uberebene, die bez. der genannten Uberfliiche als Pol und 
Polare einander zugeordnet sind, ‘stellen eine Kurve 2. Klasse und 
die polare Kurve 2. Ordnung ben der c, dar. Daraus erkennt 
man, daf die in Rede stehende Beziehung wechselweise eindeutig 
ist, olanes die erwahnte Distant von Null verschieden 
bleibt. Von Caporali stammen auch die folgenden Definitionen 
(1. ¢., p. 345): Polohessiana und Polocayleyana eines Punktes y 
heiBen die Hessesche und Cayleysche Kurve der kubischen 
Polare dieses Punktes bez. der ¢,. Ihre se sind, bike: 
die Gleichung der ¢, in der symbolischen Form a,* = 6,4 =c,4 =0 
angenommen wird (Ciani, Ann. di mat. (2) 20, 257 “(1892)), 

(abc) a,b,¢,4,b,¢, = 0, (abe)(abu)(acu)(beu)a,b,c, = 0. 
Sieht man in der letzteren Gleichung die w als konstant und die 
y als veriinderlich an, so ergibt sich die Gleichung einer von 
Clebsch und Caporali betrachteten c,, welche die Jacobische 
Kurve des Netzes der gemischten Polaren aller Punktepaare der 
Geraden w darstellt (vgl. u. § 4). 

5. Konjugierte Vielecke. Nach der allgemeinen Definition 
(Kap. XIII, § 5) ist bei einer c, als konjugiertes Viereck ein Vier- 
eck zu bezeichnen, dessen vier Hcken eine zur c, apolare, zer- 
fallende Kurve 4. Klasse bilden. Fordert man, daB die vier Punkte 
in gerader Linie liegen sollen, so ist ihre Enveloppe eine merk- 
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wiirdige Kontravariante der c,, deren Gleichung lautet: (abw)* = 0 
(vgl. u. Nr. 8). 

Ein Fiinfeck heiBt zu der c, konjugiert, wenn alle Vierecke, die 
man bei Ausschlu& einer Ecke des Fiinfecks erhilt, zu der c, kon- 
jugiert sind. Die c, besitzt oo konjugierte Fiinfecke. La8t man 
zwei Ecken fest, so beschreiben die tibrigen eine Kurve 5. Ord- 
nung. Es gibt co’ Punktepaare, deren jedes co? konjugierten 
Fiinfecken gemeinsam ist, diese Punktepaare beschreiben die ko- 
variante Kurve S (Nr.7). Es gibt co! konjugierte Fiinfecke, die 
zu der c, konjugiert und ihrer kovarianten Kurve S einbeschrieben 
sind; jeder Punkt von S ist gemeinsame Ecke von 18 solchen 
Fiinfecken. Vgl. tiber diesen Gegenstand der Reihe nach die Ar- 
beiten: Rosanes, J. f. math. 76, 323 (1873), Scorza, Ann. di 
mat. (3) 2, 155 (1899), Manfredini, Giorn. di mat. 40, 16 
(1902). 

6. Polare Vielseite. Interessanter und ausgedehnter ist die 
Theorie der polaren Vielseite, Man vgl. die bereits zitierte Ar- 
beit von Scorza, Ann. di Mat. (3) 2, 155 (1899), welche die 
wichtigsten Resultate zusammenfaBt. Bei den Kurven 4. Ord- 
nung sind nur die polaren Vielseite von Interesse, bei denen die 
Zahl der Seiten < 12 ist. Sie kann nicht unter 6 sinken, ohne 
da8 die Kurve aufhért allgemein zu sein, Fordert man nur, daB 
die Kurve irreduzibel sein soll, so kann die Seitenzahl bis auf 
3 sinken. 

Es gibt bei einer allgemeinen c, 00% polare Elfseite, oo! 
Zehnseite, oo!” Neunseite, c0% Achtseite, so daf vier willkiirlich 
angenommene Gerade zu oo! solchen Achtseiten gehéren, ferner 
oo® polare Siebenseite, so daB drei willkiirlich angenommene Ge- 
rade zu einem einzigen solchen Siebenseit gehdren, und endlich 
co? polare Sechsseite. Unter den Siebenseiten sind oo”, die aus 
den sechs Seiten eines vollstindigen Vierecks und einer weiteren 
Geraden bestehen, unter den Sechsseiten gibt es co”, von denen 
drei Seiten in einem Punkte zusammentreffen. Vgl. noch Caporali, 
Frammenti sulle curve di quarto ordine, Memorie, p. 348. 
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7. Kovarianten. Die Theorie der invarianten Gebilde einer 
¢, ist von Clebsch in einer klassischen Arbeit, Journ. f. Math. 
59, 125 (1861), entwickelt worden. Diese wichtige Arbeit (von 
der wir sagen kénnen, daB sie die Grundlage von allem in diesem 
-Paragraphen Enthaltenen bildet) enthilt indessen ein Versehen, auf 

Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 26 
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das wir in Nr. 8 noch zu sprechen kommen werden. Clebsch ver- 
folgt in dieser Arbeit, um zu Kovarianten einer algebraischen 
Kurve zu gelangen, den einfachen Gedanken, daB er das Ver- 
schwinden einer Invariante fiir die r Polare eines beliebigen 
Punktes der Ebene fordert. Dies Verfahren wenden wir auf die 
kubische Polare eines Punktes bez. der c, an und gelangen so 2u 
folgenden kovarianten Kurven: 

a) Die Kovariante S ist der Ort aller Punkte, fiir deren 
kubische Polare die Invariante S verschwindet, d.h. deren kubische 
Polare eine aquianharmonische Kurve ist. Man findet fir die 
symbolische Gleichung dieser Kovariante: 


(abc)(abd) (acd) (bed) a,b,¢,4, = 0, 


x ee ae aa 


wenn in der Gleichung f = O der c, symbolisch 
fa ut =— Da = Cf = ( ¢,4 = es 


gesetzt wird. Die Kovariante S ist sonach eine Kurve 4. Ord- 
nung, und ihre Koeffizienten sind vom 4. Grade in denen yon f. 
Die Hessesche Kurve der kubischen Polare eines Punktes von S 
zerfallt in drei Gerade, mit anderen Worten, die Kurve & ist der 
Ort der Punkte, deren Polohessiana ein Dreieck ist, und S ist 
gleichzeitig der Ort der Ecken aller dieser Dreiecke. Fiir eine 
allgemeine c, ist S frei von singuléren Punkten (Ciani, Rom. 
Acc. Linc. Rend. (5) 4, 274 (1895)). Wie Scorza, Math. Ann. 
52, 457 (1899), gezeigt hat, 14Bt sich im allgemeinen eine be- 
liebige c, als Kovariante S von 36 anderen Kurven 4. Ordnung 
ansehen. Hs gibt nur eine einzige c,, die mit ihrer eigenen Ko- 
variante S zusammenfallt (Ciani, Rend. Circ. M. 14, 16 (1900)). 
Dies ist die sog. Kleinsche Kurve. 

b) Die Kovariante 7 ist der Ort aller Punkte, deren kubische 
Polaren harmonische Kuryen sind. Sie ist eine Kurve 6. Ord- 
nung, und man erhilt ihre Gleichung, indem man die Invariante 
T der kubischen Polare eines Punktes x gleich Null setzt, in der 
symbolischen Gestalt: 


(abc) (def)*(abd) (ace) (bcf)a,b,¢,d,¢,f, = 0. 


c) Wenn wir schlieBlich die Diskriminante der kubischen 
Polare eines Punktes gleich Null setzen und den Punkt somit der 
Bedingung unterwerfen, daB seine kubische Polare einen Doppel- 
punkt besitzt, so erhalten wir die Steimersche Kurve von ¢ 
(vgl. Kap. XII, § 6). Schreiben wir die Gleichungen der beiden 
vorangehenden Kurven S = 0, 7’ = 0, so wird die Gleichung der 
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Steinerschen Kurve S?'— 67?=0.° Sie ist von der 12. Ord- 
nung und besitzt 21 Doppelpunkte mit getrennten Tangenten; 
die kubischen Polaren dieser 21 Punkte zerfallen in eine Gerade 
und einen Kegelschnitt. Die Kurve besitzt auBerdem 24 Spitzen; 
es sind dies die Pole der 24 mit einer Spitze behafteten kubischen 
Polaren und die Schnittpunkte der beiden Kurven S =O und 
B= (. 

d) Von anderen Kovarianten wollen wir nur noch die Hesse- 
sche Kurve erwahnen, deren Gleichung in symbolischer Form 
lautet: 

(abc) a,7b,7c,2 = 0; 


sie schneidet die ¢, in ihren 24 Wendepunkten. 

8. Kontravarianten. Wendet man das bekannte Ubertragungs- 
prinzip von Clebsch auf die Invarianten einer biquadratischen 
Binirform an, so gelangt man zu folgenden Kontravarianten 
einer ¢,: 

a) Die dquianharmonische Kontravariante ist die Hinhiillende 
der Geraden, welche die ¢, in 4quianharmonischen Punktquadrupeln 
schneiden. Ihre Gleichung ist die schon oben (Nr. 5) erwahnte 


(abu)* = 0, 


ihre Tangenten schneiden also konjugierte Punktquadrupel aus 
der Kurve aus. Sie ist von der 4. Klasse und vom zweiten (d. h. 
vom niedrigst méglichen) Grade in den Koeffizienten von f. 

b) Die harmonische Kontravariante ist die Hinhiillende der 
Geraden, welche die c, in vier harmonischen Punkten schneiden. 
Thre Gleichung lautet: 


(abu)? (acu)*(beu)? = 0, 


sie ist also von der 6. Klasse und vom dritten Grade in den Koeffi- 
zienten von f. 

c) Schreibt man die Gleichungen der beiden vorstehenden 
Kontravarianten: P=0, Y= 0, so ergibt sich eine dritte Kontra- 
variante in der Form: 


P— 6Q’=0. 


Dies ist nichts anderes wie die Gleichung der ¢, in Linienkoordi- 
naten. Die 24 gemeinsamen Tangenten von P= 0, Y = O sind 
die 24 Wendetangenten von c,. Uber die Kurven P, Q vgl. Jeffery, 
Bull. Soc. M. 17, 176 (1889), Quart. J. 24, 250 (1890). 
An weiteren kontravarianten Kuryen nennen wir die folgenden: 
26* 
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d) Die Cayleysche Kurve » (Kap. XII, § 6), welche von 
den Verbindungslinien entsprechender Punkte der Hesseschen und 
der Steinerschen Kurve umhillt wird, ist hier eine Kurve von 
der 18. Klasse mit 21 vierfachen Tangenten, und diese 21 Linien 
bilden jede den geraden Bestandteil einer der 21 zerfallenden kubi- 
schen Polaren (Bertini, Torino Atti 32, 32 (1896), Laguerre, 
C. R. 1884, Guvres II, 221 (1905), Kohn, Wien. Ber. 957, 318 
(1887)). 

e) Die Clebschsche Kurve w ist von der 6. Klasse und wird 
von den in 3 Gerade zerfallenden Polohessianen umhiillt. Clebsch 
glaubte ihre Identitit mit der harmonischen Kurve nachgewiesen 
zu haben, aber sein Beweis ist irrig, vgl. Ciani, Ann. di mat. 
Dp. 207 (1892). 

f) Zwischen den Punkten der Kurve S kann man eine Korre- 
spondenz herstellen, indem man immer zwei Punkte einander ent- 
sprechen léBt, von denen jeder eine Ecke des seine Polohessiana 
bildenden Dreiecks bildet. So gelangt man zur Betrachtung der 
Enveloppe aller Geraden, welche je zwei korrespondierende Punkte 
der Kurve S verbinden. Dies ist eine kontravariante Kurve 7 von 
der 12. Klasse, deren charakteristische Pliickersche Zahlen denen 
der Steinerschen Kurve dual entsprechen (Ciani, Rom. Ace. L. 
Rend. (5) 4, 274 (1895)). 

g) Die Kontravariante 2 von Clebsch wird umhillt von 
allen Geraden, welche ihre eigene konische Antipolare (s. Nr. 4) 
beriihren. Sie ist von der 4. Klasse und vom fiinften Grade in 
den Koeffizienten von f. Diese Kontravariante und die aqui- 
anharmonische bilden die bemerkenswertesten Kontravarianten 
4, Klasse der c,. 

9. Invarianten. Vom geometrischen Standpunkte sind zwei 
Invarianten der ¢, besonders wichtig. Die erste ist die Invariante 
dritten Grades 

= (abc). 


Thr Verschwinden ist die seit dafiir, daB die c, zu ihrer 
aquianharmonischen Kontravariante apolar ist. Mit Hilfe dieser 
Invariante lassen sich alle Kovarianten vierten Grades von f in der 
Form darstellen S + 4Af, wo 4 von den Koeffizienten der biqua- 
dratischen Ternirform f unabhiingig ist (Maisano, Giorn. di mat. 
19, 198 (1881)). 

Die zweite Invariante ist vom 6. Grade und wird, wenn man 


f= = PP A; 54,0; 0; 0,0, annimmt, in nicht symbolischer Ge- 
stalt eas die folgende Determinante gegeben: 
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M1111 192 A133 A123 131 aie 
49911 Age22 42233 Aee23 © e931 = Aaaie 
43311 Ass22 %gg33 «3323 «= Ag333 9 Aggi9 
49311 e322 essg 49323 ©9331 aa19 


Q3111 3122 ~©=— 3183 «43193 «= g1431 ~— A3119 


A911 42922 © Ay033 «923 = A1931 9 4019 


Beachtet man, da8 diese Determinante symmetrisch ist, so erkennt 
man sofort, da& sie die Determinante folgender quadratischer 
Form von sechs Variabeln ist: 


11114" + Aog9%y” + Agags fg" + Gogg %4” + Agyg1 5" + Ars12%e> 
TH 2 Ay 199% 4% 1 2 Ayy 39%, Ly + 2 Ayy 93% Vy + 2 Oy 43174 Us + 2 yy 49% Ue 
TP 2 g955 Hy 3 2 Agog Vey + 2 Mgg51 Vo Xs + 2 Ago 19 Le Ue 
TH 2 gg93 3 %q + 2 O55 91 X3 Hq + 2 Ag319X3 Xe 
H 2 Ao3g1 L4%5 + 2 Aggie Ly%e + 2 Agi 19 U5 Xe. 


Durch das Verschwinden dieser quadratischen Form wird in 
einem Raume von 5 Dimensionen eine quadratische Uberfliche 
dargestellt, die eine polare Beziehung zwischen den Punkten und 
Uberebenen dieses Uberraumes vermittelt. Jedem Punkte des Uber- 
raumes kann man aber einer Kurve 2. Ordnung in der Ebene 7 der C4 
entsprechen lassen und jeder Uberebene eine Kurve 2. Klasse in 
der Ebene », die zu allen, den Punkten der Uberebene entsprechen- 
den Kurven 2. Ordnung apolar ist. Die Beziehung, die man so 
zwischen den Kurven 2. Klasse und den Kurven 2. Ordnung der 
Ebene 7 erhalt, ist keine andere als die durch die c, vermittelte 
(s. Nr. 4). Die polare Beziehung zwischen den Punkten und 
Uberebenen des Uberraumes artet aber aus, wenn die Determinante 
B der obenstehenden quadratischen Form verschwindet. 

Das Verschwinden der in Rede stehenden Invariante B hat 
demnach zur Folge, daB das durch die c, vermittelte eindeutige 
Entsprechen von Kurven 2. Klasse und Kurven 2. Ordnung auf- 
hért zu bestehen. 

Die Bedingungen fiir das Zerfallen einer c, sind in der Preis- 
schrift der Akademie zu Neapel von E. Pascal, Napoli Atti (2) 
12, 1 (Dez. 1905) ausfiihrlich behandelt. 
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§ 4. Die einhiillenden Systeme von Kegelschnitten und 
Kurven dritter Ordnung. 


10. Kegelschnittsysteme. Eine allgemeine c, (vgl. Plicker, 
Alg. Kurven, S. 228 (Bonn 1839)) 1i8t sich als die Umhiillende 
von 68 quadratischen Kegelschnittreihen, d. h. Systemen von 00+ 
Kegelschnitten ansehen. Die Gleichung einer solchen Kegelschnitt- 
reihe ist von der Form 


VU+24V+ W=0, 


wenn U=0, V=0, W= 0 die Gleichungen dreier Kegel- 
schnitte sind und / einen verinderlichen Parameter bedeutet. Zu 
der Reihe gehdren die Kegelschnitte U, W, aber nicht V. Die 
Gleichung der ¢, ist dann von der Form 


UW — V?=0, 


woraus hervorgeht, daB die acht Beriihrungspunkte von U und W 
mit der c, auf dem Kegelschnitt V legen. So ergibt sich als die 
notwendige und hinreichende Bedingung, damit zwei einhtillende 
Kegelschnitte zu derselben Reihe gehéren, die, da ihre acht Be- 
riihrungspunkte mit der c, auf elmem neuen Kegelschnitt liegen. 
In einer und derselben Reihe sind sechs zerfallende Kegelschnitte 
enthalten, welche sechs Paare von Doppeltangenten der c, bilden. 
Jede Kegelschnittreihe ist in einem (linearen) Kegelschnitt- 
netz enthalten, dieses wird jedesmal durch eine Gleichung 


sU+ V+ W=0 


dargestellt, in der man §, 7 als variable Parameter anzu- 
sehen hat. Nun ist bekannt, daB ein Kegelschnittnetz sich immer 
als das Netz der ersten Polaren einer Kurve 3. Ordnung auf- 
fassen li8Bt: wir wollen mit w eine solche Kurve fiir das vor- 
lhegende Netz bezeichnen, dabei lassen sich &, y als projektive, 
inhomogene Koordinaten des Pols der konischen Polare ansehen. 
Da man fiir § = 1?, 7 = 24 die Kegelschnitte der in dem Netz 
enthaltenen quadratischen Reihe erhilt, gibt es einen Kegelschnitt 
@ mit der Gleichung 4§ — 4? = 0, dessen Punkten die Kegel- 
schnitte der Reihe als erste Polaren zugeordnet sind. Die c, laBt 
sich also als die Umhiillende der ersten Polaren aller Punkte yon 
@® bez. wy gewinnen, oder auch als Ort eines Punktes, dessen ge- 
rade Polare bez. p den Kegelschnitt ® beriihrt, oder endlich als 
der Ort der Pole aller Tangenten von ® bez. w; auf diese 
letzte Art gelangt man zu der bereits in Nr. 3 gegebenen Er- 
zeugung der ¢, Man kann noch hinzufiigen, da8, wenn »,, 75 


§ 4. Beriihrungskurven, 407 


zwei Kegelschnitte der Reihe sind und zwar die Polaren zweier 
Punkte C,, C, von ®, der Kegéelschnitt, der durch ihre acht Be- 
rtihrungspunkte mit der c, geht, die Polare des Schnittpunktes 
der in C,, C, an ® gelegten Tangenten bez. w ist. Die Kurven 
@ und yw heiben Letthurven und die Kegelschnitte der Reihe er- 
zeugende Kegelschnitte der c,. 

Man kann auch einen ahnlichen Gedankengang verfolgen, 
indem man von dem Satze ausgeht: ,,Die konischen Polaren der 
Punkte einer Geraden g bez. einer allgemeinen Kurve 4. Ord- 
nung J’ umhiillen eine andere allgemeine c,“, und auf diese Weise 
aus einer ¢, eine andere c, ableiten. Man kann auf Grund dieser 
Erzeugung leicht den Satz beweisen, daB die sechs Punkte der 
Steinerschen Kurve, die sechs in gerader Linie liegenden Punkten 
der Hesseschen Kurve entsprechen, immer einem Kegelschnitte 
angehéren. Die Linien g und I" kénnen auch hier als Leitlinien 
der in der angegebenen Art erzeugten c, bezeichnet werden. Man 
kann die gerade Leitlinie beliebig annehmen, die zugehérigen 
Leitkurven 4. Ordnung bilden dann ein zweifach unendliches 
lineares System, aus dem vier Kurven die zugehérige gerade Leit- 
linie dreipunktig beriihren. Man kann hinzufiigen, daB die Hesse- 
schen Kurven der Leitkurven 4. Ordnung die Grundkurve ¢, um- 
hiillen. Des niheren vgl. man Kohn, J. f. Math. 107, 5 (1891), 
Monatsh. f. Math. 1, 100 (1890), Ciani, Ist. Lomb. Rend. (2) 
28, 659 (1895). 

11. Systeme von Kurven 8. Ordnung. Es gibt 64 dreifach 
unendliche Systeme von Kurven 3. Ordnung, die eine gegebene ¢, 
einhiillen, d. h. sie sechspunktig beriihren (Hesse, J. f. Math. 49, 
243 (1855), Clebsch, Math. Ann. 3, 45 (1871)). Sie zerfallen in 
zwei Gattungen. Die Systeme der ersten Gattung sind an Zahl 36 
und enthalten je ein System von oo! in eine Gerade und einen 
Kegelschnitt zerfallenden c,, bei jeder von diesen bertihrt die Ge- 
rade einmal, der Kegelschnitt dreimal die ¢, und geht auerdem 
durch die zwei letzten Schnittpunkte der Geraden mit der c, hin- 
durch. Bei der riumlichen Darstellung von Hesse (s. u. Nr. 13) 
kann man irgendeines dieser Systeme der Gesamtheit aller Punkte 
des Raumes entsprechen lassen. 

Die Systeme einhiillender c, der zweiten Gattung sind an 
Zahl 28 und werden durch je eine Doppeltangente der c, fest- 
gelest. Wenn diese Doppeltangente die Seite z,—=0O des Ko- 
ordinatendreiecks bildet, so kann man die Gleichung der 
schreiben: 

193 = Po’ 
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wobei dann y, = 0 die Gleichung einer der kubischen Beriithrungs- 
kurven wird, die zu dem durch die Doppeltangente bestimmten 
System gehéren. g, =O ist die Gleichung eines Kegelschnittes, 
der durch die Beriihrungspunkte der Doppeltangente geht und auf 
dem auBerdem die sechs Beriihrungspunkte der Kurve g, = 0 
liegen. Die zw6lf Beriihrungspunkte zweier Bertihrungskurven 
eines und desselben Systems, sei es von der ersten oder zweiten 
Gattung, liegen immer wieder auf einer Kurve 3. Ordnung. In 
jedem System von Beriihrungskurven sind 64 enthalten, welche die 
¢, vierpunktig bertihren. 

Zwei Kurven 3. Ordnung gehéren zu demselben System 1. 
oder 2. Gattung, je nachdem sie einen gemeinsamen dreifach be- 
rihrenden Kegelschnitt oder drei in gerader Linie liegende Schnitt- 
punkte besitzen (Rosati, Giorn. di mat. 38, 165 (1900)). 
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12. Steiner-Pliickersche Methode. Die Konfiguration der 
Doppeltangenten einer ¢, ist zuerst von Steiner und Pliicker 
ausgehend von den 63 einhiillenden Kegelschnittreihen, die oben be- 
reits Erwihnung fanden, untersucht worden, Wie wir sahen, sind in 
jeder Kegelschnittreihe sechs Paare von Doppeltangenten enthalten. 
Die sechs Schnittpunkte der einzelnen Paare liegen auf einer Kurve 
2. Ordnung, die zu allen Kegelschnitten der Reihe, wenn man 
diese als Kurven 2. Klasse auffaBt, apolar ist. Man kann sonach 
sagen, daB die 378 Punkte, in denen sich die Doppeltangenten 
paarweise durchschneiden, sich zu je 6 auf 63 Kegelschnitte ver- 
teilen, zu denen die 63 Kegelschnittreihen apolar sind. Sind 
ab =0 und cd=O die Gleichungen zweier Doppeltangenten- 
paare, die zu derselben Kegelschnittreihe gehéren, so liBt sich 
die letztere in der Form darstellen 4?7ab + 24V + cd =0, wo- 
bei V =O die Gleichung des Kegelschnittes ist, der durch die 
acht Bertihrungspunkte von a, b, c, d hindurchgeht. Die Glei- 
chung der c, ist dann 

V? = abed. 


Solcher Kegelschnitte V = 0 gibt es 315, und man kann sagen: 
Die 28 Paare von Beriihrungspunkten der Doppeltangenten liegen 
zu je vier auf 315 Kegelschnitten. Vgl. Salmon, Héhere cbene 
Kurven 8. 317, Pascal, Rom Acc. Linc. (5) 1, 385 (1892), 
Noether, Miinchen. Sitzwngsber. 25, 93 (1895), vorher Math. 
Ann. 15, 89 (1879). Von den sechs Doppeltangentenpaaren, 
die zu derselben Kegelschnittreihe gehéren, sagé man, sie bilden 
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eine Steinersche Gruppe. Sie beriihren eine Kurve 3. Klasse, 
die Cayleysche Kurve des Netzes, zu dem die Kegelschnittreihe 
gehért. Dieselbe Kurve wird auch beriihrt von den iibrigen Seiten 
der sechs vollstindigen Vierecke, welche die Beriihrungspunkte 
je eines Paares von Doppeltangenten bestimmen, wihrend die 
Diagonalpunkte dieser Vierecke auf einer bestimmten Kurve 3. Ord- 
nung liegen, welche die Jacobische Kurve des Netzes bildet. Sind 
ab=0, cd=0O, ef =O drei Paare von Doppeltangenten derselben 
Steinerschen Gruppe, so lift sich der Gleichung der c, die Form 
geben: 


aVab+ BYcd + yVef=0. 


Fassen wir zwei Steinersche Gruppen ins Auge, so ergibt 
sich, daB sie auf zwei wesentlich verschiedene Arten zusammen- 
hiingen kénnen, je nachdem sie vier oder sechs Doppeltangenten 
gemeinsam haben. Im ersteren Falle heiBen sie syzygetisch, im 
letzteren Falle ayzygetisch (Frobenius, J. f. Math. 103, 169 
(1888)). Sind zwei Gruppen syzygetisch, so lassen sich aus den 
vier gemeinsamen Doppeltangenten zwei Paare der einen und der 
anderen Gruppe bilden. Z. B. seien die Doppeltangenten der beiden 
Gruppen: 

abs-¢d, ef, gh, 49; kt, 


CO MOd BET NOW 80 ee. 
Dann existiert eine dritte zu den beiden ersten syzygetische 


Gruppe: 
ad, be, AG iS CUS oe Rote, 


so daB das Tripel syzygetischer Gruppen zusammen alle Doppel- 
tangenten der c, umfaBt. Solcher Tripel gibt es 315. Von zwei 
azygetischen Gruppen dagegen kann man die Paare derart ein- 
ander zu ordnen, daB je zwei zugeordnete Paare eine Doppel- 
tangente gemein haben, z. B. 


CD RACO eC ir Out iaw, le, 
ae’, Ie ef”, gh’, ij’, kl’. 


Die nicht gemeinsamen Doppeltangenten bilden dann eine dritte 
zu den beiden ersten azygetische Steinersche Gruppe: 


be’, df’, ff”, hh’, ix”, W". 


Solcher Tripel paarweise azygetischer Gruppen gibt es 336. Vgl. 
des weiteren Aronhold, Berl. Monatsber. 1864, S. 499, Geiser. 
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J. f. Math. 72, 370 (1872), Ameseder, Wien. Ber. 85, 396 
(1882), Kohn, J. f. Math. 107, 1 (1890), Monatsh. f. M. 1890. 

13. Hessesche Mcthode. Die Hessesche Methode (Hesse, 
J. f. Math. 49 (1855), Werke, 8. 376, Salmon, Hoh. eb. Kurven, 
S. 327, Cayley, J. f. Math. 68, 176 (1868), Noether, Math. 
Amn. 15, 89 (1879), Miinchen Abh. 17, 105 (1889)) verkniipft 
die Theorie der Doppeltangenten einer ebenen c, mit raumgeo- 
metrischen Betrachtungen, nimlich der Theorie des Btindels von 
Flichen 2. Ordnung. Sind F,=0, F,=0, F,;=0 die Glei- 
chungen dreier solcher Flichen, so wird das Flichenbiindel durch 
die Gleichung 2,F,+2,F,+%,;F,;—=0 gegeben. Die Kegel in 
dem Biindel sind durch die Werte von x,, 2, x, bestimmt, welche 
die Diskriminante der vorstehenden Gleichung zum Verschwinden 
bringen. Diese Gleichung ist vom vierten Grade und stellt somit, 
wenn man 2, ,%»,23 als homogene Punktkoordinaten in einer Ebene 
ansieht, eine Kurve 4. Ordnung dar. So gelangt man zu einer 
ein-eindeutigen Beziehung zwischen dieser c, und der Raumkurve 
6. Ordnung, welche die Kegelspitzen erfiillen. In der Tat legt 
jeder Punkt von c, ein Wertesystem 2,, 7, 2, fest, fiir das die in 
Rede steheude Diskriminante verschwindet, und somit emen Kegel 
in dem Flichenbiindel oder auch die Spitze dieses Kegels. Um- 
gekehrt legt auch ein Kegel in dem Flichenbiindel (d. h. seine 
Spitze) ein Wertesystem 2,, %, #3 fest, fiir das die Diskriminante 
verschwindet, und mithin einen Punkt von c,. Eine lineare Be- 
ziehung zwischen 2,, 7, X3 legt in der Ebene eine Gerade und 
im Flichenbtindel ein Biischel fest; den vier Punkten, in denen 
die Gerade die Kurve trifft, entsprechen die Spitzen der vier Kegel, 
die in dem Flachenbiischel enthalten sind. Wird die Gerade in der 
Ebene zur Doppeltangente, so setzt sich die Basiskurve des Flichen- 
biischels aus einer Raumkurve 3. Ordnung und einer diese doppelt 
schneidenden Geraden zusammen, und die Raumkurve 3. Ordnung 
mu8 durch sechs der acht Punkte gehen, die alle Flachen des 
Biindels gemein haben, wihrend die Gerade die beiden letzten 
Punkte verbindet. So werden die Doppeltangenten der c, in ein- 
deutige Beziehung gebracht zu den 28 Verbindungslinien der 
acht Basispunkte des Flichenbiindels. Hieraus ergibt sich auch 
eine besondere Bezeichnung der Doppeltangenten. Numeriert man 
die acht Punkte im Raume, so entspricht jede Kombination von 
zwei der Zahlen 1 bis 8 einer Doppeltangente der c,. Mit Hilfe 
dieser Bezeichnung lassen sich folgende Sitze leicht aussprechen: 

Die 378 Paare von Doppeltangenten werden durch zwei 
gleichwertige Typen von Symbolen (12-13) usw. und (12 - 34) usw. 
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dargestellt. Es gibt 1260 Tripel von Doppeltangenten, deren 
sechs Beritihrungspunkte auf einem Kegelschnitte liegen. Diese 
Tripel zerfallen bei der angegebenen Bezeichnung in zwei ver- 
schiedene Typen: (12-23-34) usw. und (12-34-56) usw. 

Es gibt 315 Quadrupel von Doppeltangenten, deren acht 
Beriihrungspunkte auf einem Kegelschnitte liegen (vgl. Nr. 12). 
Die zugehérigen Symbole sind ebenfalls von zwei verschiedenen 
Typen: (12-23-34-41) und (12-34-56-78). Es gibt 1008 
Sextupel von Doppeltangenten, die einen Kegelschnitt beriihren 
und deren Symbole einen der folgenden drei Typen zeigen: 


(12-23-31-45-56-64), (12-34-35-36-37-38), 
(12-13-14-56-57-58). 


Es gibt 5040 Sextupel von Doppeltangenten, die sich paar- 
weise in drei Punkten einer geraden Linie durchschneiden. Diese 
sind durch einen der folgenden drei Typen charakterisiert: 


(12-23-31-14-45-51), (12-23-34-45-56-61), 
(1234-35-36 -67- 68). 


14. Aronholdsche Methode. Die Aronholdsche Methode 
(Aronhold, Berl. Monatsber. 1864, S. 499, Cayley, ibid. 68, 
176 (1868), Frobenius, J. f. Math. 99, 290 (1886), Kohn, 
ibid. 107, 1 (1890), Timerding, Math. Ann. 53, 193 (1900), 
vel. Riemann, Werke, 2. Aufl. S. 487, Clebsch, Math. Ann. 3, 
45 (1871), R. Sturm, J. f. Math. 70, 229 (1869), Godt, Diss. 
Gottingen (1873)) baut sich auf folgenden Bemerkungen auf: 
Betrachtet man zwei Kurven 3. Klasse y und »’, die sieben feste 
Gerade beriihren, so haben sie noch zwei weitere Tangenten ge- 
mein, deren Schnittpunkt mit P bezeichnet sei. LaBt man y fest 
und variiert die Kurve y’, so daB sie immer die sieben festen 
Geraden beriihrt, dann durchliuft P eine Tangente r von y, 
welche die Korresiduale von y bez. der sieben gegebenen Geraden 
heiBt. Die Gerade 7, die y beriihrt, schneidet diese Kurve, die von 
der 6. Ordnung ist, auBerdem noch in vier Punkten. In diesen 
vier Punkten und in keinen anderen wird y von je einer anderen 
Kurve 3. Klasse mit denselben sieben festen Tangenten bertihrt. 
So ergibt sich, daB der Ort der Bertthrungspunkte zweier Kurven 
3. Klasse dieses Systems eine Kurve 4. Ordnung ist, und zwar 
ist dies eine allgemeine solche Kurve, welche die sieben fest- 
gegebenen Geraden zu Doppeltangenten hat. Um die tibrigen 
21 Doppeltangenten zu bestimmen, hat man die 21 Kurven 3. Klasse 
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des Systems zu suchen, die in einen Kegelschnitt und einen Punkt 
zerfallen. Der erstere muB8 fiinf von den sieben gegebenen Ge- 
raden beriihren und in dem letzteren schneiden sich die beiden 
iibrigbleibenden. Die korresidualen Geraden zu diesen 21 zer-~ 
fallenden Kurven sind die gesuchten Doppeltangenten. Zu be- 
achten ist, daB die Konstruktion dieser letzteren sich linear aus- 
fiihren 1uBt. 

Die sieben Geraden, welche den Ausgangspunkt bilden, 
stellen eine besondere Gruppe von Doppeltangenten, ein sog. 
Aronholdsches vollstindiges System dar. Sie ist von der Art, 
daB die sechs Bertihrungspunkte von irgenddrei unter ihnen nie 
auf einem Kegelschnitte liegen. Die Gesamtzahl solcher Systeme 
betragt 288; 72 unter ihnen enthalten eine und 16 zwei gegebene 
Doppeltangenten. 

15. Methode von Geiser (Math. Ann. 1, 129 (1869), vgl- 
Zeuthen ebenda 8, 1 (1875)). Geiser benutzt die Bemerkung, 
daB der Tangentialkegel, der an eine Fliche 3. Ordnung von einem 
ihrer Punkte P gelegt wird, von der 4. Ordnung ist und sein 
Schnitt mit einer beliebigen Ebene eine allgemeine c, bildet. 
Deren 28 Doppeltangenten gehen hervor aus dem Schnitt der Ebene 
mit der Tangentialebene der Flaiche 3. Ordnung in der Kegel- 
spitze P und mit den Ebenen, welche aus P die 27 Geraden der 
Flache projizieren. So gelangt man zu einer Verkniipfung der 
Doppeltangenten einer c, mit den 27 Geraden einer Fliche 
3. Ordnung und kann die Higenschaften der letzteren auf die 
ersteren tibertragen. 

16. Methode von De Paolis. De Paolis (Rom. Acc. Line. 
Mem. (3) 2, 152 (1878), vgl. Noether, Erlanger Ber. 10, 81 
(1878), Miinch. Abh. 1%, 105 (1889)) behandelte die ¢, als Uber- 
gangskurve bei einer doppeldeutigen ebenen Transformation von der 
Ordnung 3 und dem Geschlecht 1 und gelangte auf diese Weise 
zu fast allen vorher bekannten Higenschaften der Doppeltangenten. 
Bemerkenswert ist die Hinfachheit, mit der sich auf diesem Wege 
die Gleichungen aller 28 Doppeltangenten finden lassen. 

17. Methode der Charakteristiken. E. Pascal (Ann. di Mat. 
20, 163, 269 (1893), 21, 85 (1893)) hat sich fiir die Untersuchung 
der Doppeltangenten einer Darstellung derselben durch die sog. 
ungeraden Charakteristiken fiir das Geschlecht 3 bedient. Jede 
Doppeltangente wird durch ein Symbol 


(si a) 
a dh ky 
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dargestellt, wobei i, j, k, i,, J,, k, die Zahlen O oder 1 bedeuten 
‘und die Summe a * 

tt, + 99, + kk, 


‘eine ungerade Zahl (1 oder 3) ist. Bei dieser Darstellung werden 
z. B. vier Doppeltangenten, deren Beriihrungspunkte auf einem 
Kegelschnitt legen, durch vier Charakteristiken dargestellt, bei 
‘denen die an derselben Stelle stehenden Elemente eine gerade 
Summe (0 oder 2) ergeben. Fiir diese Theorie vgl. weiter Noether, 
Miinchen Abh. 17, 105 (1879), Math. Ann. 28, 354 (1886), 
Riemann, Werke, 2. Aufl. S. 487. 

18. Untersuchung der Doppeliangenten mit Hilfe der Kummer - 
schen Konfiguration. Kummer hatte bereits bemerkt (Berl. 
Monatsber. 1864), da® durch eine allgemeine ebene c, co* von 
den nach ihm benannten Flichen 4. Ordnung mit 16 Knoten- 
punkten und 16 singularen (die Flachen lings eines Kegelschnittes 
bertihrenden) Tangentialebenen hindurchgehen. Diese 16 Tangen- 
tialebenen schneiden jedesmal 16 Doppeltangenten der ¢, aus, 
so daB die 12 tibrigen Doppeltangenten eine Steinersche Gruppe 
bilden. Auf diesem Wege ist die Theorie der Doppeltangenten 
von Ciani entwickelt worden, Amn. di mat. (3) 2, 53 (1897). 
Die 16 Doppeltangenten, die nach AusschluB8 einer Steiner- 
schen Gruppe von den 28 Doppeltangenten der c, iibrig bleiben 
und auf die angegebene Weise aus den Ebenen einer Kummer- 
schen Konfiguration gewonnen werden kénnen, wird als Kummer- 
sche Gruppe bezeichnet. Die 16 Doppeltangenten einer Kummer- 
schen Gruppe beriihren zu je sechs 16 Kegelschnitte. Es ergibt 
sich ferner, da die Punkte 7, in denen sich je zwei Doppel- 
tangenten einer Kummerschen Gruppe schneiden, zu je dreien 
auf 240 Geraden mw liegen, und diese Geraden gehen ihrerseits 
zu je dreien durch 1280 Punkte hindurch. 320 von diesen 
Punkten erhalt man auf folgende Weise: Die 6 Punkte, in denen 
sich die Doppeltangentenpaare der zu der Kummerschen Gruppe 
komplementiren Steinerschen Gruppe schneiden, bestimmen ein 
vollstandiges Sechseck. Auf jeder Seite desselben wird durch ihre 
Schnittpunkte mit den Paaren von Gegenseiten des vollstindigen 
Vierecks, das die vier nicht auf ihr liegenden Heken des Sechs- 
ecks bilden, eine Punktinvolution bestimmt, deren Doppelpunkte 
wir als Punkte M bezeichnen. Die 30 Punkte 7, die man so 
bekommt, liegen zu je dreien auf 60 Geraden m, aus denen 
sich 15 Vierseite mit Ecken Df bilden lassen. Die 60 Geraden m 
gehen ihrerseits zu je dreien durch 320 Punkte s hindurch, und 
dies sind die gesuchten Punkte. 


* 
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Fassen wir die 63 existierenden Kummerschen Gruppen 
zusammen, so kénnen wir sagen: Die 378 Punkte, in denen sich 
die 28 Doppeltangenten paarweise durchschneiden, liegen zu je 
dreien auf 5040 Geraden z, die zu je dreien durch 6720 Punkte 
s und 60480 Punkte k gehen. Jede Gerade x enthalt vier Punkte 
s und 36 Punkte k. Die 6720 Punkte s liegen zu je vieren auf 
15120 Geraden co. Die 60480 Punkte & liegen zu je dreien auf 
20160 Geraden c, die zu je dreien durch die 6720 Punkte s und 
zu je vieren durch 15120 Punkte 2 gehen. 

Von den Schnittpunkten je zweier Doppeltangenten liegen 
2835mal acht auf einem Kegelschnitt und dieser Kegelschnitt 
geht jedesmal auch durch acht der oben gefundenen Punkte WM 
hindurch. 

Hine zusammenfassende Darstellung der Resultate iiber die 
Konfiguration der Doppelpunkte hat Timerding gegeben (J. f. 
Math. 122, 209 (1900)). Man vergleiche, was den algebraischen 
Charakter des Problems betrifft, auch den betreffenden Abschnitt im 
2. Bande von H. Webers Algebra (2. Aufl, Braunschweig 1900). 


Kapitel XIX. 


Projektive Spezialisierungen von Kurven vierter und 
dritter Ordnung. 


Von E. Ciani in Genua und H. Wieledtner in Pirmasens. 


§ 1. Die selbstprojektiven Kurven vierter Ordnung. 


Gibt es wenigstens eine periodische Kollineation, durch die 
eine Kurve 4. Ordnung in sich selbst iibergeftihrt wird, so heibt 
die Kurve selbstprojektiw. 

Das Problem der hiezu nétigen Bedingungen liste fiir eine 
Kollineation S. Kantor (Act. math. 19, 115 (1895)). Sind mehrere 
Kollineationen méglich, fiir die eine Kurve 4. Ordnung invariant 
bleibt, so entsteht die Frage nach der Gruppe all dieser Kolli- 
neationen, die fiir nichtsingulére Kurven von A. Wiman beant- 
wortet wurde (Svensk. Akad. Bihang 21, Nr. 3 (1895)). Beider 
Resultate lassen sich in folgender Form zusammenfassen, wo die 
singuliren Kurven inbegriffen sind (vgl. E. Ciani, Rend. Ist. Lomb. 
(2) 33, 1170 (1900)). 

Die endlichen projektiv verschiedenen Gruppen ebener perio- 
discher Kollineationen mit invarianten irreduziblen Kurven 4. Ord- 
nung sind (zusammen natiirlich mit ihren Untergruppen) diese: 

a) Die Gruppe G,,., von der Ordnung 168, die als Invariante 
die Kleinsche Kurve 4. Ordnung hat mit der Gleichung (s. Klein, 
Math. Ann. 14, 428 (1879)) 


(1) te aa + 05°, + 2, a, =, 0, 
b) Die Gruppe Gy, der Ordnung 96 mit der Dyckschen 


Kurve 4. Ordnung als Invariante. Die Gleichung der letzteren ist 
(s. Dyck, Math. Ann. 17, 473, 510 (1880)) 


(2) #4 + x" + a,* = 0. 


c) Die Gruppe Gy, der Ordnung 48 der spezialisierten Ca- 
poralischen Kurve 4. Ordnung, die die Gleichung hat 
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ag" + @ (x, 2) = 0; 
wo g eine 4quianharmonische binire biquadratische Form ist. 
d) Die Gruppe G,, der Kurve mit der Gleichung 


(3) tg" L,%_ + 2,4 + a4 = 0. 
Diese Gruppe kann durch die Substitutionen dargestellt werden 
CT eke. eg \" OE, ORs OLN fle ee ade 
( Tees I ( Ui Bs 4 (= Ie ) d 
wo r=1,2,....8 und @ eine primitive achte Wurzel der Ein- 
heit ist. 


e) Die Gruppen, die gebildet werden durch die Potenzen der- 
selben Kollineation, sofern sie nicht unter den schon angefiihrten 
enthalten sind. Diese sind die folgenden: 

Die Gruppe G,, die bestimmt wird durch die Kollineation 


a 
Sera 
und den beiden Kurven angehért: 
(4) Mga, 3 + Wi, %* + a4 = 0; a,7m,” + a, 05° + aya,° = 0; 
die Gruppe G,, die bestimmt wird durch die Kollineation 
ox, WX, Xs 
( Zac 2) 
(wo a sechste primitive Hinheitswurzel ist) und zu der Kurve gehért: 
(5) @g?a," + 2,°2 + my* = 03 
die Gruppe G,, die bestimmt wird durch die Kollineation 
Ex, Vea, ee, 
( oe a9 *) 
wo « primitive neunte Einheitswurzel ist. Die beziigliche Kurve 
4. Ordnung hat die Gleichung 


(6) Gog. oy ty” 2,2 — 0: 

E. Ciani (Rend. Cire. mat. Palermo 13, 347 (1899)) unter- 
suchte, wann die vorkommenden Kollineationen Zentralkollinea- 
tionen sind. Es ist bemerkenswert, da8 solche immer involu- 
torisch sind mit Ausnahme der Fille 2,* + (a, x3) =O und 
24°% + (ay, £3) = 0, wo @ eine binire biquadratische Form in 
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%, %, ist. Hier haben die Kollineationen die Periode 4 bzw. 3. 
Der Fall orthogonaler Symmetrie ist bei E. Ciani (Amn. Se. norm. 
Pisa 6, 1 (1889)) behandelt. Das Zentrum der Perspektivitit ist 
in jedem Falle ein Doppelpunkt der Steinerschen Kurve. Es gibt 
acht verschiedene Falle mit je 1, 3, 5, 7, 9, 15 (Dycksche Kurve) 
oder 21 (Kleinsche Kurve) Zentralkollineationen. 

Im letzteren Falle sind alle 21 Doppelpunkte der Steiner- 
schen Kurve (s. oben S. 402) Perspektivititszentren. Uber diese 
Kurve sehe man Klein- Fricke, Vorlesungen tb. d. Theorie der 
ellipt. Modulfunkt., Leipzig 1892, Bd. II, 8. 675f.; H. Weber, 
Lehrb. d. Algebra, Braunschweig 1899, Bd. II, S. 466; Brioschi, 
Rend. Acc. Lincei (3) 8, 164 (1884); Ciani, Rend. Circ. mat. 
Palermo 13, 347 (1899) u. Ann. di mat. (3) 5, 33 (1901). Thre 
geometrische Charakterisierung erhdlt die Kleinsche Kurve durch 
die Eigenschaft, dab immer drei Wendepunkte ein Dreieck bilden, 
dessen Seiten Wendelangenten je in der ndchsten Ecke sind. Solcher 
Dreiecke gibt es acht, gem&B der Anzahl 24 der Wendepunkte, 
die sich ergibt, da die Kurve vom Geschlecht 3 ist. 

Thre Gruppe G,,, findet eine einfache Darstellung, wenn 
man von einer ihrer oktaedrischen Untergruppen ausgeht. Hs 
stelle das Schema 

Gs Te as tye tars sy) 
a iy ty) 
wo i, h, k eine beliebige Permutation von 1, 2, 3 bilden, die Ge- 
samtheit aller Oktaedergruppen dar. Die zugehérigen invarianten 
Kurven 4. Ordnung sind alle in dem Biischel 


(7) Pa + 61 S420,? = 0 


enthalten. Man erhilt nun die Gruppe G,,,, wenn man der vor- 
stehenden Oktaedergruppe die Kollineation adjungiert: 

[uw (@ —%,) + 2a, u(y, — %) + 20, w*(ar, + 2) 

| 4 Io Ls 
wo w=t (4 + V7). In dem Biischel ergeben sich dann zwei 
Kleinsche Kurven far 4 = 4(—1 +) 7). 

Die Kleinsche Kurve 4. Ordnung fallt auperdem mit threr 
Kovariante S zusammen (s. oben 8. 402). Die anderen 35 Kurven 
4. Ordnung mit derselben Kovariante S scheiden sich in zwei 
Familien. Ihrer 14 sind invariant in bezug auf je eine der oktae- 
drischen Untergruppen von G,¢g, die anderen 21 sind es in bezug 
auf je eine der Untergruppen G,. Die Wendepunkte der Klein- 


Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 27 
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schen Kurve liegen zu 8 auf 147 und zu 6 auf anderen 112 
Kegelschnitten, welch letztere die Kurve je in den Beriihrungspunkten 
derselben Doppeltangente bertihren. 

Die Gruppe Gg, der Dyckschen Kurve 4. Ordnung wird dar- 
gestellt durch alle Substitutionen des Typus 


at, Bx, a) 

( Hy X Le j 
wo durch 7, k, kh wieder eine beliebige Permutation von 1, 2, 3 
angedeutet ist und «, 6, y alle méglichen vierten Einheitswurzeln 
darstellen. Die Kurve, wie die vorige vom Geschlechte 3, ist 
charakterisiert durch die Existenz eines Polardreiseits (s. oben 
S. 401), in bezug auf welches sie die angegebene Gleichung hat. 
Sie hat ferner zwo6lf Flachpunkte, die sich in vier harmonischen 
Quadrupeln auf die drei Seiten des Fundamenialdreiecks verteilen. 
Die Kovariante S ist unbestimmt. Die Kovariante 7’ und die 
Hessesche Kurve (s. oben 8. 402) bestehen aus dem doppelt ge- 
zahlten Fundamentaldreiseit. Die Steinersche Kurve reduziert 
sich auf das nimliche, viermal zu zahlende Dreiseit. Man ver- 
gleiche noch Cayley, Collected Papers X, 603; Masoni, Nap. 
Rend. 21, 45 (1882); Scorza, Ann. di mat. (3) 2, 155 (1899). 


§ 2. Andere bemerkenswerte Kurven vierter Ordnung 
vom Geschlechte 3. 


Besitzt eine Kurve 4. Ordnung ein Polarfiinfseit (vgl. oben 
S. 401), so besitzt sie deren co1, die alle einem in Hinsicht auf 
die Kurve apolaren Kegelschnitt (d. h. einer Kurve 2. Klasse, 
deren Polarkegelschnitt unbestimmt ist) umbeschrieben und der 
Kovariante S einbeschrieben sind. Solehe Kurven werden Clebsch- 
sche Kurven 4. Ordnung genannt (s. Clebsch, Journ. f. Math. 59, 
125 (1861)) und sind auBerdem durch das Verschwinden der In- 
variante sechsten Grades (mit der Charakteristik 5) gekennzeichnet. 
Die Kovariante S ist selbst eine spezialisierte Kurve 4. Ordnung 
und wird nach Liiroth benannt (s. Math. Ann. 1, 37 (1869); 
Weyr, Wien. Ber. 81, 80 (1880)). Eine Liirothsche Kurve ist 
also dadurch charakterisiert, dap sich ihr oo vollstindige Fiimf- 
seite einschreiben lassen. Fur eine Clebschsche Kurve falien die 
24 Spitzentangenten der 24 Polarkurven 3. Ordnung zu je dreien 
mit den acht Tangenten an den apolaren Kegelschnitt zusammen, 
die dieser in seinen Schnittpunkten mit der Kovariante S hat. 
Die zugehérigen 24 Pole, das sind die 24 Spitzen der Steiner- 
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schen Kurve (s. oben S. 402), bilden acht Dreiecke, die zugleich dem 
apolaren Kegelschnitt und der Kovariante S umbeschrieben sind. 
Sie hegen auSerdem zu je dreien auf den acht erwihnten Tangenten. 
Damit eine Kurve 4. Ordnung von der Clebschschen Art sei, ist 
auch notwendig und hinreichend die Bedingung, da ihre Ko- 
variante S und ihre d4quianharmonische Einhitillende zwei zu ein- 
ander harmonische oder apolare Kurven seien (vgl. Scorza, Amn. 
di mat. 3 (2), 155 (1899) und Grassi, Giorn. d. mat. 38, 244 
(1900)). 

Eine andere ausgezeichnete Kurve 4. Ordnung vom Ge- 
schlechte 3 ist die Caporalische Kurve (s. Caporali, Mem. di 
geom., p. 204, 336, 340, 349 und Ann. di mat. (2) 20, 237 (1892); 
Ciani, Atti R. Acc. Nap. (3) 2, 126 (1896)). Sie ist definier- 
bar als Jacobische Kurve einer Geraden y und eines syzygetischen 
Biischels y von Kurven 3.Ordnung. Ist r= w, #7, + tg %_ + Ug % =O 
und g = 2,° + 2° + x,° — 2a, %_% = 0, so gibt es noch eine 
zweite Erzeugung mittels einer Geraden 


1 = UH, (ty? — Ug?) + thy de (23° — u,°) + Ugg («> — uy®) = 0 
und eines syzygetischen Biischels 

p= Hy (Us? — tty®) + 9° (uy® — Ug*) + 5° (Ug” — 04°) 

+ 3 lg Ug Xe Xz (Wey — Uy Hg) + 3g ty Lyd, (Ugg — Uy X,) 

+ By Uy Wy Ly (Uy Hy — Uy ®q) + A[ ty ty XL, (tg Xo” — thy 5”) 

+b Uy Uy Bq (Uy Hg? — Ugly”) + Uy Uy Wy (Ug ty” — Uy 2”) | = 0. 


Die beiden Biischel gm und qg’ sind projektiv und erzeugen 
die Hessesche Kurve der Caporalischen Kurve. Die Caporali- 
sche Kurve hat nun zwilf Wendepunkte in den Ecken der vier 
syzygetischen Dreiseite von gp und zwolf im den Ecken der vier 
syzygetischen Dreiseite von ’. So ist die Konfiguration der Wende- 
punkte an die bekannte der Kurven 3. Ordnung angeschlossen 
(s. oben Kap. XVII), was um so interessanter ist, weil sonst tiber die 
Konfiguration der Wendepunkte einer allgemeinen Kurve 4. Ord- 
nung gar nichts bekannt ist. Die Caporalische Kurve besitzt 
eine Schar von apolaren Kegelschnitten; sie ist harmonisch oder 
apolar zu ihrer eigenen aquianharmonischen Einhiillenden. Die 
analytischen Bedingungen hieftir sind das Verschwinden der In- 
variante sechsten Grades mit der Charakteristik 4 (drei verschie- 
dene Bedingungen) und das Verschwinden der kubischen In- 
variante (eine weitere Bedingung). Eine andere bemerkenswerte 
Erzeugung der Caporalischen Kurve ergibt sich aus zwei Reihen 

Palle 
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von oo! eingeschriebenen Vierecken, deren Seiten sie harmonisch 
schneiden, und deren Diagonalpunkte die Hessesche Kurve be- 
schreiben. Die Gleichung der Caporalischen Kurve ist 


(1) Uy £1 (4° — dtg*) + Ug Xy (a,° a a,°) + Uz Lz (a,? ay 5°) ae 


Betrachtet man hier uz, Ug, Us, als Parameter, so stellt die Gleichung 
ein Netz von Caporalischen Kurven 4. Ordnung dar mit ewolf 
Basispunkten in den zwilf Ecken der vier zu pm gehérenden Drei- 
seite. Diese zwilf gememsamen Punkte sind auferdem Wende- 
punkte fiir jede Kurve des Netzes, das man als syzygetisches Netz 
bezeichnet. Es stellt sich heraus, dap es andere syzygetische Netze 
von Kurven 4. Ordnung als das eben besprochene nicht gibt. 

Die schon obenerwihnte spezialisierte Caporalische Kurve 
der Gruppe G,, entsteht aus der allgemeinen, wenn die Geraden 
y und » zusammenfallen. Die gemeinsame Lage von r und 7’ ist 
dann mit der von einer der neun harmonischen Polargeraden von 
gy (und gq’) identisch. Diese spezialisierte Caporalische Kurve ist 
auch dadurch ausgezeichnet, daB sie vier Flachpunkte m gerader 
Limie besitzt, die mit den zugehirigen vier Tangenten, die sich in 
einem Punkte treffen, eine dquianharmonische Gruppe bilden. Da- 
her laBt sich bei geeigneter Wahl der Bezugselemente ihre Glei- 
chung schreiben 


(2) ay* + a4 + 2iV 3a,2a,? + 2,4 = 0. 
Um die Kollineationen der Gruppe G,, zu erhalten, schreiben wir 
zuerst die an, welche die biniire biquadratische Form 2,, 2, die 
einen Bestandteil der obigen Gleichung bildet, in sich iiberfiihren. 
Es ist das eine Tetraedergruppe G,,, die man aus der vier- 
gliedrigen Gruppe 

ce) 

oN oe ied 


wo ti, h eine beliebige Permutation von 1, 2 ist, durch Adjunktion 
der folgenden erhilt 
ix Lit tly 2, + - 
Ly Ly , 
Um nun hieraus die ternire Gruppe G,, abzuleiten, adjungiere 
man der viergliedrigen Gruppe noch a, das man in a, ver- 
wandele, wo @ eine vierte Einheitswurzel ist, und der anderen 


4 a Dearie A ee a 
ebenfalls #5, das in x3V2(4 +iV 3) tibergehen soll. Die Gruppe 
Gis, die so entsteht, ist also meriedrisch isomorph mit der Gruppe 
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des Tetraeders. Die auBer den vier Flachpunkten noch vorhan- 
denen 16 Wendepunkte verteilen sich in vier harmonischen Qua- 
drupeln auf vier Gerade eines équianharmonischen Biischels, dessen 
Zentrum mit dem Schnittpunkt der vier Flachpunktstangenten iiber- 
einstimmt (vgl. Ciani, Rend. Ist. Lomb. (2) 38, 1170 (1900)). 

Man nennt ferner desmische Kurve 4. Ordnung nach Hum- 
bert, J. de math. (4) 6, 423 (1890) und (4) 7, 353 (1891), den 
ebenen Schnitt einer desmischen Flaiche 4. Ordnung. Unabhingig 
von raéumlichen Betrachtungen kann man sagen, eine Kurve 
4. Ordnung ist desmisch, wenn sie zu einem Biischel gehort, in 
dem sich drei aus je vier Geraden zusammengesetzte Kurven be- 
finden (desmische Vierseite). Diese Geraden beriihren eine ein- 
zige Kurve 3. Klasse k,. Die vier zusammengehirigen Beriihrungs- 
punkte der Seiten eines Vierseits liegen je nm einer Geraden, und 
die drei Geraden laufen durch einen Funkt. Die Bedingung, dag 
eime Kurve 4. Ordnung desmisch sei, lapt sich geometrisch so fassen, 
dap sie drei Doppeltangenten hat, die die Diagonalen eines voll- 
stiindigen Vierseits sind, dessen Eckpunkte in den zugehérigen sechs 
Beriihrungspunkten liegen. Solcher Vierseite gibt es im ganzen 
sechs. Schur erkannte (J. f. Math. 95, 217 (1883)), daB die 
desmische Kurve auch als Spezialfall der Liirothschen aufgefaft 
werden kann. 


§3. Hyperelliptische und elliptische Kurven vierter Ordnung. 


Die hyperelliptische c, hat einen Doppelpunkt, und umgekehrt. 
Uber solche Kurven vergleiche man Kohn, Wien. Ber. 95, 321, 
(1887); Jeffery, Quart. Journ. 24, 250(1890); Andoyer, Théorie 
des formes, p. 363ff., Paris 1900; Roch, J. f. Math. 66, 114 
(1866); Humbert, J. de math. (4) 2, 239 (1886); WeiB, Wien. 
Ber. 99, 284 (1890). Hine irrationale Parameterdarstellung gab 
Clebsch, Math. Ann. 1, 170 (1869). Die g,’ auf der Kurve, 
die den hyperelliptischen Charakter bedingt, wird gebildet von 
dem Geradenbiischel durch den Doppelpunkt. Sei dieser ein 
Knoten oder isolierter Punkt, so existieren nach der Tabelle auf 
S. 397 16 eigentliche Doppeltangenten, die eine Kummersche 
Gruppe bilden, und 18 Wendepunkte, so daB die Klassenzahl 10 
wird. Von den 68 einhiillenden Kegelschnittreihen des allgemeinen 
Falles bestehen nur mehr 30 aus wirklich vierfach bertihrenden 
 Kegelschnitten. Die entsprechenden Steinerschen Gruppen setzen 
sich jeweils zusammen aus vier Paaren von eigentlichen Doppel- 
tangenten und einem doppelt gezihlten Paar uneigentlicher Doppel- 
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tangenten (Tangenten, die den Doppelpunkt enthalten). Jeder 
Kegelschnitt der anderen Systeme beriihrt die c, dreimal und 
schneidet sie im Doppelpunkt. Die entsprechende Steinersche 
Gruppe setzt sich aus sechs eigentlichen und sechs uneigentlichen 
Doppeltangenten zusammen, von denen jedes Paar je eine enthialt. 

Man erhilt eine hyperelliptische ¢,, wenn 

a) bei der Erzeugung mittels zweier projektivischen Biischel 
von Kegelschnitten diese einen gemeinsamen Basispunkt haben; 

b) bei der Hesseschen Erzeugung zwei Ecken des wind- 
schiefen Achtecks zusammenfallen ; 

c) bei der Aronholdschen Methode drei der sieben gegebenen 
Geraden durch einen Punkt gehen; 

d) bei der Geiserschen Erzeugung das Projektionszentrum 
auf einer der 27 Geraden der Fliche 3. Ordnung ligt. 

Eine andere Erzeugung hat Bobek ( Wien. Denkschr. 53, 
119 (1887)) angegeben. Den besonderen Fall des Inflexions- 
knotens behandelte Brioschi (Math. Ann. 4, 95 (1871)). 

Ist der Doppelpunkt eine Spitze, so ist die Kurve von der 
Klasse 9 und hat zehn Doppeltangenten und 16 Wendepunkte. 
(Vgl. besonders noch Richmond, Quart. Journ. 26, 5 (1892) 
und Fontené, Bull. Soc. math. France 27, 229 (1899); tiber die 
desmische Kurve mit Spitze Humbert, J. de math. (4) 7, 385 
(1891)). 

Aus den Untersuchungen yon Bertini iiber Kurven der 
Ordnung » mit (» — 2)-fachem Punkt geht hervor, daf die Be- 
rihrungspunkte der sechs uneigentlichen Doppeltangenten auf eimem 
Kegelschnitt legen (Bertini, Rend. Ace. Lincei (3) 1, 92 (1877); 
Caporali, Nap. Rend. 21, 227 (1882) = Mem. di geom., p. 164). 
Dieser Kegelschnitt und der Doppelpunkt der Kurve bestimmen 
eine quadratische Inversion, vermittelst derer die Kurve in sich 
selbst tibergeht (Roberts, Proc. London Math. Soc. 25, 151(1894)). 

Hine ¢, mit zwei Doppelpunkten oder einer Aquivalenten 
Singularitit (z. B. einem Beriihrungsknoten) ist vom Geschlechte 1 
und gestattet eine Parameterdarstellung mittels elliptischer Funk- 
tionen (Clebsch, J. f. Math. 64, 64 (1864)). Sind die beiden 
Doppelpunkte verschieden, so kénnen sie durch eine Zentral- 
kollineation in die beiden imaginiiren Kreispunkte tibergefiihrt 
werden (vgl. unten Kap. XXII, § 3 tiber bizirkulare Kurven 
4. Ordnung), Uber die Erzeugung elliptischer c¢, sehe man 
“euthen, Forh. Akad. Kopenh. 1879, p. 89; Fiedler, Dar- 
stellende Geometrie III, 2. Aufl, 8. 25, 45; Liebmann, Zeitschr. 
Math. Phys. 41, 85 (1896); Casey, Transact. Irish Acad. 24, 
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457 (1869); auBerdem Richmond, Quart. J. 32, 63 (1900); 
Brill, Math. Ann. 17, 103, 517 (1880); 0. Richter, Zeitschr. 
Math. Phys. 35, Suppl., 1 (1890); Jeffery, Proc. Lond. Math. 
Soc. 21, 287 (1890); den Fall eines Knotens und einer Spitze 
bei Ameseder, Wien. Ber. 87, 15 (1883). 


§ 4. Rationale Kurven vierter Ordnung. 


Ist eme Kurve 4. Ordnung rational (vom Geschlechte Null), 
so lassen sich ihre Punkte mittels homogener Koordinaten dar- 
stellen durch x; = ,(4, w) [¢ = 1, 2, 3], wo 


C1) QA, w) = a, M+ 4d MP + Bou + Addu + eat. 


Aus dieser Darstellung folgen leicht alle Singularitéten, die 
Cartesische und Tangentialgleichung, die Bedingung, da8 drei 
Punkte in einer Geraden liegen usw. Ist eine Gerade w= 0 
gegeben, so hingen ihre Schnittpunkte mit der ¢, von der biniaren 


biquadratischen Gleichung ab Su: 9; = 0. Variiert man die wu, 
in dieser Gleichung, also die Gerade in der Ebene, so erhilt man 
eine biquadratische Involution zweiter Art, deren Punktquadrupel 
auf allen Geraden der Ebene der c¢, liegen. Mit Bezugnahme 
auf die Kurve kann man daraus die Theorie der Oskulanten von 
Stahl, J. f. Math. 101, 300 (1887), folgern. Sieht man die 
Kurve als rationalen Traiger mit den Koordinaten (1) an, so sind 
die folgenden Arbeiten einzusehen: Brill, Math. Ann. 12, 90 
(1877); Friedrich, Diss. GieBen 1886; Gro8, Diss. Tiibingen 
(1887); E. Meyer, Diss. Kénigsberg (1888). Man yergleiche auch 
das Buch von Franz Meyer, Apolarité und rationale Kurven, 
Tiibingen 1883. 

Hine ¢, mit drei Doppelpunkten hat vier Doppeltangenten 
und sechs Wendepunkte und ist von der Klasse 6 (¢,°). Die sechs 
Doppelpunktstangenten beriihren einen Kegelschnitt, ebenso die sechs 
Tangenten, die von den Doppelpunkten aus an die Kurve gelegt 
werden kinmnen, und einen dritten Kegelschnitt die sechs Wende- 
tangenten. Auf einem Kegelschnitt legen ferner die sechs Wende- 
punkte selbst, die acht Beritihrungspunkte der vier Doppeltangenten, 
die sechs Schnittpunkte der Doppelpunkistangenten mit der Kurve 
und schlieBlich die sechs Beriihrungspunkte der von den Doppel- 
punkten ausgehenden Tangenten. Der Ort der Punkte P von der 
Kigenschaft, daB die Beriihrungspunkte der von ihnen ausgehen- 
den sechs Tangenten auf einem Kegelschnitte liegen, ist eine 
Kurve 3. Ordnung. 
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Die rationale c, kann aus einem Kegelschnitt durch quadra- 
tische Transformation gewonnen werden. In der Tat ist die Glei- 
chung der c, in bezug auf das Dreieck der drei Doppelpunkte 
a8 2259+ Dmg? Xq?+ C5" 212+ 2dH,7 Hy y+ 2 ey" x—",+ 2 fog" aX, =O 
oder 


aja o(Lyee Ger tag tig =o 


i 
dip Tee 


und nun ist nur z, = 1/x, zu setzen, um die ¢, in einen Kegel- 
schnitt zu verwandeln (Salmon, Héh. Kwrven, p. 357). Ist etwa 
c=0, d.h. geht der Kegelschnitt durch eine Ecke des Funda- 
mentaldreiecks, so zerfallt die c, in eine Koordinatenseite und 
eine rationale ¢,. 

Schréter betrachtet die vorliegende Kurve als Ort des 
Punktes, der entsprechenden Tangenten zweier projektiven Kegel- 
schnitte gemeinschaftlich ist (J. f. Math. 54, 32 (1857)). Redu- 
ziert sich der eine Kegelschnitt auf einen Punkt, so ist das Er- 
zeugnis wieder eine rationale cz. Stahl faBt die rationale c, als 
ebene Projektion der rationalen Raumkurve 4. Ordnung auf 
(J. f. Math. 101, 300 (1887): vgl. auch H. de Vries, Amsterd. 
Ak. 1909, p. 627). 

Eine besondere Gattung der c, mit drei Doppelpunkten 
bilden die projektiven Lemniskaten, deren siimtliche Doppelpunkte 
Inflexionsknoten sind (vgl. Berzolari, Rend. Ist. Lomb. (2) 37, 
277, 304 (1904)); Schoute, Arch. Math. (2) 2,118 (1884) 
u. flgde. Bde. Legt man an eine solche Kurve von einem Punkte P aus 
die sechs Tangenten, so lregen deren Beriihrungspunkte in einem 
Kegelschnitt. Die soeben erwihnte Kurve 3. Ordnung, die im all- 
gemeinen den Ort solcher Punkte P bildet, ist also hier unbe- 
stimmt. Riickt P auf die Kurve selbst, so legen die entsprechen- 
den vier Bertihrungspunkte in einer Geraden. Die Seiten des Vier- 
ecks, das zu dem Vierseit der Doppeltangenten der Kurve, in dessen 
drei Diagonalpunkten die Inflexionsknoten liegen, assoziiert ist (und 
dessen Ecken die Pole der einzelnen Seiten des Vierseits in bezug 
auf die tibrigbleibenden Dreiseite sind), schneiden die Kurve (aufer 
in den Doppelpunkten) in zwolf Punkten, denen ein sechspunktig 
berithrender Kegelschnitt zukommt (vgl. Basset, Quart. Journ. 85, 
1 (1903)). Dieselben zwélf Punkte sind auch die Berthrungs- 
punkte der von den Eeken des erwihnten Vierseits ausgehenden 
einfachen Tangenten. Berzolari bringt alle Higenschaften der 
Kurve unter einen Gesichtspunkt, indem er hervorhebt, da die 
Kurve gegeniiber der Gruppe von 24 Kollineationen, die das Vier- , 
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seit m sich transformieren, invariant ist. Die projektive Lemnis- 
kate bildet also auch einen besonderen Fall der in § 1 behandelten 
Kurven 4. Ordnung. Sie kann in folgender Weise von einem 
Punkte P erzeugt werden: Man betrachte eim Poldreiseit eines 
Kegelschnittes K als Kurve 3. Klasse und bestimme zu jeder Tan- 
gente T von K den Pol P in bezug auf das Dreiseit (vgl. auch Kober, 
Zschr. math. Unterr. 40, 168 (1909)). In bezug auf dieses Drei- 
seit hat die Kurve die Gleichung 
I" Ly” + #975? + xxi" = 0. 

Die drei Tangenten in den Inflexionsknoten beriihren K; auferdem 
geht K durch die acht Beriihrungspunkte der Doppeltangenten. 

Wertet man die eben gegebene Erzeugung der projektiven 
Lemniskate dualistisch um, so erhilt man eine sogenannte pro- 
jektive Astroide, eine c,* mit drei Spitzendoppeltangenten und 
vier Doppelpunkten (vgl. Kober, Zschr. math. Unterr. 38, 278 
(1907); metrische Spezialisierungen beider Kurven in Kap. XXII). 

Die drei Doppelpunkte einer rationalen c, kénnen alle oder 
zum Teil in Spitzen ausarten, sie kénnen zu zweien konsekutiv 
werden (Beriihrungsknoten) oder sich in einem dreifachen Punkt 
vereinigen. Dieser heiBt Spitzpunkt, wenn seine drei Tangenten 
koinzidieren. Der Spitzpunkt ist die zum Flachpunkt dualistische 
Singularitat. 
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Die Bedingung, daf eine allgemeine c, einen Doppelpunkt 

habe, ist durch das Verschwinden der Diskriminante 
R=T*?—-183 

(vgl. Kap. XVII) gegeben. Werden die Tangenten des Doppel- 
punktes und die Verbindungsgerade der drei noch vorhandenen 
Wendepunkte als Koordinatenseiten 7, = 0, 2 == 0, % =O ge- 
nommen, so laBt sich die Kurvengleichung in der Form schreiben 


e5) a> + a> + 64, %,%, = 0. 

Die Gleichung ihrer Hesseschen Kurve, die mit der Grund- 
kurve den Doppelpunkt samt seinen Tangenten und die Wende- 
punkte gemein hat, lautet dann 
(2) 043 + ay? — 24, %_H, = 0. 

Die Cayleysche Kurve zerfallt in den Doppelpunkt und 


einen Kegelschnitt, der die Tangenten des Doppelpunkts in ibren 
Schnittpunkten mit der Wendepunktsgeraden berihrt. 
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Die Wendepunkte sind nur dann alle drei reell, wenn der 
Doppelpunkt isoliert ist; dieser ist der Pol der Wendepunkts- 
geraden in bezug auf das Dreiseit der Wendetangenten (J. Plicker, 
System d. anal. Geom. Art. 325, Berlin 1835). Im Falle des 
Knotens sind zwei Wendepunkte konjugiert imaginir. In beiden 
Fallen ist die Kurve von der 4. Klasse (c;*). 

Nimmt man #, = 0 als Verbindungslinie des Doppelpunktes 
mit dem einen (reellen) Wendepunkt, x, = 0 als die zugehorige 
Wendetangente, 7, = O als irgendeine Gerade durch den Doppel- 
punkt, so laBt sich die Kurvengleichung schreiben 
(3) 24> = a(x, + oat”). 

Auch die Form 

(4) 03+ argh + ag =0 oder (a, + a + 23)? = 272, 454, 
kann der Kurvengleichung gegeben werden, wenn man das Drei- 
seit der Wendetangenten zum Fundamentaldreiseit nimmt. Der 
Doppelpunkt liegt dann in x, = #%, = #,, und 7, + 4 + 4, = 0 
ist die Wendepunktsgerade. 

Eine c3* wird erzeugt durch zwei ein-zweideutig aufeinander 
bezogene Strahlenbiischel oder durch ein Kegelschnittbiischel und ein 
dazu projektives Strahlenbiischel, dessen Scheitel in einem Grund- 
punkt des Kegelschnittbiischels liegt (vgl. auch den vorigen Para- 
graphen und Zahradnik, Wien. Ber. 117, 1167 (1908)). 

Die cs* ist ferner der Ort der Beriihrungspunkte der von 
emem Punkte aus an die Kegelschnitte einer Schar gehenden Tan- 
genien. 

GemaiB dem allgemeinen Satz von Clebsch hat eine c, mit 
Doppelpunkt eine Parameterdarstellung der Art 


(5) v= 0,42 + 36,4 u + 8y,Au? + 6,u. (= 1,9, 3). 


Verbindet man die Beriihrungspunkte der beiden an die Kurve 
von emem ihrer Punkte aus gehenden Tangenten mit dem Doppel- 
punkt, so liegen diese Verbindungslinien harmonisch zu den Tan- 
genten im Doppelpunkt. Uber Steinersche Polygone auf einer c,* 
vgl. E. Weyr (Math. Ann. 3, 235 (1871)) und Loria (Prag 
Stegsb. 1896, Nr. 36). 

Die c, hat eine Spitze und erhilt die Klasse 3 (c,°), wenn 
die beiden Invarianten S und 7’ verschwinden. Hs ist dann nur 
noch ein Wendepunkt vorhanden. Zur Aufstellung einer kano- 
nischen Gleichung nimmt man die Riickkehrtangente als x, = 0, 
die Verbindungslinie von Spitze und Wendepunkt als x, = 0 und 
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die Wendetangente als 2, = 0, dann hei®t die Kurvengleichung 
(6) Zo? = 30," h, = 0. 

Das ergibt die einfache Parameterdarstellung x, :%:43=1:4:2". 
Die Hessesche Kurve zerfallt in 2,7”, = 0, und die Cayleysche 
Kurve besteht aus der doppelt ziihlenden Spitze und dem Schnitt- 
punkt der Wende- und Riickkehrtangente. Higentliche Steiner- 
sche Polygone gibt es auf einer c,° nicht. Zieht man von einem 
behebigen Kurvenpunkte eine Tangente an sie, von deren Beriihrungs- 
punkt wieder eine Tangente usf. (vgl. Durége, Math. Ann. 1, 
509 (1 869)), so ndhert sich der Bertihrungspunkt immer mehr dem 
Wendepunkt. Die c,> gehdrt zu den W-Kurven erster Art (vel. 
Kap. XXII, § 7). 

Ausfiihrlicheres iiber rationale c, findet man bei Clebsch- 
Lindemann, Vorlesungen I, 580ff., Salmon-Fiedler, Hohere 
Kurven, 8. 232, Andoyer, Théorie des formes, p. 3341ff., Paris 
1900 und besonders (auch in konstruktiver Hinsicht) bei E. Weyr, 
Theorie der mehrdeutigen geom. Hlementargebilde, 8. 81 ff, Leipzig 
1869. Hier sind auch Kurven 3. Klasse mit Doppeltangente (c,°) 
behandelt (vgl. a. Kohn, Enayii. IIT C5, 8. 503, dazu Berzo- 
lari, Rend. Ist. Lomb. (2) 25, 1025 (1892)). 


Kapitel XX. 


Metrische Eigenschaften algebraischer Kurven. 


Von H. Wieleitner in Pirmasens. 


§ 1. Gerad- und krummlinige Asymptoten. 


Handelt es sich um die Betrachtung einer einzelnen vor- 
liegenden Kurve, insbesondere in Hinsicht auf metrische Eigen- 
schaften, so sind projektive Dreieckskoordinaten selten ein ge- 
eignetes Untersuchungsmittel, da es insbesondere auf die Beziehung 
der Kurve zur unendlich fernen Geraden ankommt. Man legt 
deshalb affine (kartesische) und meist rechtwinklige Koordinaten 
zugrunde, kann aber dann jederzeit, indem man die in 2, y ge- 
schriebene Gleichung mit z homogenisiert, die unendlich ferne 
Gerade (2 = 0) als dritte Koordinatenseite einfiihren. Bedeutet w® 
ein in «, y homogenes Polynom vom v" Grade, so laBt sich die 
Gleichung der Kurve schreiben 


(1) fSu™ + au Yet uIP 4 --- fuBer-t 4 WO" =0. 


Hier ist, wenn etwa wu =O ist, w =O die Gleichung der 
Tangente des Anfangspunktes (v= 0, y=0), wenn auch wW=0 
ist, liefert w@) = 0 das Tangentenpaar des Anfangspunktes usw. 
Man kann ferner durch geeignete Wahl des Koordinatensystems 
immer erreichen, daB wu”) das Glied y” enthalt. Denkt man sich 
dieses Glied von seinem Zahlenkoeffizienten durch Division befreit, 
so 148t sich (1) auch unter der Voraussetzung, daB w”) nur einfache 
Faktoren hat, ersetzen durch 


a) p= PP —ae) + 20-9, 9,2) =0. 
1 


Die unendlich fernen Punkte von f sind dann durch y/x = i,, 
2=0 gegeben. Um das Verhalten von f in ihnen genauer zu 
bestimmen, miissen wir ihre beziiglichen Tangenten, die sogenannten 
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Asymptoten der Kurve, angeben. Gelingt es, f auf die Form zu 
bringen 


(1*) r= fi To — Ae + wy) + 2 wO-)(a, y, 2) = 0, 
uh 


so sind die Geraden y — 1,2 + u,=0 die Asymptoten. Diese 
kénnen (alle oder zum Teil) paarweise imaginir sein. Die u, erhilt 
man hierbei immer als die Zahler der Partialbriiche, in die sich 
der Quotient w/w zerlegen lift. Da nach der allgemeinen 
Form der Tangentengleichung (8. 274) die Gleichung einer ein- 
zelnen Asymptote im Punkte (z,, y,, 0) lautet 


COU yA ‘ 
(2) eget gge Oe, Y,) = 9, 


DEG, 

kann man diesen Satz leicht bestitigen. Beriihrt die Asymptote 
2y-punktig, so ist der Verlauf des unendlichen Zweiges wie bei 
einer gewohnlichen Hyperbel, beriihrt sie aber (2v + 1)-punktig, 
so kommt der Kurvenast auf der nimlichen Seite der Asymptote 
zuriick, auf der er ins Unendliche ging (Wendeasymptote). 

Enthalt das Polynom w) einen mehrfachen Faktor, ist also 
etwa 
(3) f= (y — da) C-) + 2@-) = 0, tes 


so setze man y — Av = 5, y = 7 und ordne die Gleichung nach 
Potenzen von 4; dann kommt 


(4) fae Vl) yr ae OEE cor a Sn y—Hy — yi") — 0, 


wo die v homogene Polynome in §, 2 sind. Hier stellt 


u u 
fo) ol =] ]s + B,#) =[ Jes — ho,x + 8,2) =0 
1 1 


das System der uw parallelen Asymptoten des unendlich fernen 
singularen Punktes dar, unter denen auch die unendlich ferne Ge- 
rade (fiir a, =) beliebig oft auftreten kann, Die Zahl w ist 
dabei héchstens gleich v, mindestens gleich 1. Im letzteren Falle 
hat die Kurve in der durch y — 4x = 0 gegebenen Richtung fiir 
v > 2 eine reine Liniensingularitét, d. h. die Kurve wird von 
der unendlich fernen Geraden in vy koinzidierenden, konsekutiven 
Punkten beriihrt (vy = 3 Wendepunkt, vy = 4 Flachpunkt usw.). 

Zur genaueren Diskussion der Anniherung an eine bestimmte 
Asymptote setzt man, wenn a, + 0, «,§ + 82 =¥Y,, § = @, und 
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entwickelt, indem man 2, zunichst gleich 1 nimmt, y, nach (ganzen 
oder gebrochenen) Potenzen von z (vgl. S. 293) 


(6) y, = Ae + BSta+ Cetutat =, [e>1] 


woraus sich, wenn man wieder 2, einfiihrt, die hyperbolischen 
Naherungskurven 


A B 


Ua rer = = t é = 
Yy ae}? yy a} aera? 


usw. 


ergeben. Ist aber o, = 0, also z= O selbst Tangente, so kann 
man aus (4) direkt entwickeln 


(7) f= Aye Bye Es, [<1] 
woraus die parabolischen Naiherungskurven folgen 
E = Aygt-%, — = Ayy!-9 + Boyt 9-%, usw. 


Mit diesen krummlinigen Asymptoten beschaftigten sich schon 
Newton, dann Stirling (1717), ausfiihrlich J. Pliicker, Theorie 
der alg. K., Bonn 1839. O. Stolz, Math. Ann. 11, 41 (1877), 
wandte erst die Reihenentwicklungen an, um die Pliickerschen 
Untersuchungen strenger zu gestalten (vgl. C. Reuschle, Prawis 
der Kurvendiskussion I, Stuttg. 1886, H. Wieleitner, Alg. K., 
Leipzig 1905, Abschn. VI u. E. Beutel, Alg. K.1, Leipzig 1909). 


§ 2. Transversalentheorie. 


Ks gibt eine Reihe von Satzen, die von den Schnittpunkten 
einer algebraischen Kurve mit bestimmt orientierten Geraden 
(Transversalen) handeln. An diesen Siitzen hat sich die Kurven- 
theorie historisch entwickelt. Ist z. B. A,A,A, ein beliebiges 
Dreiseit und sind P,, P,©, P;© die Schnittpunkte der Seiten 
A,A,,A,A, und A,A, mit der Kurve, so gilt der sogenannte 
Carnotsche Satz (Géom. de position, Paris 18038, p. 291, 436) 


(1) 


der sich ohne weiteres auf den Schnitt eines beliebigen geschlosse- 
nen Polygonzuges erweitern laBt. Der Satz ist projektiver Natur. 

Geht die Kurve etwa durch die Ecke A, des Dreiecks, so 
kann man P%) und P™ in A, fallen lassen, und wenn wir die 
ene in A, an die Kurve A,7 nennen, so geht der Satz (3) 
tiber in 


n . n n 
A, Pe) A, PO A, PY? 
i A, PI A, PS 14 A, PY 


eal 
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= “ 
a4 i sie sin (4, 4,7) _ 4 AP J TA, PO 7 Dit 
- sin (A, A, Te A, Po A, Po A, PO 


Ist aber eine der Seiten des on eede etwa A, A, (in der 
Kcke A,) selbst Tangente der Kurve und & ihr Kenan anestadon 
in diesem Punkte, so wird aus ® 


(3) A, A,* A, PY? Tee Pi? Tt Le 
24,4, sin(4,) Lh 4 pO Lk 4 zl A, PO 


Ist die Kurve z. B. eine c, und beriihrt in den drei Ecken je eine 
Seite entsprechend, so wird 

(4) Ky AR, Ah, = 2°, 

wo 7 den Umkreisradius von A A, A, A, bedeutet. 

Aus dem Carnotschen Satze folgt ein anderer, der schon 
von Newton aufgestellt wurde und lautet: Gehen von zwei Punkten 
0, O' zwei parallele Transversalen aus, auf denen die Schnittpunkte 
A, und Aj liegen, so hiingt das Verhdiltnis 


OA,-OA,-++- OA, 
CEN OT Secs OM We 


nur von der Richtung der beiden Strahlen ab, nicht von der Lage 
der Punkte O, O’. Ersetzt man hier die Kurve durch ihre Asym- 
ptoten oder ein System von Geraden, die zu den Asymptoten 
parallel sind, so andern sich die Produkte der Abschnitte nur um 
konstante Faktoren. Mannigfache Anwendungen dieser Sitze gibt 
Poncelet, in vier Noten, Journ. f. Math. 8 (1832), z. B.: Drehen 
sich drei Seiten eines emer cz eingeschriebenen Vierseits wm feste 
Punkte, so gilt dasselbe von der letzten Seite des Vierseits. 

Hieran schlieBt sich der Satz: Die Summe der Kotangenten 
der Winkel ;, unter denen eine Gerade die Kurve schneidet, ist 
dieselbe wie die beziiglich des Systems der Asymptoten genom- 
mene, hingt also auch nur von der Richtung der Transversale ab. 
Diese Eigenschaft ist aber nur ein spezieller Fall des allgemeineren 
von Liouville neben anderen Satzen, J. de math. (1) 6, 345 
(1841) u. 9, 337, 4385 (1844), aufgestellten Theorems: Die Summe 
der Kotangenten der Winkel, unter denen sich zwei algebraische 
Kurven schneiden, ist gleich derselben Summe in beeug auf thre 
beiderseitigen Asymptotensysteme. 

Von ReiB, Corr. math. 9, 249 (1837), stammt der Satz: 
Sind &, die Kriimmungsradien in den Schnittpunkten einer Ge- 
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raden mit einer Kurve und g, die Schnittwinkel, so ist 


n 
P } 1 = 
(5) ae sin’, Z 
1 


Diese Sitze, ihre Erweiterungen und dualistischen Um- 
formungen, auf die schon Poncelet (1832) hinwies, finden sich 
alle bewiesen in zwei Abhandlungen von A.Gob, Assoc. fran¢. pour 
? avanc. des Sc. 1893 und Bull. Acad. Belg. (3) 28, 57 (1894). 


§ 3. Affin metrische Begriindung der Polarentheorie. 
Durchmesser, Mittelpunkte. 


Die gerade Polare eines Punktes @ ist affin folgendermafen 
definiert: Man bestimme auf jedem Strahle durch @ den harmoni- 
schen Mittelpunkt P in bezug auf Q, fiir den 


Sys: LPS. BU PS PSs 
(1) > 05. 05, 0S aa 
oder 
1 1 1 n 
2) OS a 0S) ee Gsm Oe 


ist, wenn S, die Schnittpunkte des Strahles mit der Kurve sind. 
Dann beschreibt P die Polargerade (Cotes 1722). 

Legen wir @ ins Unendliche, so wird das Strahlbiischel (Q) 
m einem System paralleler Sekanten, und die Relation (1) geht 
tiber in 


2) SPSS PSP PS. PS 0, 


Der Punkt P ist das Zentrum der mitileren Entfernungen (Schwer- 
punkt) der Punkte S; und beschreibt den geradlinigen Durch- 
messer (Durchmesser erster Ordnung), der zur Richtung (Q) gehort 
(Newton 1676; Poncelet, J. f. Math. 3, 213 (1828)). Um- 
gekehrt gehdren zu jedem geraden Durchmesser » — 1 Rich- 
tungen (Q). In der Tat umbiillen die zu allen Punkten der un- 
endlich fernen Geraden gehdrigen Durchmesser eine rationale 
Kurve von der Klasse » — 1 und der Ordnung 2(n — 2). Diese 
Enveloppe reduziert sich also nur fiir Kegelschnitte (x = 2) auf 
einen Punkt. 

Ebenfalls schon von Newton stammt der Satz, daB eine 
Kurve (ohne parabolische Zweige) mit dem System ihrer Asym- 


§ 3. Polarentheorie, Durchmesser, Mittelpunkte. 433 


ptoten fiir jede Richtung (Q) denselben geraden Durchmesser hat. 
Daraus folgt, daB auf jeder Sekante die algebraische Summe der 
zwischen den Kurvenzweigen und den zugehérigen Asymptoten 
legenden Abschnitte verschwindet. Das gibt fir » = 2 einen 
bekannten Satz iiber die Hyperbel. Die projektive Verallgemeine- 
rung dieses Newtonschen Satzes gab erst Maclaurin (1748). 

Poncelet stellte unter andern noch folgenden Satz auf 
(J. f. Math. 8 (1832)): Treffen zwei Kurven c, und ¢c’ die Seiten 
AB und AC eines Dreiecks in den nimlichen Punktgruppen 
 Q1, %o,+--,Q, und R,, R,,..., &,, so besteht fiir ihre Schnitt- 
punktgruppen P,, P,,...,P, und P,, P,,..., P’ mit der Seite 
BC die Beziehung 


n 
BP, BP; 
(3) ['] op, ~ Lh op 
1 1 


4 


d. h. die beiden Punktgruppen liegen mit B und C in Involution. 
Fallen B und C in einen Punkt O zusammen, so besteht die 
Gleichung 


n n 
Peal | al 
(4) Dap se > op 
1 : il : 


d. h. die beiden Punktreihen haben in bezug auf O denselben har- 
monischen Mittelpunkt. 

Es heiBt harmonischer Mittelpunkt k®" Grades der Punkte S, 
in bezug auf Q ein Punkt P, fiir welchen 
. ERR | ee 
(8) dee Gena 208! 


O 


(E. de Jonquieéres, J. de math. (2) 2, 266 (1857)). Die harmo- 
nischen Mittelpunkte K*°" Grades fiir alle Geraden durch @ er- 
fiillen die Polare k**’ Ordnung von Q. Diese wird zum Durch- 
messer k®” Ordnung, wenn wir Q ins Unendliche legen (vgl. auch 
die Theorie der Zentralen von H. GraBmann, J. f. Math. 24, 262, 
372 (1842) und 25, 57 (1843)). Die Bedingung (5) geht dann 
tiber in 


(6) SPS, PS,-4 » PS, = 0. 


Selbstverstiindlich gelten fiir diese Durchmesser alle Sitze, 
wie sie in Kap. XIII, § 4 fiir Polaren aufgestellt wurden. Ins- 
besondere ist der gerade Durchmesser einer Richtung (@Q) auch der 
gerade Durchmesser aller zu (Q) gehdrigen héheren Durchmesser. 


Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl, 28 
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Ein weiteres Beispiel sei dieses: Sucht man bei einer e, 
einen Punkt A, dessen Polarkegelschnitt ein Kreis sein soll, so 
mu dies der Punkt sein, in welchem die zu den imaginaren Kreis- 
punkten I und J gehérenden geraden Durchmesser sich schneiden. 
Es gibt also fiir jede c, einen einzigen solchen Punkt A, sofern 
nicht zu J und J derselbe Durchmesser gehirt (Stuyvaert, Now. 
Ann. Math. (3) 18, 275 (1899)). Mit den Durchmessern hat 
sich neben Newton, Maclaurin, Cramer u. a. insbesondere 
E. Waring, Proprietates algebr. cwrvarum (Cambr. 1772) beschaf- 
tigt. Neuere Arbeiten sind von J. Thomae, Leipz. Ber. 51, 317 
(1899), 55, 108 (1903) und von V. Kommerell, Math.-nat. 
Mitt. Wiirtt. (2) 9, 35 (1907) (vgl. auch desselben Autors Ar- 
tikel in Cantors Gesch. d. Math. IV, 471 ff.). 

Die Theorie der Polaren 1&B8t sich dualistisch umformen, 
indem man die Grundkurve als Kurve von der Klasse v auffaBt. 
Ist dann p irgendeine Gerade, so kann man ihr Polarkurven 
(v — 1)*", (v — 2)" usw. bis herunter zur ersten Klasse zuord- 
nen. Diese letzte Polare ist ein Punkt P, den man als Pol an- 
sprechen kann. Ist Q ein variabler Punkt auf p und sind 6, die 
von @ an die Grundkurve gehenden Tangenten, so ist der Pol P 
definiert durch die Gleichung fiir den Strahl OP = q 


~ sin (qb,) 

7 a Se ( 
( ) 2} sin (pb.) a 
wahrend die Tangenten q der Polare k** Klasse der Gleichung 
gentgen 

sin(qb,) sin(qb,) __ sin(qb,) 
©) > sin(pb,) sin(pb,) sin(pb,) 0: 

Nennt man B,M, und B,N, bzw. die Lote von den Beriih- 
rungspunkten B, der b, auf g und auf p, so laBt sich (7) ersetzen 
durch 

BLM, , BM, Ba 
®) BN) Bidet) Seg a 


0. 


Riickt die Gerade p ins Unendliche, so kann man in Erweiterung 
der bekannten Eigenschaft der Kegelschnitte den Punkt P als 
Mittelpunkt der Klassenkurve bezeichnen. Aus (9) wird dann 
die Bedingung 


(10) Sam,= 0. 
1 


Diese Gleichung sagt aus: der Mittelpunkt der Klassenkurve ist 
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das Zentrum der mittleren Entfernungen (Schwerpunkt) fiir die 
Bertihrungspunkte aller zu irgendeiner Richtung parallelen Tan- 
genten. Da die algebraische Summe der Kriimmungsradien in den 
Punkten B, verschwindet, ist der Mittelpunkt auch das Zentrum 
der mittleren Entfernungen fiir die Krimmungsmittelpunkte dieser 
Bertihrungspunkte. Dieselbe Eigenschaft besitzt er aber auch in 
bezug auf die (7 — 1)? Pole, die der unendlich fernen Geraden 
entsprechen, wenn man die Grundkurve als Ordnungskurve auf- 
faBt, sowie in bezug auf die 4”(n—1)Schnittpunkte der » Asymp- 
toten. Auferdem ist P der von J. Steiner, J. f. Math. 21, 33 
(1840), sog. Kriimmungsschwerpunkt der Grundkurve, d. i. der 
Schwerpunkt der Kurve, wenn man sie proportional der Kriim- 
mung mit Masse belegt denkt. 

Diese Satze tiber den Klassenmittelpunkt rithren her von 
M. Chasles, Corr. math. 6, 1 (1830), und J. Liouville, a. a. 0.; 
der letzte von H. GraBmann, J. f. Math. 25, 67 (1842). Von 
J. Liouville wird dabei noch der Newtonsche Satz iiber die 
Schnittpunkte einer Kurve mit einer Geraden auf die Schnitt- 
punkte zweier beliebigen Kurven erweitert: Das Zentrum der 
mittleren Entfernungen der mn Schnittpunkte zweier Kurven m*” 
und n®” Ordnung, die von der wunendlich fernen Geraden nicht 
bertihrt werden, ist identisch mit dem Zentrum fiir die mn Schnitt- 
punkte der beiderseitigen Asymptoten (wieder aufgestellt von 
B. Sporer, Diss., Tiibingen 1896, 8. 37). 

Unter Mittelpunkt einer Ordnungskurve (Ordnungsmittelpunkit) 
versteht man indessen gewohnlich einen Punkt, der fiir die Kurve 
Symmetriezentrum ist. Damit ein solches vorhanden sei, miissen 
fiir n > 2 besondere Bedingungen erfiillt werden. Ein im End- 
lichen liegender Ordnungsmittelpunkt vertritt +n (m + 2) be- 
stimmende Punkte fiir gerades , 4(7-+ 1)? fiir ungerades ». Es 
gibt aber dann fiir eigentliche Kurven nur einen einzigen Mittel- 
punkt. Bei geradem m enthilt die Kurve den Mittelpunkt gar 
nicht oder sie schickt eine gerade Anzahl von Zweigen durch ihn; 
bei ungeradem ” muB eine ungerade Zah] von Zweigen durch ihn 
gehen, deren jeder in ihm eine Inflexion hat. 

Mit dem Mittelpunkt in diesem Sinne hat sich besonders 
J. Steiner, J. f. Math. 47, 7 (1854); Werke II, 501, beschiftigt, 
der aber seine Si&tze ohne Beweis aufstellte. Die Beweise finden 
sich bei P. GiBfeldt, Math. Ann. 2, 65 (1868), B. Sporer, 
Zeitschr. Math. Phys. 37, 65, 340 (1891) u. a. 
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§ 4. Brennpunkte. Potenz. 


In Analogie zu den Kegelschnitten nennt man seit J. Plucker, 
J. f. Math. 10, 84 (1832), Brennpunkte einer Kurve v** Klasse 
diejenigen v? Punkte, in denen sich im allgemeinen die von den 
imaginiren Kreispunkten J und J an die Kurve gehenden Tan- 
genten schneiden. Von diesen sind nur y reell. Zahlt die unend- 
lich ferne Gerade als o-fache Tangente und geht die Kurve «-mal 
durch jeden Kreispunkt, so existieren nur (v — o — 2¢)? einfache 
Brennpunkte. Die itibrigen sind singular, und zwar zahlen 
2e(v —o — Qe) doppelt und «” vierfach. Hierbei ist aber noch 
vorauszusetzen, daB in den Kreispunkten nicht Spitzen oder Wende- 
punkte auftreten, wodurch sich die Zahlen modifizieren. Zu jedem 
Brennpunkte gehért eine Leitlinie (Direktrix), die Verbindungs- 
gerade der beiden zugehérigen Beriihrungspunkte. Jedem Paar 
von reellen Brennpunkten ist ein Paar konjugiert imaginirer Be- 
rihrungspunkte zugeordnet, so da die vier Punkte wie die vier 
Brennpunkté eines Kegelschnitts liegen. Der Klassenmittelpunkt 
der Kurve ist das Zentrum der mittleren Entfernungen fir die 
reellen Brennpunkte der Kurve selbst und die ihrer sukzessiven 
Klassenpolaren. 

Der Ort eines Punktes P, fiir den die Summe der Winkel 
konstant ist, den die von P an die k, gehenden Tangenten mit 
einer festen Achse bilden, ist eine Kurve v** Ordnung c,. Alle 
so definierten Kurven ¢, bilden ein Biischel, das die v? Brenn- 
punkte zu Grundpunkten hat. Ist die Gleichung der k, in Linien- 
koordinaten 


(1) O(u,v,w) =0, 


so erhaélt man die Koordinaten der Brennpunkte durch die Be- 
dingung 


(2) @(— 1, —i,x+iy)=0, 
wo man den reellen und imaginiren Teil einzeln gleich Null zu 
setzen hat. 

Die Beweise dieser Satze und noch mehr Higenschaften der 
Brennpunkte findet man bei Salmon-Fiedler, Hoh. Kurven, 
S. 151—163. Vgl. auch Siebeck, J. f. Math. 64, 175 (1864) 
und Zimmermann, ebenda 126, 171 (1908). 

Schneidet man eine ¢,, wo m zunichst gerade angenommen 
werde, mit p durch einen Punkt P(é, 7) gehenden Geraden, die 
den vollen Winkel in 2p gleiche Teile teilen (2p >), so ist das 


§ 4. Brennpunkte. Potenz. 437 


arithmetische Mittel der reziproken Produkte der auf jeder Ge- 
raden von P aus bis zur Kurve gezihlten Abschnitte unabhingig 
von der Orientierung des Systems der p Geraden und yon der 
Zahl p. Ist die Gleichung der Kurye f(x, y) = 0, so ist der re- 
ziproke Wert & dieses arithmetischen Mittels 


(3) P=k- f(§, 0), 


wo die Konstante & nur von den Koeffizienten der Glieder n‘* 
Dimension in f abhangt. Diesen Wert # nennt man deshalb die 
Potenz des Punktes P in bezug auf die Kurve (E. Beltrami, 
Giorn. di mat. 4, 76 (1866)). Ist m eine ungerade Zahl, so kann 
man sich die Kurve doppelt gelegt denken und aus der so er- 
haltenen Potenz die Wurzel ziehen. Dieses Verfahren hat aber 
bei Anwendung auf Kurven gerader Ordnung gegeniiber dem ur- 
spriinglichen eine Anderung der Konstanten k zur Folge. Als sehr 
spezieller Fall des Beltramischen Satzes ergibt sich die Kon- 
stanz der Summe der reziproken Quadrate zweier senkrechten 
Durchmesser eines Kegelschnittes. 

Ist die Kurve f isotropisch, d. h. liegen alle ihre unendlich 
fernen Punkte in den imaginiiren Kreispunkten, so sind die be- 
ziglichen Produkte auf allen durch P gezogenen Geraden gleich 
(J. Petersen 1869; J. P. Ruffini 1890; s. Arch. f. Math. 3, 84, 
172, 309 (1903)). Die Potenz # ist also mit einem dieser Pro- 
dukte identisch und erscheint als direkte Verallgemeinerung des 
von J. Steiner fiir den Kreis aufgestellten Begriffes. 

Elling Holst, Math. Ann. 11, 341 (1887), bezeichnet 
als Normalwert eines Punktes P in bezug auf die Kurve den 
Quotienten des Produktes der Normalenlingen von P bis zur 
Kurve und des Produktes der Entfernungen der reellen Brenn- 
punkte von P, wobei das erstere Produkt den Zihler bildet. Diese 
GréBe ist von der Potenz (3) nur um einen ebenfalls konstanten 
Faktor verschieden. Das Produkt der Normalenlangen kann hier- 
bei durch das Produkt der Tangentenlingen mal dem Produkt 
der Abstiinde des Punktes P von den Asymptoten ersetzt werden. 
Allgemeiner zeigte Elling Holst, Bull. Soc. math. France 8, 52 
(1880), wenn man'mit C und O die Produkte der Lingen der 
zwei Kurven gemeinsamen Tangenten und Normalen, mit %,, 
(82,,) das Produkt der Langen der der ersten (zweiten) Kurve 
und dem Asymptotensystem der zweiten (ersten) Kurve gemein- 
samen Normalen bezeichnet, dai 


(4) Ol = T jg Nyy. 
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Derselbe Autor gab auch den dualistischen Begriff des Normal- 
wertes einer Geraden in bezug auf eine Klassenkurve (Arch. for 
Math. 7, 322 (1882)). Fir parabolische und zirkulare Kurven 
treten Modifikationen ein, die immer die Richtigkeit einer Glei- 
chung von der Art (3) gewahrleisten. E. Laguerre hat der Po- 
tenz S#, wie wir sie nennen wollen, noch einen anderen geometri- 
schen Ausdruck verliehen (wvres I, S. 20). Uberhaupt enthalt 
der II. Band der (Zwvres von Laguerre eine Fiille von Ent- 
wicklungen, die sich auf metrische Eigenschaften von algebraischen 
Kurven beziehen. Aus allgemeineren Gesichtspunkten hat solche 
betrachtet G. Humbert im J. de Math. (4) 3, 327 (1887) und 
ebenda 4, 129 (1888). Weitere Literatur bei Berzolari, Enzyhl. 
THC. 4, 8. 392 ff. 


Kapitel XXI. 


Besondere Erzeugungsarten ebener Kurven. 


Von H. Wielettner in Pirmasens. 


§ 1. Kissoiden und Konchoiden. Kurven erster Kategorie. 


Die Methoden, ebene Kurven zu erzeugen, kénnen wir vor- 
zugsweise in drei Klassen scheiden, in geometrische, kinematische 
und analytische. Die geometrische Erzeugung, die entweder eben 
oder riumlich ist, besteht darin, daB aus gewissen einfacheren 
Elementen eine Konstruktion zusammengesetzt wird, die, wenn 
ein Element der Konstruktion beweglich ist, ein variables Element 
(Punkt, Gerade usw.) liefert, dessen Ort (Einhiillende) die Kurve 
ist. Dazu zihlt auch die Projektion einer Raumkurve auf eine 
Ebene oder der Schnitt einer Fliche mit einer Ebene. Bei der 
kinematischen Erzeugung wird durch geeignete Elemente die Be- 
wegung zweier sich deckenden Ebenen gegeneinander definiert und 
der Ort eines in der einen Ebene festen Elementes in der anderen 
Ebene bestimmt. Hs ist klar, daB eine geometrische Erzeugung 
oft durch eine kinematische (und umgekehrt) ersetzt werden kann. 
Auch fiir die analytische Erzeugung li8t sich in vielen Fallen 
ein geometrisches oder kinematisches Substrat finden. Wir ver- 
stehen darunter die Aufstellung gewisser Bedingungen zwischen 
Elementen (Punkten, Tangenten usw.) der Kurve, meist in Form 
einer Differentialgleichung, deren Integration die gewtinschte Kurve 
ergibt. Insbesondere rechnen wir zur analytischen Erzeugung die 
Definition von Kurven durch Koordinatenverwandlung, d. h. die 
Substitution anderer Elemente fiir x, y in der kartesischen oder 
fiir 9, 9 in der Polargleichung einer gegebenen Kurve. Beztiglich 
der Kurvenerzeugung durch Apparate vgl. die Abhandlung von 
A. v. Braunmih] im Kat. der math. Ausstellung Niirnberg 1892, 
5. 54—88. 

Eine der einfachsten geometrischen Erzeugungsmethoden ist 
die kissoidale. Wir nennen Kissoide zweier gegebenen Kurven [ 
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und f’ in bezug auf einen Pol O nach Schulz v. Strasznicki 
(Zeitschr. f. Phys. u. Math. Wien 8, 179 (1830)) die Kurve, die 
entsteht, wenn man die von O aus nach T und [” gehenden Radien- 
vektoren addiert. Sind [, [ algebraische Kurven von den Ord- 
nungen m, , die bzw. $- und y-mal durch den Pol gehen und 
im Unendlichen « Schnittpunkte haben, so ist ihre Kissoide, wenn 
alle Radienvektoren beider Kurven gleichmifig benutzt werden, 
von der Ordnung n’ = 2mn — (8n-+ ym-+ a). Wir ziehen da- 
bei auch negative Radienvektoren in Betracht, indem wir die Um- 
kehrung des Vorzeichens von 9 mit einer Vermehrung von 6 um 
a als gleichbedeutend ansehen. Kann nun die kartesische Glei- 
chung auf die Form 


(1) f= e'p'(x, y) — vz, y) =0 

gebracht werden, so ergeben sich die beiden Polargleichungen 
* ae oe d ee fener: 

(1*) g= 5 wd @ ao 


von denen bei uneingeschrinkter Variabilitét von @ und @ jede 
einzelne die Kurve darstellt, die aber durch die oben beriihrte 
Substitution 6 = 0’ +2, 0 =—o', daw und @ hiebei unver- 
andert bleiben, ineinander itibergehen. Kurven, fiir die es Punkte 
O in der Ebene gibt, die als Anfangspunkt genommen bewirken, 
daB @ sich in der Form (1*) darstellt, heiBen nach G. Halphen 
(Appendix au Traité de Géom. anal. (courbes planes) par Salmo n- 
Chemin, 2. éd., Paris 1903, p. 550) von der ersten Kategorie 
(in bezug auf die Punkte 0). Die Kissoide zweier Kurven I, I 
zerfallt, wenn beide Kurven von der ersten Kategorie in bezug auf 
den Pol sind. Wir bemerken, daf die Brennpunkte gerne als Pole 
auftreten, und erwihnen insbesondere folgenden Satz von Késtlin 
(Math.-nat. Mitt. Wiirtt. (2) 10, 38): Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, dap eine rationale Kurve beziiglich eines 
Punktes O ihrer Ebene von der ersten Kategorie ist, besteht darin, 
dap jeder ihrer Schnittpunkte mit dem Paare der durch O gehenden 
asotropen Geraden fiir eine gerade Anzahl von solchen Schnittpunkten 
2ahlt. 

Ist die eine der Kurven [, I’, etwa [’, ein Kreis mit dem Zen- 
trum in O, so nennt man die Kissoide der beiden Kurven I, [’ im 
speziellen eine (gewdhnliche) Konchoide. Natiirlich ist jede Kon- 
choide selbst beziiglich des Poles von der ersten Kategorie. Sie 
zerfallt, wenn [ von der ersten Kategorie in bezug auf O ist. 
Die konchoidale Konstruktion kann auch folgendermaBen kine- 
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matisch gefaft werden: In einer Ebene 4 ist eine Kurve [ und 
ein Punkt O fest gegeben. Hine zweite Ebene 4’, die sich mit 
A deckt, enthalt eine feste Gerade G mit einem aut G festen 
Punkt P. 4’ soll nun so auf 4 gleiten, da8B G immer durch 0 
geht, wihrend P auf [ zu bleiben gezwungen ist. Jeder Punkt 
Q von G beschreibt dann in 4 eine (gewéhnliche) Konchoide 
von [. Alle anderen Punkte von 4’ beschreiben Kurven, die man 
zweckmiBig schiefe Konchoiden von T in bezug auf O nennt: es 
ist PQ konstant und << OPQ konstant und von O bzw. w ver- 
_ schieden (de la Hire, Mem. Ac. sc. 1708 (Paris 1730), p. 32). 


§ 2. Evoluten und Evolventen. Algebraisch und rational 
rektifizierbare Kurven. Parallelkurven. 


Ein anderes Verfahren, aus einer gegebenen Kurve [ eine 
andere abzuleiten, besteht darin, da8 man in jedem Punkte von 
T die Normale zieht und auf ihr den Kriimmungsmittelpunkt C 
anmerkt. Der Ort E von C (die Hinhiillende der Normale) heift 
die Hvolute von [. Dieses Verfahren ist im allgemeinen ana- 
lytisch, geometrisch nur dann, wenn Normale und Kriimmungs- 
radius von [ (wie vor allem [ selbst) elementar konstruierbar 
sind. Allgemeiner giiltige Konstruktionen des Kriimmungsmittel- 
punktes hat Mehmke angegeben (Siidd. Bl. f. hih. Unterr.-Anst. 1, 
69 (1893) und Riv. di mat. 2, 65 (1892); man sehe auch d’Ocagne, 
Cours de géom. descript. et infinitésimale, Paris 1896, 279 f.). Die 
Evolute ist algebraisch, wenn I algebraisch ist. Hat [ die Ordnung 1 
und die Klasse v, sind ferner héhere Singularitaiten und spezielle 
Beziehungen zur unendlich fernen Geraden ausgeschlossen, so ist 
die Ordnung von E 3n-+ 7’, die Klasse » + 1, wor die Zahl 
der Wendepunkte bedeutet (vgl. Salmon-Fiedler Hoh. eb. K,, 
Ill. Kap. und Halphen, Paris Meém. div. sav. (2) 26 (1877) 
art. 5—7). Die Evolute und folglich auch alle sukzessiven Evo- 
luten sind mit der Grundkurve homofokal. Nennen wir C, den 
Kriimmungsmittelpunkt der Evolute im Punkte C, C, den der 
zweiten Evolute im Punkte C, und streben die Punkte C, C,, Cy, 
C,... einer Grenzlage P zu, so ist dieser Punkt P der namliche, 
mit welchem Punkte man auch auf [ beginnen midge (Timmer- 
manns, Mém. Soc. Lille 6 (1828/9)). 

Betrachtet man E als Grundkurve, so ist [ eine ihrer Evol- 
venten. Die Evolvente wird kinematisch definiert als Ort eines 
Punktes Q auf einer Geraden G, die ohne zu gleiten auf E ab- 
rollt. Jede Kurve hat demnach unendlich viele Evolventen, die 
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zueinander Parallelkurven sind. Die Evyolvente einer algebraischen 
Kurve ist aber nur dann algebraisch, wenn die Grundkurve E 
algebraisch rektifizierbar ist. So heiBt eine Kurve, deren Bogen 
eine algebraische Funktion der Koordinaten x,y seines Endpunktes 
ist, so daB eine algebraische Gleichung besteht 


(2) F(s, x, ¥)=0. 


Nun zeigte aber G. Humbert (J. de math. (4) 4, 133 (1888)), 
daB diese Gleichung sich in allen Fallen auf den zweiten Grad 
in s reduzieren li8t und man schlieBlich s in der Form darstellen 
kann 


(2*) s=6 R(x, VEE +f, 


wo c von der Wahl des Anfangspunktes der Bogenzihlung ab- 
hingt, Rt eine rationale Funktion bedeutet und 7, f, die partiellen 
Ableitungen der Funktion f sind, die, gleich Null gesetzt, die 
Kurve darstellt. 


Ist nun etwa auch /f,? + fa eine rationale Funktion von 
%, y, so ergibt sich s als rationale Funktion der Koordinaten des 
Endpunktes, und die Kuryen heiBen nach E. Laguerre (Bull. 
Soc. math. France 8, 196 (1880); Gawres II, 592 ff.) Richtungs- 
kurven. Dieser Name deutet an, daB sie als Enveloppen orien- 
tierter Geraden aufgefaBt werden kénnen. Alle Evolventen einer 
Richtungskurve sind wieder Richtungskurven, ebenso die Evoluten, 
wenn nicht die Grundkurve eine nicht zerfallene Parallelkurve 
ist. Die Parallelkurve einer Richtungskurve, und nur eimer solchen, 
zerfallt. 

Die allgemeine Form der Gleichung einer Richtungskurve 
in Pliickerschen Linienkoordinaten ist, wenn o? = u* + v? gesetat 
wird, 

(3) PO? (u, v) — B(u, v) =0. 

Wir sehen demnach, wenn wir diese Gleichung mit (1) vergleichen, 
dap die Polarreziproke einer Kurve erster Kategorie in bezug auf 
eimmen Kreis um den Pol eine Richtungskurve ist und umgekehrt. 
Denn die Bildung der Polarreziproken in bezug auf den (imaginiren) 
Kreis 2? + y?7 +10 ist mit der Substitution r =u, y=v 
identisch. 

Bei der oben erw&hnten Evolventenerzeugung der Parallel- — 
kurven ist die abrollende Gerade gemeinsame Normale aller durch — 
ibre Punkte erzeugten Kurven. Ist die Grundkurve algebraisch, — 
so sind es auch alle Parallelkurven. Sind » und » Ordnung und | 
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Klasse der Grundkurve, so ist die Ordnung der Parallelkurve, 
wenn besondere Beziehungen zu den Kreispunkten und der un- 
endlich fernen Geraden ausgeschlossen werden, gleich 2(n + 1), 
die Klasse 2v. Alle Parallelkurven sind homofokal. Fa8t man 
das Ziehen der Parallelkurve als Transformation auf, so heiBt 
diese Operation nach S. Lie Dilatation (Lie-Scheffers, Geom. 
d. Beriihrungstransformationen, Leipzig 1896). 


§ 3. Anallagmatische Kurven. FuSpunktskurven. 


Fiir uns von Wichtigkeit ist auch die zirkulare Inversion 
oder Transformation durch reziproke Radien (vgl. Kap. II). Hier- 
bei ist zunachst allgemein beachtenswert, daB infolge der 
Winkeltreue dieser Abbildungsmethode die Normalen in zwei 
entsprechenden Punkten P, P’ sich auf dem Mittellote yon 
PP’ treffen und daB die zu P, P’ gehérigen Kriimmungszentra 
in einer Geraden mit dem Pol der Transformation liegen. Man 
nennt anallagmatisch Kurven, die fiir einen oder mehrere Pole 
bei Anwendung zirkularer Inversion in sich tibergehen (Mou- 
tard, Nowy. Ann. math. (2) 3, 306 (1864)). Die Inversion ver- 
wandelt Richtungskurven immer wieder in Richtungskurven, 
Kurven erster Kategorie in ebensolche, wenn ein Kurvenpol als 
Transformationspol benutzt wird. Jedem Zweig der Grundkurve, 
der durchs Unendliche geht, entspricht bei der invertierten Kurve 
ein Zweig durch das Inversionszentrum 0. Den geradlinigen 
Asymptoten entsprechen dabei die Kriimmungskreise der Zweige 
in O (Laisant, Bull. Soc. math. France 28, 95 (1895)). 

Die Zusammensetzung der polaren mit der inversen Trans- 
formation in bezug auf denselben Kreis ergibt die Fufpumnkts- 
transformation. Genauer: Die inverse Kurve [’ zu der Polar- 
reziproken TT einer Kurve [ in bezug auf einen Kreis um den 
Punkt O ist die FuBpunktskurve von [ in bezug auf O, d. h. der 
Ort der FuBpunkte der von O auf die Tangenten von I gefillten 
Lote (vgl. Maclaurin, Phil. Trans. 1718/19). Die Normale der 
Fufpunktskurve V' halbiert den von O zwm Beriihrungspunkt der 
beziiglichen Tangente gehenden Radiusvektor der Grundkurve T. 
Wird I’ als Grundkurve betrachtet, so nennt man [ ihre negative 
Fufpunktskurve. Die Ordnung von [’ ist im allgemeinen doppelt 
so groB als die Klasse von Ff. Ist aber [’ von der Ordnung »’ 
und der Klasse v’, so ist die Ordnung von F im allgemeinen 
» + 2n’ und die Klasse 2n’. Gleich den Evoluten lassen sich 
auch sukzessive Fu8punktskurven, und zwar nach beiderlei Seiten 


444 Kapitel XXI. Besondere Erzeugungsarten ebener Kurven. 


bilden. So kann man, von einer Richtungskurve ausgehend, eine 
Folge von Fufpunktskurven herstellen, die abwechselnd Richtungs- 
kurven und Kurven erster Kategorie sind. Fir die Kriimmungs- 
radien von [ und TI in entsprechenden Punkten hat Mannheim 
die Beziehung aufgestellt (J. de math. (2) 11, 193 (1864)) 
1 
Cron ~ sin? pn? 

wo w der Winkel des Radiusvektors mit der Kurventangente von 
T (oder TT) ist. 

Nennt man Gegenfuppunktskurve die FuBpunktskurve der 
Evolute, so hat man den folgenden Satz: Die Differenz der F'ldchen- 
inhalte der Fufpunktskurve und Gegenfubpunktskurve emer ge- 
schlossenen, tiberall konvexen Kurve T in bezug auf einen im 
Innern gelegenen Punkt P ist gleich der Fliche von T (Catalan, 
Mém. Soc. Liége (2) 13, 230 (1886)). J. Steiner (J. f. Math. 
21, 33 (1840), Werke II, 97) nennt Kriimmungsschwerpunkt eines 
Kurvenbogens den Schwerpunkt der proportional ihrer Kriimmung 
mit Masse belegten Kurve und stellt die Sitze auf: Der Ort aller 
Punkte, fiir die die Flache der Fuppunktskurve emer geschlossenen 
konvexen Linie konstant ist, ist eim Kreis, dessen Zentrum der 
Kriimmungsschwerpunkt P, der Kurve ist, und: Die Fldche der 
Fuppunktskurve einer geschlossenen, konvexen Linie in bezug auf 
emen Punkt P ist gleich der Fldche der Fufpunktskurve in bezug 
auf P,, vermehrt um die Fldche des Halbkreises mit PP, als 
Radius (vgl. auch Ruo8, Diss., Erlangen 1891). 

Die Begriffe der FuBpunktskurve und der Evolute hat man 
dadureh verallgemeinert, da man den vorkommenden rechten 
Winkel durch einen beliebigen ersetzte. Die ersteren Kurven 
heiBen dann schiefe FuBpunktskurven, die letzteren Evolutoiden. 
Fiir die Evolutoiden hat schon Réaumur (Paris Mém. Ac. Se. 
1709) den Satz aufgestellt: Der Beriihrungspunkt einer unter 
festem Winkel die Kurve schneidenden Geraden mit ihrer Enve- 
loppe liegt im FuBpunkte des vom Kriimmungszentrum des zuge- 
hérigen Kurvenpunktes auf die Gerade gefdllten Lotes. 


§ 4. Kaustiken. Isoptische Linien. Kurven gleicher 
Potenz. 

Ist P ein Punkt der Ebene, der auch unendlich fern sein 
kann, F eine Kurve, die als Grenzlinie zweier optischen Medien 
betrachtet wird, und konstruieren wir zu jedem durch P gehenden 
Strahl den an [ reflektierten oder gebrochenen Strahl, so hiillen 
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diese reflektierten oder gebrochenen Strahlen eine Kurve ein, die 
im allgemeinen Kaustik heiBt, Katakaustik im Falle der Reflexion, 
Diakaustik im Falle der Brechung. Gergonne (Am. de math. 
15, 345 (1825)) stellte den Satz auf, da jede Katakaustik Evolute 
einer algebraischen Kurve C ist, die man nach Quetelet (Brus. 
Ac. Nowv, Mém. 5 (1829), Nr. 1) sekunddre Kaustik oder Antikaustik 
nennt. Da einer beliebigen Antikaustik eine beliebige Grundkurve 
entspricht und umgekehrt, die algebraisch rektifizierbaren Kurven 
aber mit den Evoluten aller algebraischen Kurven identisch sind, 
kann man sie auch als Katakaustiken algebraischer Kurven in 
bezug auf die im Endlichen liegenden Punkte P der Ebene definieren. 
Liegt aber P im Unendlichen, so ist die Antikaustik und daher 
auch die Katakaustik rational rektifizierbar, d. h, Richtungskurve. 
Nur wenn es eine Gerade gibt, die zur Richtung der einfallenden 
Strahlen senkrecht steht und man von allen Punkten dieser Geraden 
an die reflektierende Kurve zwei zueinander senkrechte Tangenten 
ziehen kann, ist die Antikaustik nicht Richtungskurve, die Kata- 
kaustik also nur algebraisch rektifizierbar. De 1’ Hospital (Ana- 
lyse des inf. petits, Paris 1815, p. 105) zeigte, daB die Antikaustik 
fiir Reflexion an einer Kurve T in bezug auf den gegebenen Punkt 
P zur FuBpunktskurve von V in bezug auf P homothetisch ist (mit 
dem VergréSerungsverhiltnis 2). Vel. dazu KeBler, Zeitschr. f. 
Math. Phy:. 23, 1878, 1; tiber Katakaustiken im allgemeinen 
E. Stiibler, Zeitschr. math. Unterr. 39, 121 (1908); Bibliographie 
der Kaustiken im Interméd. math. 2, 321 (1895); beztiglich der 
Pliickerschen Zahlen der Katakaustiken siehe die Diss. von 
G. F. Steiner (Lund 1896). 

Isoptische Kurve einer gegebenen nennt man den Ort aller 
Punkte, von denen aus sich zwei Tangenten unter einem gegebenen 
festen Winkel an die Kurve ziehen lassen. Ist der Winkel ein 
Rechter, so heiBt der Ort orthoptische Kurve (C. Taylor, Proc. 
R. 8. London 3% (1884)). Die letzteren Kurven hat als Ortho- 
gonale behandelt O. Zimmermann, J. f. Math. 126, 183 (1903) 
Die Pliickerschen Charakteristiken der isoptischen Kurven be- 
stimmte A. T. Ljungh (Diss., Lund 1895). 

Der Ort aller Punkte, die in bezug auf eine gegebene Kurve 
f(x, y) =0 gleiche Potenz # haben (Kap. XX, § 4), heiBt Kurve 
gleicher Potenz. Ihre Gleichung ist 


(1) f(a, 4) =e (c = const.). 


Die Kurve (4) hat mit der Grundkurve im Endlichen keinen 
Punkt gemein und schmiegt sich ihr, je kleiner c ist, desto enger 
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an, so zwar, daB alle Singularititen der Grundkurve in der Kurve 
gleicher Potenz im Pliickerschen Sinne aufgelést sind (vgl. 
H. Wieleitner, Aly. K. 8. 35). 


§ 5. Kinematische Gesichtspunkte. Rollkurven. 


Die kinematische Geometrie (A. Mannheim, Principes et 
développement de Géométrie cinématique, Paris 1894; A. Schén- 
flies, Geometrie der Bewegung, Leipzig 1886) unterscheidet 
sich nur dadurch von der Kinematik oder reinen Bewegungslehre 
(Burmester, Lehrb. der Kinematik, Leipzig 1886), daB von 
der Zeit abgesehen wird, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
also auBer Betracht bleiben. 

Die Bewegung einer Ebene in sich ist dann fixiert, 1. wenn 
die Trajektorien zweier festen Punkte, 2. wenn die Trajektorie eines 
Punktes und die Hinhtillende einer Kurve, 3. wenn die Ein- 
hiillenden zweier festen Kurven gegeben sind. 

Nun hat schon Cauchy (Exerc. de math. 2, 75 (1827)) an- 
gegeben, daB jede solche Bewegung einer Ebene in sich dadurch 
vermittelt werden kann, daB eine mit ihrer Ebene 4’ beweglich 
gedachte Kurve A, die bewegliche Polbahn, auf einer Kurve L 
in einer festen Ebene 4, der festen Polbahn, ohne zu gleiten 
abrollt. Die Bewegung ist also 4. auch durch die beiden Pol- 
bahnen definiert. Fiir eine so definierte Bewegung gelten folgende 
Satze: In jedem Augenblick der Bewegung gehen die Normalen der 
Bahnen aller Punkte durch denselben Punkt M, das sog. ,,. Momentan- 
zentrum oder den ,,.Momentanpol* (J oh. Bernoulli, Opera, Laus. 
1742, IV, 265). Der Ort aller Momentanzentren in der festen Ebene 
A ist die feste, in der beweglichen Ebene A’ die bewegliche Pol- 
bahn. Die beiden Polbahnen beriihren sich in jedem Augenblick 
im Momentanzentrum M. Falli man von M auf irgendeine feste 
Kurve T von 4‘ die Normalen, so sind deren FuBpunkte die momen- 
tanen Beriihrungspunkte von T mit chrer Enveloppe. 

Durch die Auffassung jeder Bewegung als Abrollen zweier 
Kurven wird man dahin gefiihrt, die Ebenen 4’ und 4 als gleich- 
berechtigt anzusehen, so daB es nur auf die Betrachtungsweise 
ankommt, ob die eine Ebene fest und die andere beweglich ist 
oder umgekehrt. Man nennt dann die eine Bewegung die direkte 
oder urspriingliche, die andere die wmgekehrte. Die Wichtigkeit 
dieser Hinsicht erkannte zuerst Aronhold (Verh. Verein Forderung 
Gewerbfl. PreugBen 51, 129 (1872)). Die Kurven, die speziell 
nach der Festlegung (1) erzeugt werden, haben den Namen Gleit- 
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kurven (Gilissetten) erhalten. Die nach (4) erzeugten heiBen Roll- 
kurven oder Rouletten. Die letzteren bilden aber nur insofern eine 
Familie, als manchen Kurven besonders einfache Polkurven zu- 
kommen. Im allgemeinen kann jede Kurve, sogar wenn eine Pol- 
bahn vorgegeben ist, als Rollkurve erzeugt werden. 

Sei Jf der momentane Beriihrungspunkt der beiden Pol- 
kurven L und A, T ihre gemeinschaftliche Tangente, #, und &, 
die Kriimmungsradien der Polkurven in M, C, und C, die zu- 
gehérigen Kriimmungszentren, P ein fester Punkt der beweglichen 
Ebene (A), & der Kriimmungsradius seiner Trajektorie, C der 
Kriimmungsmittelpunkt, 9 = MP, < PMT = @, so besteht die 
Savarysche Formel 


1 1 1 1 1 

©) Ro Ta bm) oma 
die schon Euler bekannt war, aber erst von F. Savary (Journ. 
de math. (1) 10, 204 (1845)) zu folgender eleganten Konstruk- 
tion des Kriimmungszentrums C der Trajektorie benutzt wurde: 
Man ziehe PM und in M das Lot zu PM, schneide dieses in A 
durch PC,, dann treffen sich C,A und PM in C. 

Hieraus folgt zunicht die vollstindige Reziprozitit der Punkte 
P und C und somit der beiden Ebenen (L) und (A). D.h. ist C 
der Kriimmungsmittelpunkt der Trajektorie von P bei direkter Be- 
wegung, so ist P der Kriimmungsmittelpunkt der Trajektorie von 
C fiir die wmgekehrte Bewegung. Insbesondere ergibt sich, dap m 
jedem Momente die Punkte der Ebene (A), deren Kriimmungs- 
zentren unendlich fern sind, die sich also nm einem Wendepunkte 
ihrer Bahn befinden, auf cinem Kreise W liegen, der T in M be- 
riihrt und in bezug auf C, zum Kreis tiber MC, als Durchmesser 
homothetisch liegt, dem sog. Wendekreise (de la Hire, Hist. 
Ac., Paris 1706, 340; Bresse, J. Ee. Polyt. 35, 89 (1853)). 
Dieser hat demnach einen Durchmesser d, fiir den die Gleichung 


besteht 
pear ee: AA 
are th oRe oder d= Ry + 8, 

Alle Wendetangenten laufen in jedem Moment durch den 
entgegengesetzten Scheitel von W, den sog. Wendepol. Ent- 
sprechend gibt es einen zu W in bezug auf T symmetrisch liegen- 
den Kreis R, der dasselbe fiir die umgekehrte Bewegung leistet. 
Auf dem Kreise R liegen bei der direkten Bewegung sowohl die 
Kriimmungsmittelpunkte fiir die Trajektorien der unendlich ent- 
fernten Punkte der Ebene (A) als auch die Spitzen der Enveloppen, 
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die durch Gerade der Ebene (A) in eimem gegebenen Moment be- 
schrieben werden. Alle Spitzentangenten laufen durch den M ent- 
gegengesetzten Scheitel von R. Der Kreis heiBt Riickkehrkreis. 
Wendekreis und Riickkehrkreis werden zusammen de la Hiresche 
Kreise genannt. 

Die momentanen Beriihrungspunkte B einer Kurve U in der 
Ebene (A) mit ihrer Enveloppe erhilt man, wie oben schon er- 
wibnt, indem man von M auf U die Normalen MP fallt. Sind 
dann C,, &,, Krimmungsmittelpunkt und -radius fiir U in P, so 
kann man zur Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes der 
Enveloppe von U (des Ortes von P) C,, statt P benutzen. In der 
Savaryschen Formel ist dann nur 1/(e — &,) statt 1/o zu setzen. 
Die Kriimmungsmittelpunkte der Enveloppen aller Geraden der 
Ebene (A) liegen also in einem gegebenen Moment auf dem Riick- 
kehrkreis R. Der Ort der Scheitel, d. h. der Punkte, in denen 
der Kriimmungskreis die Bahnkurve vierpunktig beriihrt, ist eine 
zirkulare cs, F, die Fokale (Fokalkurve) heiBt und von Bur- 
mester (Zivilingenieur (2) 22, 598 (1876)) zuerst aufgestellt 
wurde. Der Ort der zugehérigen Kriimmungsmittelpunkte ist 
eine ¢, F’ der gleichen Art. Fiir die umgekehrte Bewegung 
vertauschen sich F und F’. Die Fokale ist dadurch vor anderen 
zirkularen Kurven 38. Ordnung ausgezeichnet, da ihr auBer- 
ordentlicher Brennpunkt auf ihr liegt (vgl. S. 465). 


§ 6. Natiirliche Koordinaten. Methode der Koordinaten- 
verwandlung. 


Schon K. Chr. Fr. Krause (Novae Theoriae linearum cur- 
varum etc. Miinchen 1835) und A. Peters (Newe Kurvenlehre, 
Dresden 1838) machten den Versuch, solche Gréfen als Koordi- 
naten einzufiihren, die der Kurve selbst eigentiimlich sind und 
nicht von der willktirlichen Annahme eines Bezugssystems abhingen. 
Derartige Koordinaten wurden spiter intrinseke oder matiirliche 
genannt (W. Whewell, Zrans. Cambr. Phil. Soc. 8, 659 (1849) 
Anm.; Aoust, Amal. infinit. des Courbes planes, Paris 1873; 
vgl. den Bericht iiber d. gegenw. Stand der Lehre v. d. natiirl. Kocrdi- 
naten von E. Wélffing, Bibl. math. (3) 1, 142 (1900)). Erst 
S. Lie aber stellte fest, da8 solche natiirliche Koordinaten nichts 
anderes sein kénnen als die Differentialinvarianten, die zur drei- 
ghedrigen Gruppe der infinitesimalen Bewegungen in der Ebene 
gehéren. Diese Differentialinvarianten lassen sich alle aus einer 
von ihnen, dem Kriimmungsradius # oder dessen reziprokem 
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Wert, dem Kriimmungsma8 & durch Differentiation nach dem 
Tangentialwinkel t, den die Tangente mit einer festen Richtung 
bildet, oder, da ds = dr ist, nach dem Bogen s ableiten (s. u. a. 
die Kinfiihrung in die Theorie der Curven von G. Scheffers, 
Leipzig 1901, S. 42—55). Eine Gleichung zwischen zwei dieser 
Differentialinvarianten charakterisiert die Kurve vollstindig. Man 
kann sie z. B. in der Form annehmen 


(1) = (&). 


Sie kann aus der kartesischen oder Polargleichung der Kurve 
abgeleitet werden, indem man & und d&/ds in Funktion einer 
der Koordinaten (etwa » oder 0) ausdriickt und diese Koordinate 
dann eliminiert. Umgekehrt ist (1) immer eine gewdhnliche 
Differentialgleichung 3. Ordnung in x, y, deren Lisung, da ihre 
zugehérige Gruppe bekannt ist, durch Quadraturen geleistet 
werden kann (vgl. Lie-Scheffers, Differential - Gleichungen 
mit bekannten infinitesimalen Transformationen, Leipzig 1891, 
S. 562). Man erhalt zunachst durch einmalige Integration aus (1) 


(2) A= f(s), 

d. i. eine Beziehung zwischen Kriimmungsradius und Bogen, die 
man (vgl. Cesaro-Kowalewski, Vorlesungen wber natiirliche 
Geometrie, Leipzig 1901) als natiirliche Gleichung der Kurve 
bezeichnet. Sie enthalt zwar gegentiber (1) eine Integrations- 


konstante, die von dem Anfangspunkt der Bogenmessung abhingt, 
ist aber sonst bequemer zu handhaben. Weiter ergibt sich aus (2) 


(3) =f 4%, 


so daB in (2) statt s oder # auch + eingefiihri werden kann. Da 


(4) dx —=dscost, dy =dssint, 

erhilt man die Parameterdarstellung in rechtwinkligen Koordinaten 
(5) x =f cost ds, y =| sint ds, 

oder 


(5*) x= {Ri cose dr, y = [Rsine de. 


Wir schlieBen hieran die Behandlung der Evoluten und &hn- 
licher abgeleiteten Kurven in natiirlichen Koordinaten. Sind 
Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl, 29 


450 Kapitel XXI. Besondere Erzeugungsarten ebener Kurven. 


&, 8,1 die Elemente der Grundkurve, &,, s,, 7, die der Evolute, 
so hat man die Beziehungen 
AR dR 


(6) eel al hae Fe Ss =—= 


Hierbei ist s, von einem Punkte aus gezihlt, in dem die Grundkurve 
eine Spitze hat. In (6) ist natiirlich auch die Darstellung der 
Evolvente enthalten (r, =1++ 42). Nennt man &,s, die Ele- 
mente der *" Evolute, so hat man 
AR 


n—-1 
ee, 5, =. 


= dK d 
(7) Rh, =A dG =& 


n—1° 


Sind &,, s, die Elemente einer zugehérigen Evolutoide, < der 
Winkel, den ihre Erzeugenden mit den beziiglichen Kurvennormalen 
bilden, so hat man nach Habich (Les Mondes 19, 33 (1869)) 


RK 
A,=Asine aes COS é, 
(8) 
S,= Ssine +f aReos «. 


Bezeichnen &’, s’ die Elemente einer Parallelkurve, 1 den Abstand 
der Kurven, so bestehen die Beziehungen 


(9) A=R4+1, vs=stis, 
wo es nattirlich noch auf das Vorzeichen von 7 ankommt und 


t,= 7 ist. Haufig ist auch folgende Darstellung von Nutzen. 
Man bringt die Grundgleichung auf die Form 


(10) s=[ (Hag, 


dann ist die Gleichung der Parallelkurve = 


; R fH —1) aK 
a : ~f ae ren) 


Ersetzt man nun in der natiirlichen Gleichung f(&, s)== 0 
einer Kurve [ die Koordinaten s, & durch die kartesischen a, y, 
so ergibt sich eine neue Kurve [’, welche man die Mannheim- 
sche Kurve von [ nennt. A. Mannheim bestimmte nimlich diesen 
Ort zuerst fiir verschiedene spezielle Kurven auf kinematisch-geo- 
metrischem Wege (J. de math. (2) 4, 93 (1859); Géom. ciném. 
p- 500ff.). Es ist in der Tat einleuchtend, dag [’ als Ort des 
jeweiligen zum Bertihrungspunkt gehirigen Kriimmungsmittelpunktes 
entsteht, wenn T auf der a-Achse rolit. 
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LaBt man [ auf einem Kreise vom Radius r rollen, so hat 
man nur & =e —r, s=rO wu setzen, um die Gleichung der 
sog. veraligemeinerten Mannheimschen Kurve TV” von T in Polar- 
koordinaten zu erhalten (Wieleitner, Math.-nat. Mitt. Wiirttemb. 
(2) 9, 1—9 (1907); Ernst, Monatsh. f. Math. 18, 315 (1907)). 
Wir kénnen also sagen: Die verallgemeinerte Mannheimsche 
Kurve einer Kurve mit der Gleichung f(&, s) = 0 ist eine Konchoide 
mit dem Zwischenstiick r der Kurve f{(o, r8)=0. Machen wir 
letztere Kurve zum Normalschnitt einer allgemeinen Schraubenjldche, 
so wird die Kurve f(x,y) =0 thr Meridianschnitt (Duporegq, 
DL’ Interméd. math. 8, 313 (1901)). Damit ist fiir die Vertauschung 
der kartesischen mit Polarkoordinaten eine direkte geometrische 
Grundlage gegeben. Im Zusammenhang mit dem vorigen kann 
man noch sagen: Die veraligemcinerte Mannheimsche Kurre T” 
und die Mannheimsche Kurve ’ einer Kurve V sind gleichzeitig 
Normalschnitt und Meridianschnitt derselben Schraubenfldche. 

Man kann nun auch die natiirliche Gleichung einer Kurve [ 
in der Form & = f(z) annehmen und sie in Polarkoordinaten 
deuten, indem man #=—o, += @ setzt, d.h. geometrisch ge- 
sprochen die Kriimmungsradien von T an einen festen Punkt als 
Vektoren gleicher Linge und Richtung antrigt. Die neue Kurve 
[, heiBt dann Radiale der gegebenen (Tucker, Proc. Lond. math. 
Soc. 1 (1865) Nr.V). Die Ordnung der Radiale einer algebraischen 
Kurve ist im allgemeinen gleich der dreifachen Ordnung der 
Grundkurve [, vermehrt um die Zahl der Wendepunkte von J, 
also von derselben Ordnung, wie die Evolute von F (Loria, Rend. 
Circ. mat. Palermo 16, 46 (1902); Period. di mat. (2) 4, 30 
(1901)). Die Radiale irgendeiner Kurve U ist die Kissoide der Fup- 
punktskurve von T und der FuBpunktskurve der zweiten Evolute 
von T im bezug auf_einen belicbigen Pol. Ferner erhalt man 
mittels des in § 3 angegebenen Satzes tiber FuSpunktskurven den 
Satz: Die Fldche der Radiale einer im Endlichen geschlossenen 
Kurve ohne Wendepunkt ist gleich der Differenz aus den Fldchen 
der Kurve und ihrer Evolute (P. Ernst, Arch. Math. (3) 14, 
94 (1908)). DaB die Flache der Mannheimschen Kurve einer 
Grundkurve [ doppelt so gro8 ist wie die entsprechende Flache 
der Radiale von [, wihrend die entsprechenden Bogen beider ab- 
geleiteten Kurven gleich lang sind, hat Mannheim selbst be- 
wiesen (Géom. cin. p. 501). Es ist ferner bemerkenswert, daf die 
Radiale einer Richtungskurve von der ersten Kategorie beziiglich 
des Poles ist (Késtlin, Diss., Tiibingen 1907, S. 27). Weitere 
Beziehungen bei Santangelo, Palermo Rend. 29 (1910). 

29% 


452 Kapitel XXI, Besondere Erzeugungsarten ebener Kurven. 


Auch die dritte Form der natiirlichen Gleichung einer Kurve T 
s = f(r) kann einer sehr bemerkenswerten Umdeutung unter- 
zogen werden, die von Késtlin a. a. O. gegeben wurde. Man 
nennt ,,axiale Linienkoordinaten“ die GréBen w und p in der 
Gleichung einer Geraden, wenn diese in der Form 

ctytgg—w=0 

geschrieben wird (Salmon-Fiedler, Hoh. cb. K., Nr. 13, 69 usw.). 
Setzt man nun in der natiirlichen Gleichung von T s=w,t=g, 
so ergibt sich eine Kurve I’ in Linienkoordinaten, die man Arkwide 
von T nennt. Man kann sie aus [ durch folgende Konstruktion 
gewinnen: Auf der Tangente von I, fiir die tr = O ist, trage man 
von einem beliebigen Anfangspunkte O aus die Strecken OQ =w=s 
auf und ziehe durch Q jedesmal die Parallele zu der dem End- 
punkt des Bogens s auf [ entsprechenden Kurvennormale. Die 
Enveloppe dieser Parallelen ist [’. Die Arkuiden stehen in inter- 
essanter Beziehung zu den algebraisch rektifizierbaren Kurven. 

Die Bedingung, daB die Arkuide [’ von [ algebraisch wird, 
ist die, daB fiir [ eine in s und tgr rationale Gleichung besteht. 
Ist nun insbesondere [ eine algebraische Kurve, so ist [ nur dann 
auch algebraisch, wenn [ selbst algebraisch rektifizierbar, also 
Evolute einer algebraischen Kurve ist. [’ ist dann ebenfalls 
algebraisch rektifizierbar. Allgemeiner hat man den Satz: Ge- 
miigt T einer Differentialgleichung 1. Ordnung Diy, y’)=0, ma 
welcher Gattung aufer allen algebraischen auch viele transzendente 
Kurven gehéren, so ist die Arkuide [’ eine algebraisch rektifizier- 
bare Kurve derselben Art. Die algebraisch rektifizierbaren Ar- 
kuiden der algebraischen Kurven sind aber noch durch eine be- 
sondere Higenschaft ausgezeichnet: Dreht man néimlich jede ihrer 
Tangenten um ihren Schnittpunkt mit der Achse wm denselben 
Winkel, so ist die Einhiillende der gedrehten Geraden wieder eine 
Kurve derselben Art. Man sagt, die Kurve habe die Gerade als 
Rektifikationsachse. Fiir die Radialen algebraischer Kurven gilt 
der Satz: Trdgt man auf einer beliebigen Geraden G durch den 
Pol O der Radiale einer beliebigen algebraischen Kurve jedesmal 
eme Strecke OQ ab gleich dem Radiusvektor OP der Radiale und 
fallt die Gerade T durch Q senkrecht zu OP, so hiillt T eine alge- 
braische und algebraisch rektifizierbare Kurve mit G als Rekti- 
fikationsachse ein. 


Kapitel XXII. 


Metrisch spezialisierte ebene Kurven. 


Von H. Wieleitner in Pirmasens. 


§ 1. Besondere rationale Kurven dritter Ordnung. 


Von speziellen ebenen Kurven iiberhaupt handeln die Werke: 
Loria, Spez. alg. uw. transz. ebene K., Leipzig 1902; Teixeira, 
Tratado de las curvas espec. notables, Madrid 1905, franz. Ubers. 
Traité d. courbes spéc. remarquables, t. 1 Coimbre 1908, t. II 1909; 
Wieleitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig 1908. 

Bildet man die Kissoide zweier (reellen oder imaginaren) 
Geraden G und G’ in bezug auf einen Punkt P durch Addition 
der Radienvektoren, so entsteht ein Kegelschnitt E (Hyperbel oder 
Ellipse), der G und G’ zu Asymptoten hat und durch P geht. 
Die Kissoide dreier Geraden G, G’ und [, oder eines Kegel- 
schnittes E und einer Geraden [, ist eine rationale c, mit G, G’ 
und F als Asymptoten und P als Doppelpunkt (vgl. G. Stiner, 
Monatsh. Math. 4, 100 (1893)). Soll die c, die unendlichferne 
Gerade einfach beriihren, so muB E eine Parabel sein. Rationale 
Kurven 3. Ordnung mit unendlich fernem Doppelpunkt oder un- 
endlich ferner Wendetangente sind von der kissoidalen Erzeugung 
ausgeschlossen. Sind G, G’, [ drei reelle Gerade, die ein gleich- 
seitiges Dreieck bilden, so ist ihre Kissoide in bezug auf den 
Mittelpunkt O des Dreiecks, die sog. Trisektrix von de Longchamps, 
die in O einen isolierten Punkt hat. Sie kann auch auf folgende 
Weise erzeugt werden: Auf einem Kreis um O vom Radius r laufen 
zwei Punkte Q, Q’ von A aus nach entgegengesetzten Richtungen 
mit Geschwindigkeiten, die sich wie 2:1 verhalten. Der Schnitt- 
punkt P der beiden Tangenten in entsprechenden Punkten Q, Q 
beschreibt die Trisektrix. Ihre Gleichung in Polarkoordinaten 0, 0 
ist (vgl. de Longchamps, Cowrs de Problémes, Paris 1898, Vol. I, 
p. 174) 

(1) ocos30=—,r. 
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Ahnlich kann man auch das Descartessche Blatt (Folium 
Cartesii), dessen Gleichung gewdhnlich in der schon von Des- 
cartes (1638) gegebenen Form geschrieben wird 
(2) a + y= 3 any, 
als Kissoide aus einer Ellipse und einer Geraden konstruieren. 
Die Flaiche des Blattes ist gleich der Fliche zwischen den unend- 
lichen Asten und der Asymptote, nimlich 
3a. Ist A ein Punkt auf der Tangente 
des Scheitels S (vgl. Fig. 1), O der Knoten, 
SA = SA’, so ist der Schnittpunkt P 
von OA mit der Kurve der vierte harmo- 
nische Punkt zu O und A’ in bezug auf A. 
Hienach kann die Kurve konstruiert werden. 

Sind bei der kissoidalen Erzeugung 
einer rationalen c, aus drei Geraden G, G’, 
[ die Geraden G, G’ isotrop, die Ellipse E 
also ein Kreis K durch den Pol D, so ent- 
steht eine zirkulare c, mit Doppelpunkt 
in D. Der Schnittpunkt B von G und G’,, 
d. i. der Mittelpunkt von K, ist auBerordentlicher Brennpunkt der 
Kurve. Jede solche rationale zirkulare c, ist Inverse eines durch D 
gehenden Kegelschnittes A in bezug auf einen Kreis K’ 
um D und Fuppunktskurve einer Parabel P, die zu 
A in beeug auf K polarreziprok ist. Die Asym- 
ptotenrichtungen von A geben die Richtungen der 
Tangenten des Doppelpunktes in D. Bildet man 
die Kissoide aus K und [ durch Subtraktion von 
dem dann auf K liegenden Punkte D aus, so sind 
die beiden Geraden, die aus D nach den gemein- 
samen Punkten von K und [ gehen, die Doppel- 
punktstangenten in D. Hs lassen sich folgende 
Hauptlagen unterscheiden. 

I. T geht durch den Mittelpunkt von K. Die 
Tangenten in D sind zueinander senkrecht, B liegt 
auf der Kurve (Fig. 2). Die c, heiBt (schiefe) 
Strophoide (focale & neeud). Sie ist FuBpunkts- 
kurve einer Parabel fiir einen Punkt der Direktrix. 
os Von A. Quetelet (Diss., Gent 1819) wurde sie 
definiert als Ort der Brennpunkte aller Schnitte eines Kreiskegels, 
deren E’benen ein Biischel bilden, dessen Achse den Kegel beriihrt und 
im Beriithrungspunkt zur betreffenden Erzeugenden senkrecht steht. 


Fig. 1. 
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Hieraus flieBt folgende ebene Konstruktion: Gegeben cin fester Winkel 
BDE; man mache auf jedem Strahl durch B, der den Schenkel 
DE in N schneidct, NA = NA’ = ND, so beschreiben die Punkte 
A, A’ die Strophoide. Die Strophoide ist ferner der Ort der Schnitt- 
punkte der Tangenten, die von zwei festen Punkten aus an konzen- 
trische Kreise gehen (van Rees, Corr. math. 5, 361 (1829)), und 
sie ist der Ort der Beriihrungspunkte der Tangenten, die von einem 
beliebig gegebenen Punkte aus an konfokale Kegelschnitte gezogen 
werden kimnen (Chasles, Bull. Ac. Brux. 2, 35 (1835)). In 
bezug auf den auBerordentlichen Brennpunkt B ist die Strophoide 
von der ersten Kategorie (s. Kap. XXI, § 1). 

Wahlt man D so, daB die Strophoide symmetrisch wird, 
so heiBt sie gerade Strophoide oder nach J. Booth Logozyklika 
(A Treatise on some new geom. Methods 1, London 1873; vel. 
8. Giinther, Parabol. Logarithmen und parabol. Trigonometrie, 
Leipzig 1882). An Stelle des Kegels in der Queteletschen Er- 
zeugung tritt ein Kreiszylinder. Die Gleichung der geraden Stro- 
phoide lautet 


(3) a(x? + y) = a(y? — 2). 


oder in Polarkoordinaten, fiir die der Scheitel der Pol ist und 
die Scheiteltangente Polarachse, 
(3*) go = atgt. 
Die Flache ihrer Schleife ist 2a?— 4a?x; die Fliche zwischen 
den unendlichen Asten und der Asymptote 207+ 4a? x. 

II. Wenn f den Kreis K beriihrt, so hat die erzeugte c, in 
D eine Spitze. Man heiBt sie bei beliebiger Lage von D schiefe 
Kissoide. Liegt D dem Berithrungspunkt von [ diametral gegen- 
tiber, so ergibt sich die symmetrische Form, die schon im Alter- 
tum zur Lésung des delischen Problems der Wiirfelverdoppelung 
aufgestellte Kissoide des Diokles (zw. 250 und 100 v. Chr.). 
Die (schiefen) Kissoiden sind Fuppunktskurven von Parabeln fiir 
Punkte der Scheiteltangente. Bildet man die Kissoide durch Sub- 
traktion der Radienvektoren aus der Kissoide des Diokles und 
ihrem erzeugenden Kreis, so erhalt man eine gerade Strophoide. 
Die Gleichung der Kissoide des Diokles lautet: 


(4) a(x + y?) = Qay’. 


Die Fliche zwischen Kurve und Asymptote ist 3a’, d. h. das 
Dreifache des Grundkreises (Huygens 1658). Die Differenz d 
zwischen der Gesamtlinge der Kissoide des Diokles und der 
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Asymptote ist eine endliche GréBe (P. FuB, Meém. Pet. (5) 9, 
184 (1824)) 
(5) — 40{ VSlog(2 + V3)—2)- 

Ill. Halbiert [ den zu D gehdrigen Radius von K senkrecht, 
so entsteht eine symmetrische c,, die Trisektrix des Maclaurin 
heiBt (Geom. organica, London 1720, 23). Ihre kartesische Glei- 
chung ist 
(6) 20(a° + y®) = a(3a*— y?). 


Durch die affine Transformation « = &//3, y = 4 geht aus ihr 
das Descartessche Blatt hervor. Ihre Polargleichung, bezogen 
auf den auBerordeutlichen Brennpunkt 5, lautet 


(7) ocos+ 6 = ta. 


Die Kurve ist FuBpunktskurve emer Parabel im bezeug auf den 
Punkt der Achse, der von der Direktrix denselben Abstand hat wie 
der Brennpunkt. 

Im Anschlusse hieran seien noch zwei andere Typen ratio- 
naler Kurven 3. Ordnung aufgefiihrt, die von der kissoidalen Er- 
zeugung ausgeschlossen sind. Die eine hat 
eine unendlich ferne Wendetangente; sie ist 
die negative FuBpunktskurve einer Parabel 
im bezeug auf den Brennpunkt und heiBt 
nach R. C. Archibald (Diss., StraBburg 
1900) Zschirnhausens Kubik. Sie ist 
nach Laguerre (Nowv. Ann. math. (3) 2, 
16 (1883) = Gewores II, 645) auch die 
Katakaustik emer Parabel fiir Parallel- 
strahlenbiischel beliebiger Richtung. Thre Gleichung ist 


(8) x + a(x?— 3y")=0 

oder in Polarkoordinaten fiir einen Pol F’, der die Strecke vom 
Scheitel der Kurve bis zum Knoten im Verhiltnis 1:8 teilt (vgl. 
Bien). 

(9) oe cos? 40 = — ta. 


Die Fliche ihrer Schleife ist § a?/3. 

Der zweite Typus hat einen unendlich fernen isolierten 
Punkt (in der Richtung der x-Achse); man leitet ihn aus einem 
Kreise K und einer Geraden G auf folgende Weise ab. Bs sei 
OB = b ein zu G senkrechter Durchmesser von K, so ziehe man 
beliebig durch O eine Gerade, die G und K in R und Q schneide, 


Fig. 3. 
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und bestimme einen Punkt P, fir den RP||OB und QP|G, so 
beschreibt P eine symmetrische c, mit der Gleichung 


(10) ry? = a*(b— x). 


Die Flache zwischen Kurve und Asymptote ist aba (vgl. 
Wieleitner, Mish. f. Math. 18, 132 (1907)). Fir a=b ent- 
steht die sog. Versiera der Agnesi (Instituzioni analit., Mai- 
land 1748), deren Benennung aber schon von G. Grandi (1718) 
herriihrt, und fiir @ = 4b die zur Versiera affine Geometrische 
Quadratria von Ozanam (Géom. pratique, Paris 1684). 


§ 2. Rationale Kurven vierter Ordnung, vorzugsweise als 
Kissoiden und Konchoiden. 


Die Kissoide zweier Kreise K, K’ fiir einen Pol D auf einem 
der Kreise ist eine bizirkulare c, mit Doppelpunkt in D. Jede 
solche rationale, bizirkulare c, ist Inverse eines durch den Pol D 
nicht hindurchgehenden Kegelschnittes E und daher Fufpunkts- 
kurve eines Mittelpunktkegelschnittes E’, der zw E polarreziprok 
ist mm bezug auf den Inversionskreis. Fiir eine beliebige Kurve 
dieser Art existieren vier Kreispaare, die zur kissoidalen Erzeugung 
benutzt werden kénnen; zwei von ihnen sind imaginir (Teixeira, 
Ann. di mat. (3) 11, 9 (1905)). Als isotrope Kurve hat jede 
rationale bizirkulare c, im gewéhnlichen Sinne eine Potenz in 
bezug auf jeden Punkt der Ebene (vgl. Kap. XX, § 4). 

Die Fliche der Fu8punktskurve eines Mittelpunktkegei- 
schnittes mit der Gleichung «x?/a* + y?/b? = 1 hat, wenn der Pol 
die Koordinaten a, 8 hat, den Wert 


(1) Fe = $n(a?+ b+ a + 6°), 
aan 
(2) Fy= Vat pe 


wo (1) ftir die Ellipse, (2) fiir die Hyperbel gilt. Die Flache 
ist eine eigentliche, solange der Pol nicht im AuBeren des Kegel- 
schnittes liegt (vgl. Wieleitner, Porto Ann. Ac. Polyt. 2, 180 
(1907); Spez. Kurven, 8. 10). 

Liegt der Mittelpunkt des zweiten Kreises K’ in dem Gegen- 
punkt des Punktes D auf dem ersten Kreise, so wird die erzeugte 
Kurve doppelt symmetrisch und ist Fu8punktskurve einer Ellipse 
oder Hyperbel in bezug auf den Mittelpunkt. Sie heiBt Booth- 
sche Lemmiskate (s. d. oben zitierte Werk, S. 162 ff.) und hat im 
Mittelpunkt einen isolierten oder reellen Inflexionsknoten. Jede 
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Boothsche Lemniskate kann auch als Selbstkissoide durch Sub- 
traktion der Radienvektoren eines einzigen Kreises erzeugt werden. 
Ihre Gleichung ist, wenn a, b (baw. a, bi) die Halbachsen des zu- 
gehérigen Kegelschnittes sind, 


(3) (Cx aE yy? — a? a? + b?y?. 
Ist der Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel, so entsteht die 


Bernoullische Lemniskate (Jak. Bernoulli, Act. Erud., Leipzig, 
September 1694). Deren Gleichung lautet 


(4) (a Lie y= a? (a? ms y’) 
oder in Polarkoordinaten 
(5) 0 = aVcos 26. 


Die vier au8erordentlichen Brennpunkte jeder Boothschen Lemnis- 
kate liegen auf den Achsen in der halben Entfernung der Brenn- 
punkte des Grundkegelschnittes. Verbinden wir die zwei reellen 
unter den vier Brennpunkten MZ, M, mit einem Punkte P der 
Kurve, und ist O der Mittelpunkt, so gilt die Beziehung 


(6) MP’. M, P= OM +4(a? +02) OP’. 


Fir die Bernoullische Lemniskate ist a? — b? = 0, und man er- 
halt die bekannteste Eigenschaft dieser Kurve 


(7) MP-M,P=OM". 


Die Flache einer Boothschen Lemniskate ist im elliptischen Falle 
4(a*+ b*), im hyperbolischen Falle hat jede Schleife die Flache 
4(a?+ab—6"), bei der Bernoullischen Lemniskate 4a’. 

Die Bernoullische Lemniskate hat auch in den Kreispunkten 
Inflexionsknoten. Unterwirft man sie irgendeiner (reellen oder 
imaginiiren) projektiven Transformation, so entsteht die schon auf 
S. 424 behandelte projektive Lemniskate. 

Spezialfille der dort gegebenen Erzeugung sind die folgen- 
den: Durch die Schnittpunkte irgendeiner Tangente eines Kegel- 
schnittes mit den Achsen ziehe man die Parallelen zu den Achsen. 
Der Schnittpunkt P dieser beiden Parallelen beschreibt eine Kreuz- 
kurve, wenn der Kegelschnitt eine Ellipse, eine Kohlensvitzen- 
kurve, wenn er eine Hyperbel ist. Ihre Gleichungen sind 


(8) ery? = azy? + b? x. 


Sie sind die Polarreziproken zu den beztiglichen Evoluten der 
Kegelschnitte in bezug auf diese selbst. 
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Die gewéhnliche Konchoide einer Geraden [ (s. Kap. XXI, 
§ 1) ist eine rationale c, und heiBt Konchoide des Nikomedes 
(aw. 250 und 150 v. Chr.). Sie hat in bezug auf den Pol die 
Polargleichung, wo a der Abstand des Poles von I ist, 


a 
©) e= sing ths 


wihrend ihre kartesische Gleichung, bezogen auf F als x-Achse 
und eine durch den Pol gehende y-Achse, lautet 


(10) a?y? = (y + a)?(1? — y?). 


Im Pole ist ein Knoten, eine Spitze oder ein isolierter Punkt, 
je nachdem 1/>, =, <a. Die Gerade [ ist Tangente des un- 
endlich fernen Berithrungsknotens. Wird / an den Radiusvektor 
der Geraden [ unter dem Winkel 45° angetragen, so erhilt man 
die von Diirer in anderer Weise erzeugte und von ihm Muschel- 
linie genannte Kurve ( Underweysung d. Messung m. d. Zirckel usw., 
Niirnberg 1525; vgl. H. Wieleitner, Sitzgsber. Ak. Wien 
116, Abt. Ila, 1267 (1907)). Die in Rede stehende Konchoiden- 
konstruktion kann ersetzt werden durch das Abrollen einer be- 
stimmten rationalen c, auf einer festen Parabel. Diese c, ist 
wahrscheinlich die von Eudoxus (408—355 v. Chr.) als Kam- 
pyla bezeichnete Kurve. Sie hat einen isolierten Punkt im An- 
fangspunkt und einen Beriihrungsknoten im unendlich fernen 
Punkte der x-Achse, fiir den die unendlich ferne Gerade Tangente 
ist. Ihre Gleichung lautet 


(11) y* = a? (a? + y*). 
Sie kann als Selbstkissoide einer Parabel durch Subtraktion der 


Radienvektoren des Brennpunktes erzeugt werden. Ihre Inverse 
hat die Polargleichung 

(12) @ = asin’ 0, 

Diese ist eine isotrope ¢, und heiBt nach F. Miinger (Diss., Bern 
1894) Doppeleilinie (vgl. de Jans, Handel. 11. en 12. Viaamsch 
Natwur Congr. 1907/8, S. 12 beaw. 127). 

Ersetzt man im vorigen die Gerade [ durch einen Kreis K’, 
der durch den Pol geht, so entstehen die gewéhnlichen und schiefen 
Konchoiden des Kreises K’. Jede schiefe Konchoide eines Kreises 
in bezug auf einen Pumkt des Kreises als Pol ist aber eine gewdhn- 
liche Konchoide desselben Kreises fiir einen anderen Pol auf dem 
Kreisumfang. Diese Konchoiden des Kreises heiBen seit Roberval 
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Pascalsche Schnecken (nach Stefan Pascal, dem Vater von 
Blaise Pascal). Sie haben die Polargleichung 


(13) oe = 2acos8+1 


oder in kartesischen Koordinaten 
(14) (a? + y? — 2rax)?=P(a?+ y’). 


Der Anfangspunkt ist ein Knoten, eine Spitze oder ein isolierter 
Punkt, je nachdem |<, =, > 2a ist. Im Falle der Spitze nennt 
man die Kurve Kurdioide oder ,,Herzlinie“ (vgl. Weinmeister, 
Zeitschr. math. Unterr. 15, 245 (1884)), Alle Pascalschen 
Schnecken haben Spitzen in den unendlich fernen Kreispunkten. 
Sie sind die Inversen der Kegelschnitte in bezug auf einen Brenn- 
punkt und die FuBpunktskurven der Kreise. Die Polkurven der 
konchoidischen Bewegung sind hier zwei Kreise (vgl. § 4). Die 
Gesamtfliche einer Pascalschen Schnecke ist (2a7+ 17), die 
der Kardioide im besonderen 6a?z. 

Die (gewohnliche) Konchoide eines Kegelschnittes fiir einen 
Brennpunkt zerfallt in zwei rationale c, mit drei endlichen Doppel- 
punkten, von denen einer im Pol liegt (s. bei Teixeira, Traité I, 
312). Die Konchoiden der Kegelschnitte in bezug auf einen 
Scheitel wurden von Cardinaal (Arch. Musée Teyler (2) 8, 165 
(1902)) untersucht. 

Die konchoidische Bewegung kann in folgender Weise ver- 
allgemeinert werden. Es sei [ eine Kurve, O ein fester Punkt 
der festen Ebene 4. In der beweglichen Ebene 4’ sei ebenfalls 
y ein fester Punkt P und eine feste 
q ~- Gerade G gegeben. Wir verschieben 
\p 4 gegen 4 so, daB immer G durch 
O geht und P auf [ lauft. Diese 
Bewegung geht in die konchoidische 
iiber, wenn P auf G zu liegen kommt. 
Ist [ eine Gerade, so hei®t der 
Mechanismus Schleifschieber, fir [ als Kreis Schleifkurbel. Wix 
betrachten nur den ersteren Fall (im tbrigen vgl, F. Ebner, 
Leitfaden d. techn. wicht. Kurven, Leipzig 1906). Die Schleif- 
schieberbewegung ist zu sich selbst reziprok. Beide Polbahnen 
sind Verallgemeinerungen der Kampyla. Liegt O auf, so er- 
gibt sich die Umkehrung der konchoidischen Bewegung. Es rollt 
dann eine Parabel auf einer Kampyla ab. Nennt man den Fub- 
punkt des von P auf G gefillten Lotes P’ (vgl. Fig. 4), so be- 


ee 


va 
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schreibt P’ eine sog. Kappakurve (A. Aubry, J. math. spéc. (4) 
4, 200 (1895)) mit der Polargleichung (PP’= a) 


(15) o=actgAé. 


Durch Inversion wird die Kurve nur um 90° gedreht. Alle anderen 
Punkte von OP'(G) beschreiben (gewéhnliche) Konchoiden der 
Kappakurve, sog. schiefe Kappakwrven. Fiir die Fliche zwischen der 
Kappakurve und den beiden Wendeasymptoten fand Huygens den 
Wert a?x. 

In dem Sonderfalle der Schleifschieberbewegung, wo der 
Abstand (0, [) so groB ist wie (P, G), heiBt der Mechanismus 
symmetrisches Schleifschiebergetriebe. Die Trajektorie zerfallt in 
eine Gerade und eine rationale zirkulare c;. Wir erhalten so 
alle schon oben aufgefiihrten Kurven dieser Art als Bahnkurven 
beim Abrollen zweier kongruenten Parabeln, deren Scheitel in 
einem Augenblicke zusammenfallen. 

Die Konstruktion der Kappakurve li8t sich zu folgender 
Konstruktion verallgemeinern, die in jedem Falle zu einer ratio- 
nalen c, mit unendlich fernem Doppelpunkte fiihrt. Gegeben 
zwei Kreise O und K mit den Mittelpunkten O und K. Jedem 
Punkte A von K ordnet man die Polare in bezug auf O zu und 
zieht durch A die Parallele zu KO. Diese schneidet die Polare 
in einem Punkte P, dessen Ort in Frage kommt. Sind O und K 
konzentrisch und das Verhiltnis der beiden Kreisradien /2, so 
ergibt sich, wenn man von dem gréferen Kreis (dessen Radius 4 
sei) die Polarfigur sucht, die sog. Zrisekante von Delanges (1783) 
mit der Polargleichung 
(16) ecost40 = ta. 

Sie hat zwei endliche Doppelpunkte und einen Inflexionsknoten 
im Unendlichen. 

Sind die Radien von O und K gleich und beriihren sich, so 
erhilt man das Zweihorn (Ch. A. Scott, Interm. math. 3, 250 
(1896)) mit der Gleichung 


(17) (a? + Qay — a®)? + y?(a — a?) = 0. 


Diese Kurve hat zwei Spitzen in den Endpunkten des auf 
der w-Achse liegenden Durchmessers von O und einen isolierten 
Punkt im unendlich fernen Punkt der y-Achse. 

La8t man den Radius des Kreises O gleich Null werden, 
d. h. ersetzt man O durch ein isotropes Geradenpaar, so erhilt 
die in gleicher Weise erzeugte Kurve einen Beriihrungsknoten 


=<. 
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im Endlichen und wird polyzomal, a. h. durch eine Gleichung 
von der Form 
(18) VU+VV+VwW=0 
darstellbar, wo U, V, W quadratische Funktionen von a, y sind 
(Cayley, Trans. R. 8. Edinb. 25, 1 (1869)). 

Fallt zu gleicher Zeit der Mittelpunkt von K mit dem von 
O zusammen (wahrend O Nullkreis bleibt), so entsteht wieder 
die Kappakurve, deren Gleichung demgemia8 in die komplexe Form 
gebracht werden kann 


(19) Vy(y + 2bi) + Vy(y—2bi) — 2ix = 0. 


§ 3. Bizirkulare Kurven vierter und zirkulare Kurven 
dritter Ordnung vom Geschlechte 1. 


Hine bizirkulare c, hat in den imaginiren Kreispunkten 
Doppelpunkte. Sie wird also von jedem Kreise nur in vier im 
Endlichen liegenden, reellen oder paarweise imaginéren Punkten 
geschnitten. Diese vier Punkte kiénnen als Grundpunkte zweier 
projektiven Kreisbiischel genommen werden, deren Erzeugnis die 
Kurve ist. Dabei wird die Projektivitit der Kreisbiischel dadurch 
definiert, da8 die Punktreihen ihrer Zentren projektiv sind. Die 
16 (einfachen) Brennpunkte einer bizirkularen c, liegen zu je 
vieren in 4 Kreisen (Satz von Hart; vgl. Salmon-Fiedler, 
Hohere K., 2. Aufl., 8. 318; fiir die ganze Theorie vgl. Casey, 
Proc. R. Ir. Ac. 10, 44 (1869); Transact. R. Ir. Ac. 24, 457 
(1871)). Die Mittelpunkte der vier Kreise bilden die Konfiguration 
eines Dreiecks mit seinem Héhenschnittpunkt. Jeder der vier 
Kreise schneidet jeden andern orthogonal und hat das Dreieck 
der Mittelpunkte der andern zum Polardreieck. Zu jedem der Kreise 
K gehért ein ,,Fokalkegelschnitt’ E, der thn in den vier auf ihm 
liegenden Brennpunkten schneidet, und die Kurve wird eingehiillt 
von allen Kreisen, deren Mittelpunkte auf E liegen und die K 
orthogonal schneiden. Jeder dieser Kreise berithrt die Kurve doppelt. 
Die vier Fokalkegelschnitte E sind konfokal; thre Brennpunkte sind 
die vier auperordentlichen Brennpunkte der Kurve. Ist ein Fokal- 
kegelschnitt E und der zugehérige Kreis K gegeben, so sind die 
Mittelpunkte der tibrigen Dreiecke die Ecken des K und E gemein- 
schaftlichen Polardreiecks. In den vier Punkten, in denen K die 
c, schneidet, bertihrt der Krimmungskreis vierpunktig. Solcher 
Punkte gibt es also ebenfalls 16. Die c, ist in bezug auf jeden 
der Mittelpunkte der vier Kreise K anallagmatisch (s. Kap. XX1, 
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§ 3), wenn K selbst als Inversionskreis genommen wird. Von den 
einfachen Brennpunkten sind nur vier reell, yon den auBerordent- 
lichen zwoi. Fiir irgend drei konzyklische einfache Brennpunkte 
besteht eine Relation der Art 
(1) 46 + ud’ + v6” = 0, 
wo 6, 6, 6” die Abstinde eines Kurvenpunktes P yon den drei 
Brennpunkten bedeuten und A, uw, v konstante Faktoren sind. 
Die bizirkularen c, vom Geschlechte 1 sind Kurven gleicher 
Potenz P fiir die FuBpunktskurven der Mittelpunktkegelschnitte 
(s. Kap. XXI, § 4). Wir haben hauptsiichlich zwei spezielle Fa- 
milien, die Kurven gleicher Potenz fiir die Boothschen Lemnis- 
katen uud die Kurven gleicher Potenz fiir die Pascalschen Schnecken. 
Im ersteren Falle mu8 K mit E konzentrisch sein. Diese Kurven 
heiBen spirische Linien des Perseus (ca. 130 v. Chr.). Sie treten 
als Schnitte der Flichen auf, die durch Rotation eines Kreises um 
eine Achse entstehen (Spire, Torus), wenn die schneidende Ebene 
parallel zur Achse der Fliche gelegt wird. Ihre Gleichung ist, 
wenn die Potenz # = ¢ sein soll, 


(2) (a? + y”)? — (a? x? + b?y”) —¢ = 0. 

Sie haben also zwei Symmetrieachsen, und der Mittelpunkt ist 
der einzige Punkt, fiir den sie anallagmatisch sind (vgl. de la 
Gournerie, J. de math. (2) 14, 9 u. 103 (1869)). Jede spirische 
Linie des Perseus ist isoptische Kurve von zwei Kegelschnitten. Sind 
F, F, die reellen au8erordentlichen Brennpunkte, O der Mittelpunkt 
und P ein beliebiger Punkt der Kurve, so besteht die Beziehung 


(3) FP’. P.P*=«0P’ + B, 

wo @ und 6 Konstante sind. Die Kurven gleicher Potenz der 
Bernoullischen Lemniskate haben wie diese in den imaginéren 
Kreispunkten Inflexionsknoten und heifen Cassinische Linien 
(s. dessen Eléments Wastronomie, Paris 1749). Fiir sie ist « = 0 
und die Relation (3) wird zu 


(4) HP: FP =p = const. 


Die Kurven gleicher Potenz der Pascalschen Schnecken 
haben gleich diesen in den unendlich fernen Kreispunkten Spitzen, 
und eine Symmetrieachse. Auch der Fokalkegelschnitt E ist hier 
ein Kreis. Die Kurve heiBt Cartesisches Oval (Descartes, La 
Géométrie, Leyden 1637). Ihre Gleichung ist 


(5) (a? + y?— 2re)?— P(x? + y®) -—c¢=0. 
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Das Cartesische Oval hat nur einen auBerordentlichen Brenn- 
punkt und neun einfache Brennpunkte, von denen drei auf 
der Symmetrieachse liegen. Fiir diese gilt die Relation (1). Je 
nachdem sie alle drei reell sind oder nicht, scheiden sich die 
Cartesischen Ovale in zwei Familien. Die erste von diesen, die 
Descartes selbst betrachtet hat, besteht aus zwei einander ein- 
schlieBenden Ovalen, deren iuBeres eine Hinbuchtung haben kann. 
Fiir die drei Brennpunkte auf der Achse ist die Kurve anallag- 
matisch und zugleich von der ersten Kategorie (s. Kap. XXI, § 1). 
Ein Cartesisches Oval ist der Ort aller Punkte, deren Abstdinde von 
zwei Kreisperipherien in einem bestimmten Verhdiltnis stehen (New- 
ton, Philosophiae nat. principia math., London 1687). Geht von einem 
der drei in gerader Linie liegenden Brennpunkte ein Lichtstrahlen- 
biischel aus, so treffen sich die an der Kurve gebrochenen Strahlen 
bei bestimmtem Brechungsverhiltnis, das von den Koeffizienten 
der Relation (1) abhingt, in einem der beiden anderen Brenn- 
punkte. AwfSerdem ist das Cartesische Oval Antikaustik des Kreises 
in bezug auf einen leuchtenden Punkt bei Brechung (wird zur Pas- 
calschen Schnecke bei Reflexion). Die acht Wendepunkte eines 
Cartesischen Ovals liegen auf einer zirkularen cz; (Roberts, 
Proc. Lond. Math. 8. 3, 106 (1870); Bibliographie der Cartesi- 
schen Ovale bei Liguine, Bull. sc. math. (2) 6, 40 (1882) und 
H. Brocard, Interm. math. 3, 238 (1896)). 

Jede bizirkulare c, geht durch Inversion von einem belie- 
bigen Punkte ihrer Ebene aus in eine ebensolche Kurve iber, fiir 
einen Pol auf der Kurve aber in eine zirkulare c,. Lat man bei 
der oben gegebenen Erzeugung der bizirkularen ¢, den Fokal- 
kegelschnitt E eine Parabel werden, so entsteht eine zirkulare ¢,, 
indem die unendlich ferne Gerade sich abtrennt. Der Brennpunkt 
der Fokalparabel ist der einzige auBerordentliche Brennpunkt der 
c3;. In den Zentren der vier Kreise K, auf denen die 16 einfachen 
Brennpunkte auch hier liegen, wird die Kurve von Parallelen 
zur reellen Asymptote beriihrt. Die Kurve geht auBerdem durch 
die drei HéhenfuBpunkte der durch die vier Kreismittelpunkts be- 
stimmten Konfiguration. Die Tangenten der c; in diesen Hiéhen- 
fuBpunkten schneiden sich in dem Punkt, wo die reelle Asymptote 
die Kurve trifft. Hs ist dies ein Punkt des Feuerbachschen 
Kreises der Konfiguration, der auch durch den auBerordentlichen 
Brennpunkt geht. Die Direktrizen der vier Fokalparabeln laufen 
durch die Mittelpunkte der Umkreise der vier Dreiecke der Kon- 
figuration. 

In der Relation (1) ist fiir eine zirkulare c; A+ 4+ v=0 
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zu nehmen. Schneidet irgendein Kreis die c, in 4 Punkten A, B,C, D, 
so liegen die 3 Paare der Punkte, in denen die Gegenseiten des 
vollstiindigen Vierecks ABCD die Kurve schneiden, in je einer 
Parallelen zur reellen Asymptote. Hieraus lassen sich spezielle 
Satze tiber die beriihrenden und Kriimmungskreise der c, ableiten. 
Jede zirkulare cy laépt sich erzeugen durch ein Strahlbiischel und 
ein dazu projektives Biischel konzcntrischer Kreise; der Scheitel 
des Strahlbiischels ist der Schnittpunkt der Kurve mit der reellen 
Asymptote, der Mittelpunkt der Kreise der auBerordentliche Brenn- 
punkt (vgl. Czuber, Zschr. Math. Phys. 32, 257 (1887)). 

Unter den zirkularen Kurven 3. Ordnung vom Geschlechte 1 
ist ausgezeichnet die, deren auBerordentlicher Brennpunkt auf ihr 
hegt. Es ist die van Reessche Fokale oder Fokale schlechthin 
(Corr. math. 5, 361 (1829)). Sie ist der Ort der Brennpunkte der 
ebenen Schnitte eines beliebigen Kegels zweiter Ordnung, wenn die 
Ebenen alle durch eine zu einer Erzeugenden senkrechte Tangente 
des Kegels gehen. Die Kreise eines Biischels werden von den Tan- 
genten, die von einem festen Punkte ausgehen, in Punkten einer 
Fokale beriihrt. Der Ort aller Punkte der Ebene, von denen aus 
zwei Strecken AB und CD unter gleichen Winkeln erscheinen, be- 
steht aus zwei Fokalen (Steiner, J. f. Math. 45, 375 (1852) = 
Werke Il, 487). Fallt B mit C zusammen, so gehen die Kurven 
in Strophoiden (vgl. § 1) tiber (Magnus, Sammlung von Auf- 
gaben usw., Berlin 1833, 8. 265). Der Ort der Brennpunkte der 
Kegelschnitte einer Schar ist eine Fokale (Chasles, Bruxelles Bull. 
2, 35 (1835); Schréter und Durége, Math. Ann. 5, 50, 83 
(1872), 6, 85 (1873)); kommt in der Schar ein Kreis vor, ist er 
eine Strophoide. Hs sei hinzugefiigt, daB der Ort der Brennpunkte 
der Kegelschnitte eines Biischels eine bizirkulare c, vom Ge- 
schlechte 2 ist (vgl. Haller, Arch. Math. (3) 7, 37 (1904) und 
G. Bauer, Miinchen. Ber. 35, 97 (1905)). Weitere Hinzelheiten 
und Literatur itiber bizirkulare ¢, und zirkulare c,; bei Kohn, 
Emeykl. UL C 5, 8. 510 u. 551 ff 
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Sind bei der Bewegung einer Ebene 4’ gegen eine feste 
Ebene 4 beide Polkurven Kreise, rollt also ein Kreis von 4’ auf 
einem Kreis von 4, so beschreibt jeder Punkt der Ebene 4’ in 
der Ebene 4 eine zyklische Kurve. Ist R der Radius des festen, 
y der des beweglichen Kreises und hat der beschreibende Punkt 
P vom Mittelpunkt des beweglichen Kreises den Abstand h, wird 
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ferner die Anfangslage so gewihlt, daB P in einer Geraden mit 
den beiden Kreismittelpunkten und deren Berithrungspunkt am 
nichsten liegt, so hat man fiir die durch P erzeugte zyklische 
Kurve die Parameterdarstellung 


z= (R+1r) cosa —h cos PURE, 


(1) 
y =(R+1r)sinw —h sin Be 


wo w den Winkel am Zentrum des festen Kreises bedeutet, um 


den das Abrollen fortgeschritten ist. Ist h S ry, so heiBt die 
Kurve Trochoidale, fir h=r, also fiir emen Punkt auf dem 
Umfang des rollenden Kreises Zykloidale. 


Hine zweite Erzeugung der zyklischen Kurven ist folgende: 
Zwei in O befestigte Gelenkstiibe von den Lingen & und | drehen 
sich um O mit den Winkelgeschwindigkeiten x und 4. In der 
Anfangslage seien sie entgegengesetzt gerichtet. Dann beschreibt 
der vierte Eckpunkt des durch die beiden St&be in jedem Augen- 
blick bestimmten Parallelogramms eine zyklische Kurve. Die Kur- 
ven heiBen Epitrochoiden fiir x/4>0, Hypotrochoiden fiir x/1 <0. 
Jeder Eni- oder Hypotrochoide entsprechen zwei Erzeugungsarten 
durch Rollen. Fiir die Epitrochoide liegen bei beiden die Kreise 
so, daB der Kreis (7) den Kreis (R) an der Aufenseite bertihrt. 
Aber das eine Mal schlieBt der Kreis (7) den Kreis (it) aus, das 
andere Mal ein. Bei der Hypotrochoide wird in jedem System 
der Kreis (7) vom Kreise (I?) eingeschlossen. Fiir Epi- und Hypo- 
zykloiden gelten dieselben Unterscheidungen. Die Trochoidalen 
heifen ferner gestreckt (geschweift), wenn kx > 1A, verschlungen, 
wenn kx < 14. Zwischen beiden Formen stehen die Zykloidalen 
fiir kx = 12, die hier als gespitete Trochoidalen erscheinen (vgl. den 
Bericht ti. d. gegw. Stand der Lehre v. den zyklischen Kurven von 
K. Wélffing, Bibl. math. (3) 2, 235 (1901)). 

Kine spezielle Hypotrochoide entsteht aus (1) fiir r=—4R. 
Es ist dies fir h +r eine Ellipse, die fiir h = 7 in den Durch- 
messer iibergeht (Nasir Eddin 1201—74). Fir r=R entsteht, 
wenn h=+ fh, als Epitrochoide eine Pascalsche Schnecke, fiir 
h= Ff die Kardioide. Ist h = R +7, so ergeben sich Trochoi- 
dalen, deren Polarkoordinatengleichung in bezug auf den Mittel- 
punkt des festen Kreises die Form hat 


(2) o = msin uO 
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: oP. R R 
Hierbei ist m= 2(R+r), »O= Raear Peres 
heiBen gewodhnlich Rosenkurven (Rhodoneen) (Guido Grandi, 
Flores geom. usw., Florenz 1728). Fir w= 2 und w= 8 ent- 
stehen das regelmaBige Vier- und Dreiblatt. Die Inversen der 
Rosenkurven wurden von A. Aubry <Ahrenkurven genannt (J. 
math. spéc. (4) 4, 201 (1895)). Wir erhalten insbesondere fiir 
u = 2 die gleichseitige Kreuzkurve, fiir 4 = 3 die Trisektrix von 
de Longchamps, fiir w = 4 die Trisekante und fiir» = + die 
Trisektrix von Maclaurin. 
Durch einen Grenziibergang ergibt sich aus den Gleichungen 


RB 
(1) fiir a o=—g, Y=x—Recoso, X= y, R= o, indem 


man an der Grenze & sina = Rw =rg, cosw = 1 macht, die 
Darstellung 


o. Sie 


(3) X=rg—hsng, Y=r—hcosp 


fiir die Zrochoiden, d. h. die Kurven, die beim Rollen eines 
Kreises auf einer Geraden von einem beliebigen Punkte der Ebene 
des Kreises beschrieben werden. Wir haben fiir h > yr verschlun- 
gene, fir h< yr gestreckte Trochoiden. Fiir h =r entsteht die 
Zykloide (Galilei 1599). Die Linge des Bogens der Zykloide 
zwischen zwei Spitzen ist 87 (Wren 1658), die Flache zwischen 
diesem Bogen und der Geraden 372% (Roberval 1638). Die 
Zykloide ist Brachistochrone, 4. h. die Kurve, auf der ein der 
Schwere unterworfener Massenpunkt am raschesten den Weg 
zwischen zwei Punkten A, B durchliuft (Leibniz, Jak. Ber- 
noulli u. a. 1697). Sie ist, wenn man sie wm die Leitgerade 
(Direktriz) wmklappt, Tautochrone, d. h. wo auch ein schwerer 
Massenpunkt auf ihr seine Bewegung beginnen mag, er kommt 
immer zur selben Zeit im tiefsten Punkto an (Huygens 1673). 
Alle Trochoiden sind Parallelprojektionen der gewdhnlichen Schrau- 
benlinie auf eine zu deren Achse senkrechte Ebene. 


Wird in den Formeln (1) 7 und h = 00, so dah t=r —h 


endlich bleibt, also = 1, dann erhalt man durch Grenztibergang 


(4) a =(R + 1t) cosa + Ro sina, 
y = (Rk +1?) sinw — Rocoso. 


Diese Gleichungen stellen eine allgemeine Kreisevolvente dar, d. h. 
die Kurve, die ein Punkt der Ebene einer Geraden beschreibt, wenn 
30 
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die Gerade auf einem Kreise abrollt. Die GréBe ¢ ist dabei der 
Abstand des Punktes von der Geraden. Fiir ¢ = 0 ergibt sich die 
gewohnliche (gespitzte) Kreisevolvente (Fig. 5), wahrend fir 

t > 0 die Kurven gestreckt, fiir t< 0 


Ny verschlungen sind. Fir t= — R hat 
die Kurve die Polargleichung 
(5) o= RO 


und heiBt Archimedische Spirale (nach 
Archimedes f 212 y.Chr.), vgl. Fig. 6. 
Der auf einem Radiusvektor gemessene 
Abstand zwischen zwei aufeinander 
UE folgenden Windungen der Spirale ist 
tiberall 2 Ra. 
Die Inverse der Archimedischen 
Spirale mit der Polargleichung 


(6) 99 =c 
heiBt hyperbolische Spirale. Sie hat den Pol als doppelten asym- 
ptotischen Punkt und eine Asymptote im 
Abstande ¢ vom Pol (s. Fig. 7). Die hyper- 
\. | bolische Spirale ist eine Zentralprojektion der 
Schraubenlinie von einem Punkte der Achse 
aus auf eime zu dieser senkrechte Ebene. 
Projiziert man die Schraubenlinie durch 
parallele Strahlen senkrecht zur Achse auf 
eine zur Richtung der Strahlen geneigte 


Fig. 5. 


Hig. 6: Ebene, so entsteht die Sinuslinie mit der 
Gleichung 
Sg pee oe (7) Of > i Siva = : 


Es kann auch eine reelle Kurve 

sich ergeben, wenn in den Gleichungen 

(1) die GréBen R, r,h komplexe Werte 

haben. Dann muf aber der absolute Be- 

Fig. 7 trag von Rh +y7,r und h derselbe sein 

und augerdem h zu R-+~,r konjugiert 

sein. Die Gleichungen kinnen dann in die Form gebracht werden 


(8) x= 2acosw chdw + 2b sin wo shda, 
y = 2a sino cha — 2b cos w shoo. 


Die Kurven heiBen Pseudotrochoiden und wurden von Wélffing 
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untersucht (Zeitschr. f. Math. 44, 139 (1899)). Die Kurve, die 
man fiir h=R-+r erhialt, hat in Polarkoordinaten die Gleichung 


(9) ea ch x0 f= 4 ater? + e79))\\; 
Sie heiBt Swmmenspirale. Fir h = —(R-+ 1) entsteht die Kurve 
(10) o = ash x0 = t a(e*® — ¢-*8), 


die Differenzenspirale genannt wird (H. Dittrich, Progr., Breslau 
1872). Die Inverse der Summenspirale ist die Poinsotsche Spi- 
rale, die in der Mechanik als Herpolhodie auftritt. 

Eine allgemeine Zykloidale hat in natiirlichen Koordinaten 


die Gleichung 
sen 


wo 
Pg ACerS) pee ea) 
ee aa ~ Rear” 
Die gewohnliche Kreisevolvente wird gegeben durch 
(12) A* = 2Rs. 


Fiir R = oo, also a = b =4r, erhilt man aus (11) die Zy- 
kloide. Die Evoluten und Evolutoiden einer Zykloidale sind der 
Grundkurve dhnlich, bei der Zykloide kongruent. 

Der Kriimmungsmittelpunkt einer Zykloidale fiir een Punkt P 
liegt auf der Polare von P in bezug auf den festen Kreis (Zehme, 
Hilementare u. analyt. Behandlung der versch. Zykloiden, Iserlohn 
u. Elberfeld 1854); bei der Zykloide wird der Kriimmungsradius 
durch die Leitgerade halbiert. Der zu einem Punkte P der Zykloi- 
dale gehérige Kriimmungsmittelpunkt der Evolute liegt auf dem 
vom Mittelpunkt des festen Kreises nach P fiihrenden Radius- 
vektor. Jeder Durchmesser eines auf einem festen Kreise rollen- 
den Kreises hiillt eine Zykloidale em. Hine Epizykloide mit nur 
einer Spitze ergibt sich, wenn man die vn‘ Katakaustik eines 
Kreises fiir einen leuchtenden Punkt der Peripherie sucht (fiir 
n = 1 die Kardioide). 

Der Ort der Beriihrungspunkte aller von einem festen Punkte D 
an eine Zykloidale gehenden Tangenten — die sog. Beritihrungspunkt- 
kurve — ist die FuBpunktskurve eines Kegelschnittes mit D als 
Doppelpunkt (Juel, Interm. math.1, 243 (1894)). Die Berithrungs- 
punktkurve bleibt dieselbe fiir das System aller kongruenten 
Zykloidalen desselben Mittelpunkts. Der Kegelschnitt wird eine 
Parabel fiir die Zykloide, ein Kreis fiir die Kreisevolvente. 
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Den Gleichungen 
(13) eo bo cert 


entsprechen Zykloidalen mit (zum Teil) imaginiéren Rollkreisen. 
Man nennt diese Kurven Pseudozykloidalen. Das obere Zeichen 
entspricht der Parazykloide, das untere der Hyperzykloide (R. de 
Saussure, Diss., Genf 1895, 41, Amer. J. 17, 269 (1895)). 
Fiir b =a heiBt die Kurve (13) Pseudozykloide. Fiir diese Pseudo- 
zykloidalen gelten dieselben Stitze wie fiir die Zykloidalen. Nur ist 
bei den Evoluten das Ahnlichkeitsverhilinis rein imagindr. Es ist 
die Evolute einer Parazykloide eine Hyperzykloide und wmgekehrt. 

Zwischen den beiden Arten von Pseudozykloidalen steht ein 
Kurvenpaar mit der natiirlichen Gleichung 


sa RK? 
(14) ao 


Die einzelne Kurve hat also die natiirliche Gleichung 
(15) R—=x«s, 
die zu der Polargleichung fiihrt 


(16) @ = 00°. 

“Das ist die logarithmische Spirale (Descartes und Torricelli 
um 1640). Diese Kurve schneidet alle von ihrem im Koordinaten- 
anfamgspunkt liegenden asymptotischen Punkt ausgehenden Radien- 
vektoren unter demselben Winkel w (ctguw =). Daher ist fiir das 
Spiralenpaar (14) die Beriihrungspunktkurve ein Kreispaar, d. i. 
die Fu8punktskurve eines Punktepaares. Die logarithmische Spirale 
ist gegentiber jeder Ahnlichkeitstransformation invariant; jede Evo- 
lutoide und Fuppunkiskurve, sowie jede Inverse in bezug auf den 
Pol ist mit der Grundkurve kongruent. Die Polarnormale ist gleich 
dem Kriimmungsradius, die Polartangente gleich der Ldnge des 
Bogens bis zum Pole. 

Zu jeder zykloidalen Rurve, mit Ausnahme der Zykloide, ge- 
hort als Fuppunktskurve in bezeug auf den Mittelpunkt des festen 
Kreises ene Rosenkurve, deren erzeugende Kreise dasselbe Radien- 
verhdlimis wie die der Grundkurve haben. Der gewodhnlichen 
Kreisevolvente entspricht so die Archimedische Spirale; die Summen- 
und Differenzspirale, die nun als Kissoiden zweier logarithmi- 
sshen Spiralen erscheinen, sind FuBpunktskurven der Hyper- 
zykloide und Parazykloide. Die Mannheimschen Kurven und 
die Orter des Grundkreismittelpunktes beim Rollen auf einer Ge- 
raden sind Kegelschnitte ftir alle Zykloidalen. 
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§ 5. Spezielle zyklische und andere Kurven mit kinema- 
tischer Erzeugung. 


Ist eine konstante Strecke PQ =a gezwungen, mit ihren 
beiden Endpunkten auf zwei gegebenen Geraden [, I’ zu gleiten, 
so heiBt die dadurch definierte Bewegung elliptisch. Denn jeder 
Punkt der Ebene beschreibt eine Ellipse. Die Gerade PQ aber 
hiillt eine sog. schiefe Astroide ein, die zur reguldren Astroide 
wird, wenn [ | [’. Diese ist eine Hypozykloide mit dem Radien- 
verhiltnis 7/R = 1/4 und hat die Gleichung 


2 9} 2 
(1) oe + y° — a> 
oder 
(2) (a? + y? — a?) 2 + 27a? xy? = 0 
und in Linienkoordinaten 
= 1 1 
(3) a8 + e = a’, 


Die Parallelkurve zu ihr im Abstande c zerfallt in die beiden gegen- 
einander um 47 gedrehten, konzentrischen schiefen Astroiden 
(4) uw? + v2 = [auv + c(u? + v?))?, 

da die regulire Astroide Richtungskurve ist (s. Kap. XX, § 2). 
Thre Reziproke ist eine gleichseitige Kreuzkurve, die demnach von 
der ersten Kategorie in bezug auf den Mittelpunkt ist. Die Ge- 
samtlinge der reguliren Astroide ist 6a, ihre Fliche 2a’. Die 
FuBpunktskurve der reguliren Astroide in bezug auf den Mittel- 
punkt ist das regelmiBige Vierblatt, nimlich eine Rosenkurve mit 
der Polargleichung 9 = $asin 206. 

Unterwirft man eine regulare Astroide einer (auch imagi- 
niren) Kollineation, so entstehen die auf S. 425 schon erwihnten 
projektiven Astroiden. Zu dieser Gattung gehért die zur reguliren 
Astroide affine Kurve 


. (2) + (Sha 


die Evolute eines Mittelpunktkegelschnittes mit den Halbachsen 
a’ = ab?/(b?—a*), b'=a7b/(b?— a’), 

wo fiir die Hyperbel iiberall 1b statt 6 zu setzen ist (vgl. die rezi- 

proken Kurven in § 2). Die Evolute einer Ellipse ist die Dia- 


kaustik einer Geraden fiir Strahlen, die von einem leuchtenden 
Punkte ausgehen (Salmon-Fiedler, Hih. cb. Kurven, 8. 126) 
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Zur elliptischen Bewegung gehort folgende umgekehrte Be 
wegung: Gegeben zwei feste Punkte P, Q; durch sie miissen zwei 
feste unter dem Winkel w geneigte Gerade laufen. Jeder Punkt 
der Ebene beschreibt dann eine Pascalsche Schnecke, gewisse 
Punkte eine Kardioide, jede Gerade der Ebene umhiillt einen Kreis. 
Die Bewegung heiBt kardioidisch. Die Kardioide gehért mit 
der Bernoullischen Lemniskate zu den von H. de la Goupil- 
liére (Now. Ann. math. (2) 15, 97 (1876)) Sinusspiralen ge- 
nannten Kurven mit der allgemeinen Polargleichung 

1 1 


(6) 0 =asin" nO [=acos" 26’, wo # = i =o 


Hier ist fiir die Kardioide der Index m = 4, fiir die Bernoulli- 
sche Lemniskate » = 2 zu nehmen. Ts. Sinusspiralen haben 
folgende Eigenschaften: Dreht sich der Radiusvektor gleichformig 
um den Pol, so dreht sich die Tangente (oder Normale) mit n-facher 
Geschwindigkeit gleichformig wm den Inzidenzpunkt; die Projektion 
des Kriimmungsradius auf den Radiusvektor steht zu diesem in 
dem konstanten Verhdlinis 1:(n +1). Die natiirliche Gleichung 
der Sinusspiralen ist 


(7) ee n+l 


n—1 Saad 
2 setae 


Da die Inversen der Sinusspiralen ae Sinusspiralen sind mit 
dem negativen Index der urspriinglichen, so ergeben sich fiir 
nm = — 2 und n = — 4 aus (7) die nattirlichen Gleichungen der 
gleichseitigen Hyperbel und der Parabel. Den Werten n= +1 und 
— 1 entsprechen Kreis und Gerade. Fiir » = 0 erhalt man als 
Grenzfall die logarithmische Spirale. Der Index m = 4 entspricht 
der Tschirnhausenschen Kubik. Deren Inverse mit der Polar- 
gleichung 

(8) 0 = acos®40 


wurde von Archibald (Diss., StraBburg 1900) Cayley-Seatik 
genannt. Sie hat in Punktkoordinaten die Gleichung 


(9) [4(a? + y®) — ax}? = 2707 (a? + y’). 
Der Anfangspunkt und die imaginiren Kreispunkte sind Spitz- 
punkte auf der Kurve, sie hat auBerdem einen Doppelpunkt fiir 


x =a, y=O und demnach die Klasse 4. Nun hat man den 
Satz: Die FuBpunktskurve des Poles einer Sinusspirale vom Index 
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n ist eime ebensolche vom Index n/(n +1). Darnach kann man 
die Reihe bilden, die nach beiden Seiten beliebig fortzusetzen ist: 


Tschi = ; - 
aaa , Parabel, Gerade; Punkt; Kreis, Kardioide, Aa FL ; 


wo jede folgende die FuSpunktskurve der vorhergehenden ist. 
Der Pol der Kardioide liegt in der Spitze, der der Parabel im 
Brennpunkt, der der Tschirnhausenschen Kubik ist der in 
§ 1 bezeichnete Punkt. Zwei in der Reihe von der Mitte (dem 
Punkt) gleich weit abstehende Kurven sind zueinander invers. 
AuBerdem sind die Kurven abwechselnd Richtungskurven und 
Kurven erster Kategorie. 

Die Katakaustik der Kardioide in bezug auf die Spitze ist 
eme Epizykloide mit dem Radienverhiltnis 1. Sie hat zwei reelle 
Spitzen und heiBt nach Proctor (A treatise on the cycloid, London 
1878) Nephroide. Sie ist auch Kata- 
kaustik eines Kreises fiir parallel ein- A B 
tretende Strahlen. Sowohl unter den Evol- 
venten als unter den Parallelkurven der 
Nephroide befindet sich eine Cayley- 
Sextik (vgl. H. Wieleitner, Spee. K., 
Se1S31if.), 

Zu den ¢,? mit drei Spitzen (vgl. 
Archibald, Ann. of Math. (2) 4, 95 
(1903)) gehért auch die (J. f. Math. 
53, 231 (1856)) Steinersche Hypozy- 
kloide. Ihr entspricht das Radienverhaltnis 
r/R =1/3. Sie kann auch auf folgende Art erzeugt werden (vgl. 
Fig. 8): Auf einem Kreise laufen von einem Punkt A aus zwei 
Punkte X, Y in entgegengesetzter Richtung so, dag Y die doppelte 
Geschwindigkeit hat wie X; dann ist die Enveloppe der Geraden 
XY eine Steinersche Hypozykloide, Fiir den jeweiligen Bertih- 
rungspunkt Bist BX= XY. Die Gleichung der Kurve in Punkt- 
koordinaten lautet 


(10) (a? + y? — 12r”+ 972)? + Ar (Qa a0 3r)s= 0 
und in Linienkoordinaten 
(11) ui + y= rv(3u? — v”). 


Die orthoptische Kurve der Steinerschen Hypozykloide ist 
ein Kreis, der sie dreifach beriihrt (Inkreis). Der umschriebene 
Kreis eines Dreiecks hat die Higenschaft, da& die FuBpunkte der 


Fig. 8. 
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yon einem seiner Punkte auf die Dreiecksseiten gefallten Lote in 
einer Geraden liegen. Eine solche Gerade heiBt Wallacesche 
Gerade. Die Einhiillende aller Wallaceschen Geraden ist eine 
Steinersche Hypozykloide mit dem Feuerbachschen Kreis des 
Dreiecks als Inkreis (Steiner; vgl. Gob u. Neuberg in Mem. Soc. 
Liége (3) 6 (1906); Collignon in Proc. Edinb. Math. Soc. 23, 
2 (1905); Roegner, Diss., Jena 1908). FuSpunktskurve der 
Steinerschen Hypozykloide in bezug auf den Mittelpunkt ist 
das regelmifige Dreiblatt, eme Rosenkurve mit der Polargleichung 
o =rcos3 0. 

Die elliptische Bewegung ist ein Speziallfall der Bewegung, 
bei der die Endpunkte P, Q einer festen Strecke / gezwungen sind, 
auf zwei Kreisen um O und 0’ zu laufen. Man nennt das Vier- 
eck POO’Q ein Gelenkviereck, 00’ den Steg, PQ die Koppel, das 
Ganze ein Kurbelgetriebe. Jeder mit der Koppel fest verbundene 
Punkt ZL beschreibt eine Koppelkurve. Diese ist eine isotropische 
¢, mit drei auBerordentlichen Brennpunkten in O, O’ und einem 
Punkt 0”, der so liegt, daB AO”00'~ AL PQ. Die Kurve hat 
immer drei Doppelpunkte, die auf dem Umkreis des A00O'O”. 
Sie kann auf dreierlei Weisen erzeugt werden, indem man auch 
00”, 0'0" als Steg benutzt (Roberts, Proc. Lond. math. Soc. 
7, 14 (1876); Burmester, Kinematik, 283; Vaes, Handel. 5. 
Nederl. Natwur-Congr. 1895, 238). Liegt Z auf der Koppel 
selbst so, daB PZ = LQ, und ist auBerdem OP = 0'Q, so ent- 
steht die sog. Wattsche Kurve (Bibliogr. im Interm. math. 4, 
184 (1897)), die fir PQ = OO’ in einen Kreis und eine Booth- 
sche Lemniskate zerfillt. Das System heiBt dann eine Zwillings- 
kurbel, und ein beliebiger mit PQ verbundener Punkt beschreibt, 
wenn das System gleichliufig ist, die FuBpunktskurve einer Hllipse, 
wenn es gegenliufig ist, die einer Hyperbel. Als Polkurven der 
Bewegung ergeben sich kongruente Ellipsen bzw. Hyperbeln. Ist 
00'=0'Q, OP= PQ, so beschreibt ein beliebiger Punkt L wieder 
die FuBpunktskurve eines Kegelschnitts; die Polkurven sind aber 
dann zwei Pascalsche Schnecken verschiedener Art. 

Zum SchluB seien noch die Sektrix-Kurven erwihnt (Ubersicht 
bei G. Loria, Spezielle Kurven, V. Abschn., 12. Kap.), die dazu 
dienen, einen Winkel in beliebig viele gleiche Teile zu teilen. 
Mechanismen zur kontinuierlichen Erzeugung allgemeiner Sektrix- 
Kurven verschiedener Art haben angegeben Heymann (Zeitschr. 
Math. 44, 263 (1899)) und Kempe (Verh. III. Internat. Math.- 
Kongr., Leipzig 1905, 492). Hine andere Gattung wurde von 
Schoute aufgestellt (J. math. spéc. (2) 4, 172 u. a. (1885)). 
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Man nennt hdhere Kreisevolventen die erste, zweite, dritte usw. 
Evolvente der gewhnlichen Kreisevolvente. Hat der Grundkreis 
den Radius ap, so ist fiir seine m Evolvente die natiirliche Glei- 
chung in &, t 


1 ; 1 a 
(1) KR = — Agr" (n—1)! a,t” 14... oh ey Ute Oe 


Die Kurve hat  Spitzen, die den Werten von + fiir = 0 ent- 
sprechen. Besonders bemerkenswert ist eine zweite Kreisevolvente 
mit der Gleichung & = at” -+ 2ar+ 2a oder in &, s 


R+2a4/K—a 
() selene Vg 
die Sturmsche Spirale heiBt (Ch. Sturm, Cours d’ Analyse, 
Paris 1857). Ihre beiden Spitzen sind imaginir, und sie hat die 
Higenschatt, daB ihr Radiusvektor vom Mittelpunkt des Funda- 
mentalkreises aus immer gleich dem Kriimmungsradius ist. Fiir 
die héheren Kreisevolventen sind sowohl die Mannheimschen 
Kurven wie die Orter des Grundkreismittelpunktes beim Abrollen 
auf einer Geraden rationale algebraische Kurven (m + 1)" Ord- 
nung, fiir die 7, y sich durch ganze Funktionen des Winkels tr 
ausdriicken lassen. Liir die Sturmsche Spirale ist der letztere Ort 
eine Tschirnhausensche Kubik (Wieleitner, Arch. Math. (3) 
11, 311 (1907)). 

Die FuBpunktskurven der héheren Kreisevolventen fiir den 
Mittelpunkt des Grundkreises als Pol sind algebraische Spiralen 
yon der Gleichungsform in Polarkoordinaten 
(3) = 6,0°+ b,0"-1+---+b,_,9+4+ 6,. 

Fir n= 1 ergibt sich eine Archimedische Spirale, fiir n = 2 
1aBt sich die Gleichung immer auf die Form bringen 9 = a6? —1. 
Die Spirale heiBt nach Fermat 
(1660) Galileische Spirale. An- 
dere algebraische Spiralen sind 
die Fermatsche Spirale mit der 
Gleichung 9? = a6 und ihre Kon- Fig. 9. 

choide p=aVO-+1. Erstere hat 

die Higenschaft, da ihre Windungen, je weiter sich die Kurve 
hinaus erstreckt, immer enger werden, letztere hei®t nach Jak. 
Bernoulli (1691) parabolische Spirale. Die Inverse der Fer- 
matschen Spirale nennt man nach Cotes (1722) Litwus. Die 
Kurve hat die Gleichung 970 = a® und die Gestalt von Fig. 9. 


476 Kapite] XXII. Metrisch spezialisierte ebene Kurven. 


Man erhilt Verallgemeinerungen der gestreckten und ver- 
schlungenen Trochoiden, wenn man Ellipsen oder Hyperbeln auf 
einer Geraden rollen la48t und die Bahn eines Brennpunktes 
verfolgt. Ist ¢ die numerische Exzentrizitét des Kegelschnitts 


(« = Ve), so lautet die natiirliche Gleichung des Ortes 
1 — 2¢cos(s/a) + é” : 


(4) R=a 


é(é — cos(s/a)) 


Die Kurven heiBen Delawnaysche Kurven (J. de Math. (1) 6, 
309 (1841)), und entsprechen fiir ¢ <1 der Ellipse, fiir ¢ > 1 
Hyperbel. Fiir «= 1 entstehen Kreise. Die Kurven sind Meridian- 
kurven der Rotationsfldchen mit konstanter mittlerer Kriimmung. 
Thre Parallelkurven im Abstande a sind Kurven, fiir die das Pro- 
dukt &- OO? aus Kriimmungsradius und Normale konstant ist. 
Diese sind Meridiankurven der Rotationsflachen konstanter totaler 
Kriimmung (vgl. Scheffers, Hinf. i. d. Theorie der Curven, Leipzig 
1901, 97ff.). Thre natiirliche Gleichung ist 


(5) A= V1 + (1 — 2%) tg?=- 


Rollt eine Parabel auf einer Geraden, so hat der Ort des 
Brennpunktes die Gleichung 


8? 
area 
(6) cen ates 


oder in Cartesischen Koordinaten 


(7) yak (or pe *)— pare. 


Es ist dies die Kettenlinie (Catenaria), die so heiBt, weil eine an 
zwei Enden aufgehiingte homogene Kette die Form dieser Kurve 
annimmt (Huygens, Leibniz, Joh. Bernoulli, Act. Erud. 
1690ff.). Als Psewdokatenarien bezeichnet man nach E. Ceshro 
(Natiivl. Geom., 8. 17) die Kurven mit der Gleichungsform 


2 


8 R= =~. 
(8) ome 


Sie haben zwei doppelte asymptotische Punkte. Bemerkenswert 
ist die vom Scheitel ausgehende Evolvente der Kettenlinie, die 
sog. Traktrix. Es ist dies die Kurve, die ein schwerer Punkt P 
beschreibt, wenn er an einem Faden von der Linge p gezogen 
wird und das andere Ende des Fadens auf einer Geraden zu bleiben 
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gezwungen ist (Leibniz, Huygens 1693). Sie hat die natiir- 
liche Gleichung 


(9) ‘ R= pVerr—1, 


Auch fiir sie ist & - O¢ = const. Entsprechend heiBen die Kurven 
mit der Gleichung 


(10) R= pVi — elv 


Pseudotraktrizen. Sie sind die Evolventen der Pseudokatenarien 
in bezug auf den Scheitel und haben zwei asymptotische Kreise. 

Diejenigen Kurven, fiir welche das Verhiltnis R/O des 
Kriimmungsradius zur Normalen konstant ist, nennt man Ribaw- 
coursche Kurven (Joh. Bernoulli 1716; Ribaucour, Mém. 
cour. Ac. Brumelles 44 (1881), Kap. XIV). Man erhiilt sie als 
Ort des Poles einer Sinusspirale, wenn diese auf eimer Geraden 
rolit (Bonnet, J. de math. (1) 9, 97 (1844)). Ihre natiirliche 
Gleichung schreibt man gewéhnlich in der Form 


(11) eee vt 7 AR 


y—1 2a 
erin 


wo zwischen den Indizes », v der a: und Ribaucour- 
schen Kurve die Beziehung besteht n(1 — v) = 1+ v, wahrend 
b=(n+1)a/n und &/O7= 2/(v +1) ist. Man hat fir v= 
eine Zykloide, fiir v —— 2 eine Parabel, fiir v = — 3 eine Ketten- 
linie, fiir v = + 1 Kreis und Gerade und fiir v = -- 4 diejenige 
schiefe Astroide, bei der zweimal je zwei Spitzen und ein Knoten 
sich in einen Spitzpunkt vereinigen. Ladft man die Ribaucour- 
sche Kurve auf einer Geraden rollen, so hiillt ihre Leitlime, auf 
die sich die Linge von O7 bezieht, wieder eine Ribaucoursche 
Kurve vom Index (v — 1)/(v + 3) ein. 

Sinusspiralen und Ribaucoursche Kurven sind Glieder einer 
gréBeren Kurvenfamilie, die man Cesdrosche Kurven nennt 
(Cesaro, Nouv. Ann. math. (3) 7, 171 (1888) u. flgd. Bde.). 
Diese sind durch die Bedingung deer, dap der Kriimmungs- 
radius & proportional sein soll demjenigen vom Kurvenpunkt P 
aus gerechneten Normalenabschnitt 00, der durch die Polare TT von 
P in beeug auf einen festen Kreis (Leitkreis) abgeschnitten wird. 
Wird der Radius dieses Kreises Null, so ergeben sich die Sinus- 
spiralen, wird er unendlich, die Ribaucourschen Kurven. Die 
natiirliche Gleichung der Cesaroschen Kurven ist 
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(One c= s 


ie 
+1 


d . 
aa ios KR aan r2 (KR 5 
ees D(a ae) m—-1_y 
Fiir 7 = 0 enthalt diese Gleichung die zykloidalen Kurven, fir 
n = — 2 die Kegelschnitte. 

Man erhilt eine Reihe von Beziehungen zwischen den eben 
angegebenen Kurven mittels der folgenden Theoreme: Beschreibt 
der Punkt P in der Ebene der Kurve K, wenn diese auf einer Ge- 
raden G rollt, eime Kurve ®, so ist jeder Bogen von D gleich dem 
entsprechenden Bogen der Fuppunktskurve F von K in bezug auf P 
(J. Steiner, J. f. Math. 21, 101 (1840)). 

Der Pol P der FuBpunktskurve F einer Kurve K beschreibt, 
wenn F auf derjenigen Kurve ® abrollt, die von P beim Rollen 
von K auf emer Geraden erzeugt wird, eine Gerade G. 

Rollt ® auf F ab, so dreht sich die Gerade G immer um den 
in der Ebene von F festen Punkt P (Habich, Mathesis 2, 145 
(1882)). 


§ 7. Die Methode der Koordinatenverwandlung. 


Von den einfachen Gleichungen in w, y, die durch die Sub- 
stitution ~ = s, y = & bemerkenswerte Kurven ergeben, ist noch 
zu erwihnen die der gleichseitigen Hyperbel «wy = a?, 
die zur Entstehung der Klothotde mit der Gleichung 
Ch) Ao =a 
Veranlassung gibt (vgl. Fig. 10). Diese Kurve spielt in 
der Theorie der Lichtbrechung eine Rolle (Fresnel, Huvres 
completes, t. I, p. 319). In rechtwinkligen Koordinaten hat 
sie die Parameterdarstellung 


T t 
( ) a *cost a sin t 


2 pies Se (SORE ek Gp le ats 
Fig. 10. Ves. Ve Sage Va We 4 
0 0 


Geometrisch ist sie durch den folgenden Satz gekennzeichnet: 
Der Schwerpunkt eines beliebigen Bogens ist céuperer Ahnlichkeits- 
punkt der beiden Kriimmungskreise in den Endpunkten des Bogens 
(Cesaro, Now. Ann. math. (3) 5, 511 (1886)). AuBerdem ent- 
spricht der gewdhnlichen Kettenlinie y = pch(a/p) in natirlichen 
Koordinaten die Kurve mit der Gleichung 3 


(5) KR = pch(s/p) =4-p(e/? + e-/P). 
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Sie heiBt Kettenlinie gleichen Widerstandes; denn sie ist die 
Gleichgewichtsfigur eines Fadens, der an zwei Punkten aufgehiingt 
ist, dessen Dicke aber so variiert, daB er an jeder Stelle derselben 
Spannung unterworfen ist (Coriolis, J. de math. 1, 75 (1836)). 
Sie hat die Cartesische Gleichung 


(4) y = — plog cos (a/p) 
und wird geometrisch durch die Bedingung charakterisiert, daf 
die Projektion ihres Kriimmungsradius auf eine feste Gerade kon- 
stant ist. 

Setzt man in der Polargleichung der binomischen Spiralen 
¢@ = a6", von denen wir oben Beispiele gaben, oe = y, 0 = a/a, 
so erhalt man die binomischen Kurven mit der Cartesischen 
Gleichung 
(5) y= qi-” ae 
wo die Koordinatenachsen auch schiefwinkelig gedacht werden 
kénnen. Die Kurven haben dieselbe Ordnungs- und Klassenzahl 
und besitzen, wenn » rational und > 0, im Anfangspunkt und im 
unendlich Fernen je eine zur andern reziproke héhere Singularitat 
(Analyse bei Wiecleitner, Spez. Kurven, 8.331). Sie heiBen hdhere 
Parabeln; (so werden aber auch gelegentlich Kurven mit der Glei- 
chungsform 
(5a) y= ao" + Bar-1 +e. teat y 
bezeichnet). Fir <0 (hdhere Hyperbelm) liegen beide Singu- 
larititen im Unendlichen. Konstruktionen des Kriimmungsradius 
fiir die binomischen Kurven gaben Kosch und Dingeldey 
(Zschr. Math. Phys. 45, 165 (1900) u. 54, 89 (1906)). Die Qua- 
dratur dieser Kurven ist elementar, ihre Rektifikation nur, wenn 


wm=1+t os wo g eine ganze Zahl > 1 bedeutet; fir g = 2v 


sind sie algebraisch rektifizierbar. Als OE oe die Neilsche 
Parabel (Neil 1659) mit der Gleichung y =a * a”, die Evolute 
der Parabel, hervorzuheben. 

Unterwirft man eine binomische Kurve irgend einer Projektion 
und nimmt die Bilder der Koordinatenachsen und der unendlich 
fernen Geraden zu Seiten eines Koordinatendreiecks, so erhalt 
man die Gleichung 
(6) Hy? gh He” —= % (p+qa+r=0). 
Kurven mit dieser Gleichung, wo die Exponenten im allgemeinen 
als Irrationalzahlen gedacht sind, heiBen W-Kurven erster Art 
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(F. Klein u. 8. Lie, Math. Ann. 4, 50 (1871)). Ste sind die 
Bahnkurven der emgledrigen kontinuierlichen projektiven Trans- 
formationsgruppe, mit anderen Worten die Integralkurven der 
Differentialgleichung 


(7) dik, di, da, 


Ae, LOR ER, ~ Wie 


Ihr Verlauf ist durch einen iiber eine Koordinatenseite gespannten 
Bogen, der im Anfangs- und Endpunkt die beiden andern Koor- 
dinatenseiten beriihrt, gegeben. Der zweite Zug, der bei den Formen 
mit rationalen Exponenten sich anschlieBt, entsteht erst durch 
Beriicksichtigung negativer Koordinatenwerte oder zweier Vor- 
zeichen einer geraden Wurzel, was bei irrationalen Exponenten 
ausgeschlossen ist. 

Die W-Kurven zweiter Art geniigen einer Differential- 
gleichung der Form 


dw, da, da, 
(8) pe ei tan ae 


Sie sind Projektionen der sog. Hxponentialkurve oder logarith- 
mischen Linte (Descartes 1638; Torricelli 1644; Pardies 
1671; Huygens 1690) 


(9) y = ae. 


Diese Kurve ist elementar dadurch definiert, dap ihre Subtangente 
konstant ist. Fur die W-Kurven beider Arten gelten die Sitze: 
Jede Kurve ist m bezug auf einen Kegelschnitt, der sie beriihrt, zu 
sich selbst reziprok. 

Das Doppelverhilinis 0 des Beriihrungspunktes P einer Tan- 
gente T einer W-Kurve und der drei Schnittpunkie von T mit den 
Seiten des Fundamentaldreiecks ist konstant auf der ganzen Kurve; 
es ist gleich dem Doppelverhiltnis 0 der Tangente T der Kurve 
und der drei von ihrem Beriihrungspunkte P nach den Ecken des 
Grunddreiecks gehenden Geraden; derselbe Wert 6 = 0° ergtbt sich 
fiir alle W-Kurven desselben durch (7) oder (8) definierten 
Systems. 

Der Ort der Beriihrungspunkte aller von einem Punkte P an 
die W-Kurven eines Systems gehenden Tangenten, ebenso die Ein- 
hiillende der in den Schnittpunkten aller Kurven des Systems mit 
einer Geraden G gelegten Tangenten ist ein Kegelschnitt. 

Liegen zwei Eckpunkte des Koordinatendreiecks in den imagi- 
niren Kreispunkten, so werden die W-Kurven des Systems zu 
logarithmischen Spiralen mit konstantem Steigungswinkel. In der 
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Tat kann die Cartesische Gleichung der logarithmischen Spirale 
geschrieben werden 


(10) (w + iy)'** (a — iy)-* = const. (i = V— 1). 
Die Substitution « = s, y= & macht aus den binomischen 


Kurven (5) Pseudospiralen (Pirondini, J. Sc. math. Coimbra 
15, 145 (1905)) mit der Gleichung 


(10) KR = ai-" sr, 

Unter ihnen ist auBer der Klothoide (nm = — 1) noch die schon 
von K. Ch. F. Krause (Nov. theor. lin. curv., Miinchen 1835, S. 88) 
aufgestellte Antiloga fiir m = 2 bemerkenswert. 


Die W-Kurven erster Art stellen einen Grenzfall der sog. 
trianguldr-symmetrischen Kurven 


(11) 6,2," + 692," + 632%," —= 0 
dar fiir 6, + o,-+6,= 0 und m= 0 (de la Gournerie, Rech. 
sur les surf. reglées etc., Paris 1867, 196 ff.). Die Kurven(11) sind 


wieder Projektionen der Laméschen Kurven (Exam. des diff. meth. 
etc., Paris 1818, p. 105 ff.) 


(12) (=)" + (£)"=1. 


(Diskussion bei Teixeira, Tratado, p. 494 ff., Traité, t. II, 244 ff.) 
Aus den trianguliir-symmetrischen Kurven gehen ferner die Sinus- 
spiralen hervor, wenn zwei Hcken des Fundamentaldreiecks in die 
imaginiren Kreispunkte gelegt werden. Fiir die Kurven (11), bei 
denen m im allgemeinen als irrational vorausgesetzt ist, gilt der Satz: 

Sind D und OY’ zwei auf dasselbe Dreieck bezogene trianguldar- 
symmetrische Kurven, so ist die Einhiillende der geraden Polaren 
aller Punkte von ® in bezug auf ©’ wieder eine zum Dreieck ge- 
horige trianguldr-symmetrische Kurve. J 

Ferner ergibt sich der Satz von Jamet (Ann. Ee Norm. 
(3) 4, 19 (1887)): 

Beriihren sich zwei trianguldér-symmetrische Kurven desselben 
Fundamentaldreiecks in einem Punkte, so ist das Verhdltnis ihrer 
Kriimmungsradien in diesem Punkte (m — 1): (n — 1). 

Von bekannten Kurven gehéren hieher die projektive (baw. 
regulire) Astroide, die Evoluten der Mittelpunktkegelschnitte, die 
Kreuzkurve und Kohlenspitzenkurve, die Bernoullische Lemnis- 
kate sowie die Steinersche Hypozykloide. Diese ergibt sich fiir 
ein gleichseitiges Fundamentaldreieck mit dem Schwerpunkt als 
Einheitspunkt der Koordinaten und m = — $. 

Pascal, Repertorium. I. 2, Aufl. 31 
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Von besonderen Radialen (vgl. S. 451) verdienen Er- 
wihnung die Rosenkurven als Radialen der Zykloidalen, die 
Kampyla des Eudoxus als Radiale der Kettenlinie, die Kappakurve 
fiir die Traktrix und die Gerade fiir die Kettenlinie gleichen 
Widerstandes. Die Radialen der Mittelpunktskegelschnitte sind 
Kurven 6. Ordnung mit Spitzen in den unendlich fernen Punkten, 
die Radialen der Parabel rationale Kurven 3. Ordnung. Weitere 
Beispiele fiir Radialen, Mannheimsche Kurven und deren Ver- 
allgemeinerungen bei Santangelo, Pal. Rend. Circ. M. 29 (1910). 

Spezielle Arkuiden (vgl. S. 452) sind die schiefe (bzw. 
regulire) Astroide fiir die Zykloide als Grundkurve, die Parabel 

fiir die Kettenlinie, die 
Steinersche Hypozy- 
kloide fiir die regulaire 
Astroide, die Zykloide 
a= ————_ —— fir den Kreme 
@. 11. 
besonderem Interesse 
ist die Arkuide der logarithmischen Spirale, die von Késtlin 
(Mitt. math. V. Wiirtt.(2) 9, 21 (1907)) aufgestellt und Logarithmoide 
genannt wurde (vgl. Fig. 11). Ihre Gleichung in axialen Linien- 
koordinaten (w, q) ist 


(13) w= ce*?, 


Die Kurve ist eine Verallgemeinerung der Zykloide, wie die log- 
arithmische Spirale eine solche des Kreises ist. Sie besteht aus 
unendlich vielen zueinander éhnlichen, in bezug auf den Scheitel 
eines Winkels, der die ganze Kurve einschlieSt, ahnlich gelegenen 
Bogen, die mit Spitzen aneinander schlieBen. Uber den Scheitel 
des Winkels hinaus setzt sich die Kurve nicht fort. Rollt eine 
logarithmische Spirale auf einer Geraden, so hiillt gede durch ihren 
Pol gehende Gerade eine Logarithmoide ein. 

Die Katakaustiken der binomischen Kurven (5) fiir Strahlen 
parallel zu einer Achse sind Richtungskurven mit einer Rektifikations- 
achse. Zu jeder solchen Katakaustik gehéren zwei Grundkurven, 
speziell zur Tschirnhausenschen Kubik die gewdhnliche und 
die Neilsche Parabel (Késtlin, Diss.). Die Tangenten dieser 
Katakaustiken schneiden auf ihrer Rektifikationsachse vom Anfangs- 
punkt aus gerechnet Stiicke ab, die den von einem beliebigen 
Punkt an gemessenen Kurvenbogen proportional sind. Daher nennt 
man diese Kurven auch Verfolgungskurven der Geraden. Zum 
Schlusse sei erwihnt, daB die Substitution y—=s in der Gleichung 
der binomischen Kurven neve Kurven ergibt, die Ceskro (Now, 
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Amn. (3) 18, 103 (1894)) als Evoluten der Ribaucourschen 
Kurven erkannte. 

Zur Hinteilung der transzendenten Kurven hat Loria einen 
wichtigen Schritt getan (Prag. Ber. d. bihm. Ges. 1901). Er faBt 
alle Kurven, die einer algebraischen Differentialgleichung 1. Ord- 
nung uw” Grades 


(14) f(«, 9,52) SG) (2) =o 


gentigen, in eine Klasse, die der panalgebraischen Kurven, 2u- 
sammen, zu der natiirlich auch alle algebraischen Kurven gehéren. 
Jede Gleichung (14) stellt aber ein System von Kurven dar, das 
zwei Charakteristiken w, v hat, von denen uw die Anzahl] der durch 
jeden Punkt der Ebene gehenden, v die Anzahl der jede Gerade 
der Ebene beriihrenden Kurven des Systems bedeutet. Diese 
Charakteristiken hat Loria in seinem Buche (Spe. Kurven) fiir jede 
panalgebraische Kurve angegeben. Unter den von uns besprochenen 
Kurven sind nur die Pseudospiralen, die Kettenlinie gleichen 
Widerstandes und die allgemeinen Cesaroschen Kurven nicht 
panalgebraisch, 


Bil 
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Ebene Differentialgeometrie. 
Von H. Liebmann in Leipzig. 


§ 1. Tangenten, Asymptoten, Normale. 


Die analytischen Differentialoperationen hangen davon ab, 
in welcher Form die Kurve analytisch gegeben ist. Die ebenen 
Kurven lassen sich, wenn x und y die Koordinaten eines Kurven- 
punktes sind, in dreifacher Weise darstellen: 

a) x und y sind als Funktionen eines Parameters gegeben 


a=a(t), y=yl(d), 
z.B. = a(t —sint), y=a(1— cost) (Zykloide), 
b) y ist als Funktion von x gegeben, was sich fiir x =t¢ 
aus a) ergibt: 
y = f(2) 


z. B. y = sin x (Sinuslinie). 

c) Es wird allgemeiner gefordert, daB eine Funktion von , y 
verschwindet: 

F(a, y) =0. 

Dies ist der gewohnliche Fall algebraischer Kurvengleichungen. 
Die Zangente der Kurve im Punkte P(x, y) ist die Grenzlage einer 
Sekante durch P(x, y), wenn ihr zweiter Schnittpunkt P, mit 
der Kurve sich dem Punkte P(#, y) unbegrenzt nihert. 

Sind &, » die Koordinaten eines Punktes auf der Tangente, 
so ist fiir die drei Darstellungsformen die Tangentengleichung: 


a) (§—2)%—-@—y) =o, 
b) (§—2) S%— (yy) =0, 


dix 


c) (§— 2) aL N)Ge= 0. 
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Fir die Normale, d.h. die auf der Tangente im Berithrungs- 
punkt senkrecht stehende Gerade, folgt entsprechend 


: d d 
a) (6-2) + (n—y) 3% =0, 


b) —2)+ 2% ~m—y=0, 
°) (G2) -@ -y) F = 


Die Linge t der Tangente vom Bertihrungspunkt bis zum 
Schnittpunkt mit der w-Achse ist fiir die Darstellungsform b): 


ru L Vip? 
die Projektion von 1 auf die 2-Achse (Subtangente) 
t= eye 
Die Linge v der Normale vom Kurvenpunkt bis zur a-Achse ist 
—yVit ys 
die Projektion von v auf die z-Achse (Suwbnormale) 
Y= YY 
Ist O der Koordinatenanfang, P der Kurvenpunkt, und 


schneiden Tangente und Normale den auf OP senkrechten Strahl 
durch O in 7 und JN, so ist, in Polarkoordinaten r, m ausgedriickt, 


2 
PL = rV1 + 7? (57) (Polartangente), 


TRIER 
jee Vr ais (=) (Polarnormale) , 


OT=r = (Polarsubtangente) , 
ON = a (Polarsubnormale). 


Konstruktion der Tangente. In vielen Fallen, namentlich bei 
solchen Kurven, die durch Beziehungen zwischen Abstinden von 
festen Punkten oder Geraden, oder auch kinematisch definiert sind, 
kann die Tangente durch infinitesimale Betrachtungen konstruiert 
werden. Fiir sehr viele Kurven haben bereits Descartes, Huy- 
gens, Fermat u. a, Tangentenkonstruktionen angegeben (vgl. 
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M. Cantor, Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik Il, 2. Aut. 
Leipzig 1900, S. 555ff.). 

In iihnlicher Weise wie bei der Ellipse kann die Tangente 
bei den Cassinischen Kurven konstruiert werden, welche dadurch 
definiert sind, daB das Produkt der Abstinde eines Kurvenpunktes 
von zwei festen Brennpunkten konstant ist, also 

1° = A, 
ebenso bei den Kurven, fiir die 

7°12” =K, 
und allgemeineren Kurven. 

Ein Beispiel einer kinematischen Konstruktion gibt die Zykloide, 
nimlich die Bahn eines Punktes P auf der Peripherie eines 
Kreises, der auf einer Geraden abrollt. Ist 7’ der augenblickliche 
Beriihrungspunkt des Kreises mit der Geraden, so kann seine 
Momentanbewegung als Drehung um 7’ aufgefaBt werden, die 
Tangente steht daher auf PZ’ senkrecht. 

Dieselbe Konstruktion gilt allgemein fir Rollkurven, d. h. fir 
die Bahn eines Punktes P, der mit einer starren, auf einer festen 
Kurve abrollenden Kurve starr verbunden ist. Uber Rollkurven 
(vgl. Kap. XXI, § 5) siehe G. Loria, Spezielle algebraische und 
transzendente Kurven, deutsch von Schiitte, Leipzig 1902, 8. 461 
(im folgenden zitiert mit Loria-Schiitte). Ferner E.Wélffing, 
Mathematischer Biicherschatz 1, Leipzig 1903, 8. 330 (zitiert mit 
Wolffing). 

Die Fufpunktkurven (Kap. XXI, § 3) sind definiert als Ort 
der Fu8punkte P der auf die Tangenten ¢ einer gegebenen Kurve 
von einem festen Pol O gefallten Lote. Ist 7 der momentane 
Beriihrungspunkt von ¢, so besteht die Momentanbewegung von ¢ 
in einer Drehung um 7. Hieraus folgt, daB der tiber O7' als 
Durchmesser konstruierte Kreis die Fu8punktkurve in P beriihrt. 

Weitere Literatur iiber die Tangentenkonstruktion findet sich 
bei H. v. Mangoldt, Anwendung der Differential- und Integral- 
rechnung auf Kurven und Fldchen, Math. Encyklopddie Il D 1, 2 
(im folgenden zitiert mit Mangoldt). 

Asymptoten. Erstreckt sich die Kurve ins Unendliche, wird 
also in der (Darstellungsform a) fiir einen bestimmten Wert ¢ von t 
mindestens eine der beiden Funktionen x(t), y(f) unendlich, so 
kann dabei doch die Tangente, wenn der Beriihrungspunkt P 
auf dem betreffenden Ast in unendliche Entfernung riickt, eine 
bestimmte Grenzlage erreichen (vgl. Kap. XX, § 1). Dann 


’ 
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muB erstens die Richtung der Tangente und zweitens ihr Abstand 
von einem beliebigen festen Punkt einer bestimmten Grenzlage 
zustreben, 
Bei der Hyperbel «= acht, y = bsht ist die Tangenten- 
gleichung 
g n sht 1 
Seb cata chic e 


Ol 


Fir ¢=o0o wird cht = oo, sht=oo und sht:cht=1, die 
Tangentengleichung lautet dann 


dies ist die Gleichung der Asymptote. 


Bei der Parabel nihert sich wohl die Richtung der Tangente 
einer bestimmten Grenze, némlich der Achsenrichtung, nicht aber 


die Lage. 
Umgekehrt gibt es Kurven, die, wie die logarithmische Spirale 
r=ae? fir p= —o, r=0, einen asymptotischen Punkt be- 


sitzen, in dem die Richtung der Tangente unbestimmt wird, oder 
einen asymptotischen Kreis, dem sie sich unbegrenzt nihern, so 
daB wohl fiir den Abstand der Tangente vom Mittelpunkt dieses 
Kreises ein bestimmter Grenzwert existiert, nimlich der Radius 
dieses Kreises, nicht aber fiir die Richtung. 

Uber Asymptoten vgl. v. Mangoldt, S. 16—18; ferner 
iiber asymptotische Punkte und Kreise Cesaro, Vorlesungen tiber 
natiirliche Geometric, tibers. von G. Kowalewski, Leipzig 1901, 
im folgenden zitiert mit Cesaro (S. 11ff). 

Singularitdten. Solange x und y analytische Funktionen von 
t in der Umgebung der betrachteten Stelle sind, erhalt man stets 
eine bestimmte Tangente an dieser Stelle. Durch Drehung des 
Koordinatensystems kann immer erreicht werden, daB die w- Achse 
die Tangente wird. Dann beginnt y mit Gliedern héherer Ord- 
nung als x. In einem gewéhnlichen Punkt beginnt # mit einem 
Glied 1., y mit einem Glied 2. Ordnung, und der betreffende 
Kurvenast liegt in der Umgebung des Punktes nur auf einer Seite 
der Normale. 

Lautet die Entwicklung, indem man fiir die betreffende Stelle 


der Hinfachheit wegen ¢ = O wihlt, 
e=at+---,y=bP+--., 


so durchsetzt die Kurve die Tangente und sie ist eine Wende- 
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tangente, ihr Beriihrungspunkt ein Wendepunkt. Hine Entwicklung 
gc=alt---,y=bP@4+--- 


gibt eine Spitze oder einen Riickkehrpunkt; der Kurvenast hegt 
zu beiden Seiten der Riickkehrtangente y = O, aber nur auf einer 
Seite der Normale x = 0. Bei der Schnabelspitze 


e=al+---,y=dbt+..-- 


liegt der Kurvenast nur auf einer Seite der Tangente und nur 
auf einer Seite der Normale (vgl. Kap. XII, § 10). 

Durch einen Punkt kénnen mehrere Kurveniste laufen, ohne 
daB dort der einzelne Ast eine Singularitit besitzt. Ward dieser 
Punkt zum Koordinatenanfang gewihlt, so enthalt in der dritten 
Darstellungsform F' kein Glied 1. Ordnung, z. B. bei der Lemniskate 


(a? + y?)? — 2a? (a? — y*) = 0. 
Der Richtungswinkel m der Tangente wird dann gefunden, 


indem man 4 =7 cosy, y= Yr sing, r = O setzt, z. B. wird die 
Lemniskatengleichung in Polarkoordinaten 


r? — 2a® (cos?@ — sin?) = 0, 
macht man darin r = O, so ergibt sich 


bi 37 
A arma ef A 


Uber die Tangentenbestimmung vgl. auch: R. v. Lilienthal, 
Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I, 1ff., Leipzig 1908 (zitiert 
mit Lilienthal). 


§ 2. Beritihrung héherer Ordnung zwischen zwei Kurven. 
Kriimmungskreis, Evolute, Evolvente. 


1. Berithrungen. Zwei Kurven y = f(x), y = 9 (2) beriihren 
einander in einem Punkt 2, y zur n®”” Ordnung oder haben n+ 1 
benachbarte Punkte gemein, wenn in diesem Punkt 


f(x) = 9 (@), F(@) =9'(@),-.- FO@) = 9@) 
wird, dagegen 
fOr D(a) = gee (x) ; 

2. Kriimmungskreis, Kriimmungsmittelpunkt. Durch einen 
reguliren Punkt der Kurve geht ein in 2. Ordnung beriihrender 
(oskulierender) Kreis, der Kriimmungskreis, eine in 3. Ordnung 
bertihrende Parubel, deren durch P gehender Durchmesser die 
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Deviationsachse heiBt (A. Transon, Recherche sur la courbure 
des lignes et des surfaces, Journ. ae Mathém. 6, 191 (1841)), 
ferner ein in 5. Ordnung beriihrender Kegelschnitt usw. In be- 
sonderen Punkten kann es eintreten, daB eine solche Kurve in 
héherer als der angegebenen Grins berithrt (Scheitelpunkte, 
parabolische Punkte, sextaktische Punkte). 

Die allgemeinste Definition des Kriimmungskreises hat 
H. A. Schwarz aufgestellt und durch Erweiterung des Mittel- 
wertsatzes verwendbar gemacht. 

Gegeben sind auf einer Kurve drei Punkte P,P, P;, durch 
die ein Kreis gelegt wird. Aus diesem Kreis wird der Kriimmungs- 
kreis der Kurve in P, wenn P,, P,, Ps sich nach beliebigem Gesetz 
dem Punkte P unbegrenzt ndhern (H. A. Schwarz, Annali di mat., 
(2) 10, 129 (1880), Ges. Abhandlungen II, Berlin 1890, S. 296). 

Der Mittelpunkt M des Kriimmungskreises (Kriimmungs- 
mittelpunkt) ist die Grenzlage des Schnittes zweier benachbarten 
Normalen. Mist zugleich Drehungsmittelpunkt (Lilienthal, 8.11), 
d. h. es gibt eine bestimmte Drehung, welche einen Kurvenpunkt 
P und die eine Halbtangente mit einem benachbarten Punkt P, 
und der entsprechenden Halbtangente zur Deckung bringt. MW ist 
die Grenzlage dieses Punktes, wenn P, mit P zusammenfiallt. 

Bei der Darstellung a) werden die Koordinaten des Kriim- 
mungsmittelpunkts: 

Petia’ wey" 

g=x Nr te mate poe 
und der Kriimmungsradius, d. h. der Radius @ des Kriimmungs- 
kreises 


cea D 
ot y ‘aul y a’ 
Bei der Darstellung b) spezialisieren sich diese Werte zu 
3 
oye ink vag) ae 
Q eat y 


&= x — LEY ant 


Bei der Darstellung ¢) oder auch wenn die Kurve durch die Diffe- 
rentialgleichung erster ete 


¥(e,y) — 4%. X(#,y) =0 


definiert ist, gilt folgende ice ae in der (m, ) den Winkel 
der Normale gegen die x-Achse, (, y) den Winkel gegen die 
y-Achse bedeutet: 
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: cos (n, @) Vie Site ee cos (n, Y) 
5 = 2 —~ 7 eos (n, x) dcos(n,y)’ ame Geos (n, 2) , Geos (m, ¥)’ 
Ox zr Oy Cx oy 
dcos(n, 2%) , Ocos(n, y) 
= Ox Oy 


Ist die Kurve in Polarkoordinaten gegeben, so wird fir 
Oth” Myre Oe. 
ag) "ag , 
(r? 93)? 
oe a oe rr 
Der reziproke Kriimmungsradius heiBt die Kriimmung und 
wird auch durch folgende zyklische Abbildung gewonnen: Man 
ziehe von einem festen Punkt O aus die Parallelen OT7,, OT),... 
zu den Tangenten in P,, P,,...; Z;, 7,,... seien ihre Schnittpunkte 
mit dem um OQ als Mittelpunkt beschriebenen Hinheitskreis. Der 
Grenzwert des Quotienten 41: 4s, wobei 4t der Bogen auf dem 
Kreis, also der Winkel der Tangenten (Kontingenzwinkel) und 4s 
der Kurvenbogen P, P, ist, wird die Kriimmung, also ist 


ds a ; 


o= 


Historisches tiber diese Begriffe bei v. Mangoldt, 8. 14 ff. sowie 
Wélffing, 8. 325. 

Der Kriimmungskreis beriihrt die Kurve und durchdringt sie 
dabei im allgemeinen; nur in den Scheitelpunkten, wo eine Be- 
riihrung dritter oder héherer ungerader Ordnung eintritt und auf 
jeden Fall unter Voraussetzung der Darstellungsform b) 


8y/y” eh y el aL y”) = (6) 
ist, liegt er in der Umgebung des Punktes auf derselben Seite 


der Kurve. 
In den Wendepunkten, fiir die 
a) vy’ —ye2”"=0 oderb) y”=0 
wird, ist die Kriimmung Null; in einer gewéhnlichen Spitze 
ist es der Kriimmungsradius, nicht dagegen in einer Schnabel- 
Spitze. 

Hat eine Kurve einen asymptotischen Kreis, so nihert sich g, 
je mehr die Kurve dem Kreis sich nihert, dem Radius desselben, 
und M seinem Mittelpunkt (Cesaro, S. 23). M und e (= PM) 
kann, vor allem bei kinematisch definierten Kurven, oft einfach 
durch Grenzbetrachtung als Schnitt zweier benachbarten Normalen 
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gefunden werden. Bei der Zykloide z. B. liegt der Kriimmungs- 
mittelpunkt M auf der Normale im doppelten Abstand wie der 
momentane Beriihrungspunkt 7 des rollenden Kreises und der 
geradlinigen Bahn. 

Uber weitere Konstruktionen auf kinematischer Grundlage 
vgl. die Angaben bei v. Mangoldt, S. 36ff.; ferner Rohn- 
Papperitz, Darstellende Geometrie I, 3. ante Leipzig 1906, 
5. 229—238. 

3. Evoluten. Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte M (£, 7) 
heif®t die Evolute der gegebenen Kurve. Die Normale der ge- 
gebenen Kurve in P ist Tangente der Evolute in MM, die Bogen- 
lange MM, der Evolute ist gleich der Differenz der Kriimmungs- 
radien 0 = PM und o, = PM. 

Die Normale der gegebenen Kurve in einem Wendepunkt 
ist Asymptote der Evolute, einem Scheitelpunkt entspricht eine 
Spitze, eine Schnabelspitze wieder eine Schnabelspitze. 

Beispiele von Evoluten. Fiir die Hlipse x =a cost, y= b sint 


2) 72 cares 
ist die Evolute & = came cos*t, 4 = eee sin*¢, eine Kurve 
6. Ordnung mit vier Spitzen, die auf den Hauptachsen der Ellipse 
liegen und diese zu Riickkehrtangenten haben. 

Fir die Hyperbel « = acht, y = bsht ist die Evolute: 


2 2 2 2 
a a a oe Lea, 
a a 
Fiir die Parabel 2px = #, y =¢ ist die Hvolute: 
pemasslacig! Loree BSA 
Ss 2p ’ | p* z 


woraus 
8 (§ — p) — 27p7? = 0 (Neilsche Parabel). 


Fiir die logarithmische Spirale « = ae’ cost, y = ae’ sint 
wird die Evolute & = — cy, 7 = ca wieder eine logarithmische 
Spirale mit demselben asymptotischen Punkt. 

Die Zykloide « = a(t — sint), y =a (1— vost) liefert die 
Evolute 
g=a(t+sint), » —a(—1-+ cos), 


also wieder eine der ersten kongruente und um eine halbe Periode 


verschobene Zykloide. 
Uber Evoluten vgl. Loria-Schitte, 8. 609, 614; W6lf- 
‘ing, 0. 329: v. Lilienthal, S. 24. ther Evoluten als Hiill- 


kurven vel. § ie 
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4. Evolwenten. Die Grundkurve entsteht riickwarts aus der 
Evolute als Bahn eines Punktes der auf der Evolute abrollenden 
Tangente, oder als Bahn eines Punktes von einem Faden, der um 
die Evolute gelegt ist, und, straff angezogen, von ihr fortgenommen 
wird; sie heiBt die Hvolvente der Eyolute. Zu einer Kurve gehéren, 
je nach der Wahl von P, verschiedene Evolventen, welche gemein- 
same Normale und konstanten Normalabstand haben (Parallel- 
kurven). Der Kriimmungsmittelpunkt fiir alle Punkte der ver- 
schiedenen Evolventen auf einer Tangente der Grundkurve ist 
der Beriihrungspunkt der Grundkurve (vgl. Loria-Schiitte, 
S. 643; Lilienthal, S. 41, 155, 163; Wélffing, S. 329). 

Trégt man von einem festen Punkt O aus die Kriimmungs- 
radien einer Kurve der Gré8e und Richtung nach auf, so heiBt 
der Ort der Endpunkte Radiale (Tucker, Radial Curves, Proc. 
London Math. Soc. 1 (1865), vgl. auch Loria-Schitte, S. 652). 
Der Inhalt der Radiale zwischen zwei Radien ist gleich dem des 
Vierecks, das von Evolute, Evolvente und den entsprechenden 
Kriimmungsradien begrenzt wird (vgl. P. Ernst, Die Radiale einer 
ebenen Kurve, Archiv f. Math. (8) 14, 94 (1909)). 


§ 3. Natiirliche Geometrie. Differentialinvarianten. 


1. Natirliche Koordinaten. Verwendet man Koordinaten, 
welche auf ein in der Ebene festes Gebilde Bezug nehmen, also 
z. B. rechtwinklige Koordinaten oder Polarkoordinaten, so bringt 
man damit Gréfen in die Untersuchung, die mit der betrachteten 
Kurve an sich nichts zu tun haben, auch weisen Kurven von ein- 
fachem geometrischen Erzeugungsgesetz dann mitunter recht kom- 
plizierte Gleichungen auf. Diesem Ubelstand sucht die natiirliche 
Geometrie abzuhelfen, indem sie GréBen einfiihrt, welche damit 
weniger oder gar nicht behaftet sind, z. B. 


s (Bogenliinge) und + (Richtungswinkel der Normale) 
oder 

s (Bogenlinge) und @ (Kriimmungsradius) (Cesaro) 
oder ‘ a 

k= : (Kriimmung) und a 


(Scheffers, Anwendung der Differential- und Integralrechnung 
auf Geometrie I, 52, Leipzig 1901, im folgenden zitiert als 
Scheffers I). 

Die Fragestellung der natiirlichen Geometrie ist zuerst von 
dem Philosophen K. C. F. Krause (De philosophiae et matheseos 
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ratione earumque imtima conjunctione, Diss. Jena 1802) aufge- 
worfen worden; der wahre mathematische Grund fiir die ganze 
Forschungsrichtung ist, daB die Rechnung mit GréBen, welche bei 
Bewegung Invarianten sind, eben am besten Aufschlu8 gibt tiber 
innere d. h. bei Bewegung invariante Eigenschaften der Kurven 
(vgl. Wélffing, Bericht iiber den gegenwartigen Stand der Lehre 
von den natiirlichen Koordinaten, Bibliotheca mathematica 1, 142 
(1900)). 

Die natiirliche Gleichung (in s und @) kann gefunden werden, 
indem man s und g fir sich als Funktionen des Parameters ¢ 
berechnet. 


So ergibt sich z. B. bei der Zykloide s = 4a (1 — cos =) 


o=4a sins, und daraus folgt die natiirliche Gleichung 
eo’ + (s — 4a)? = 16a? 
oder bei Verlegung des Anfangspunktes von s 
o? + s? = 16a’. 


Weniger einfach werden aber die natiirlichen Gleichungen 
eines Mittelpwnktskegelschnittes mit den Halbachsen a, b 


sf oo de Pe 
3 42 (OeVEHT (2e\} 2 
J VE= CLG 1 
(Cesaro, p. 46). Fihrt man die Kriimmungsradien 0,, 09, ... 
der ersten, zweiten,... Evolute ein, so erhilt man die einfachere 
natiirliche Gleichung 
459010, — 90°05 — 36079, — 409,° = 0 
und fiir die Parabel 
907 + 40,” — 390, = 0 

(Curran Skarp, On the successive evolutes of a curve, Mess. of 
Math. 9,, 95 Seaey Die zykloidalen Kurven haben dann die 
Gleichung eo, — = 0 (Cesaro, Remarques sur Vosculation, 
Nouv. Ann. (2) 19, "143 (1880)). 

Dp eceterlicic Gleichung der Evolute (s,,0,) bekommt man 
durch Elimination von s aus 


de 
Syne 5 Cis Ga Pe: 


(Cesaro, p. 34), wenn s und g sich auf die Grundkurve beziehen. 
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Die natiirliche Gleichung der FuBpunktkurve (s’, 9°) erhalt 
man, wenn r den Abstand des Kurvenpunkts P vom Ausgangs- 
punkt O der Lote, @ den Winkel der Tangente in P mit r be- 
zeichnet, durch Elimination von s aus den Gleichungen: 


; bap PET i 
Paarl has 55 0 ™ 97 —osind 


(Cesaro, p. 30). Hieraus ergibt sich, daB der Krimmungsmittel- 
punkt MW’ der FuSpunktkurve auf der Geraden liegt, welche P 
mit der Projektion M, des Kriimmungsmittelpunktes M der Grund- 
kurve auf OP verbindet. J’ kann also konstruiert werden, da VU, 
auf der bereits konstruierten Normale (§ 1) liegt. 

Fir Rollkurven ergibt sich die natiirliche Gleichung durch ~ 
Elimination von s aus 


; r 1 1 R a 1 
v= fyas, po a gee? R=— + — 


(Cesaro, p. 82). Hierin ist 9 der Kriimmungsradius der Basis- 
kurve K, 0, der der abgerollten Kurve (K,) im momentanen Be- 
riihrungspunkt 7’, 7’P, = r der Abstand dieses Bertthrungspunktes 
von dem mit Ky fest verbundenen Punkt P,, dessen Bahn gesucht 
ist, p der Abstand des Punktes P, von der gemeinsamen Tangente 
beider Kurven in 7’ 

Uber Rollkurven hat Steiner folgenden Satz bewiesen: Jeder 
Bogen einer Rollkurve mit geradliniger Basis ist gleich dem ent- 
sprechenden Bogen der Fufpunktkurve der bewcglichen Kurve in 
bezwg auf den erzeugenden Punkt (Steiner, Uber Kriimmungs- 
schwerpunkte ebener Kurven, J. f. Math. 21, 33, 101, 1838; 
Werke II, 97°. 

Der Satz von Habich lautet: 

Wenn bei der Abrollung eimer Kurve auf emer Geraden ein 
in der Ebene der Kurve fester Punkt P die Rollkurve (P) be- 
schreibt, so api die Fufpunktkurve der ersten Kurve in bezug auf 
P, wenn sie sich auf (P) abwickelt, den Punkt P eine Gerade be- 
schreiben (vgl. Cesaro, p. 90). 

2. Die Differentialinvarianten einer ebenen Kurve. Scheffers 
zeigt (Scheffers I, 51ff.), daB alle Kurven, welche dieselbe 
natiirliche Gleichung 

a o®) %) 
erftillen, einander kongruent sind. Als Differentialinvariante einer 
Kurve y = f(x) gegeniiber der Gruppe der Bewegungen werden 
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diejenigen Funktionen J (x, y, y’, y” ...) bezeichnet, welche bei 
der Transformation der rechtwinkligen Koordinaten oder bei Be- 
wegungen ihren Wert nicht aéndern. Diese lassen sich auf gewisse 
wesentliche Differentialinvarianten reduzieren. Als solche kann man 
eine der folgenden Reihen nehmen (Scheffers I, 50): 


1 ak ath 


Qy Glee ® 0) aaae ar? 
7 dk ak 
TAGs? Ghee ? 
de d’o 
Co Gs? ds? - 


Die zweite Reihe beginnt mit dem Kriimmungsradius und 
wird gebildet aus den Kriimmungsradien der ersten und der 
hoheren Evoluten. 

Uber die Ableitung der Kongruenz aus der Identitét der 
Differentialinvarianten zweier Kurven vgl. die kritischen Bemer- 
kungen von Study, Math. Ver. 1908, 8. 125—142. 


§ 4. Kurvenscharen. Hinhiillende Kurve. Striktionslinie. 


Ist in der Ebene eine einfach unendliche Kurvenschar ge- 
geben durch die Gleichung 


ip (x Ys 2) soe Os 
in der ¢ von Kurve zu Kurve variiert, so gibt es eine gemeinsame 
Beriihrungskurve, wenn die Gleichungen 
f(a, y, ¢) = 9, = 0 
eine reelle Lésung 
w=a(c), y=y(e) 
Ofte Oh ; 


besitzen, fiir die as und ay nicht gleichzeitig verschwinden. 
Diese Kurve beriihrt die Einzelkurven der Schar in der n‘** 

Ord BoC eR Os auch noch en se Nalin 
rdnung, wenn auger ~~ = auch noch 773, Ae i 


nicht dagegen a Wenn ungerade ist, dann ist die Kurve 
wirklich Hinhiillende, ist n gerade, dann durchdringt sie bertihrend 
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die Einzelkurven der Schar. So durchdringt z. B. jede Kurve die 
Schar ihrer Kriimmungskreise (Lilienthal, 8. 74). 

Eine einfach unendliche Schar von Geraden, die weder ein- 
ander parallel sind, noch ein und denselben Punkt gemein haben, 
besitzt eine Hinhiillende. 

Als Beispiele solcher Geradenscharen nennen wir die Normalen 
einer Kurve, welche die Evolute einhiillen, oder die unter dem 
Winkel « gegen die Tangente von der Kurve ausgehenden Strahlen, 
welche eine Evolutoide einhiillen, oder die Geraden, welche aus 
einer gegebenen Geradenschar hervorgehen, wenn sie an einer 
Kurve I" gespiegelt oder gebrochen werden. Sie umhiillen die 
Brennlinie (die bei Spiegelung Katakaustika, bei Brechung Dia- 
kaustika genannt wird). Brennlinien sind zuerst von Johann 
Bernoulli untersucht: Lineae cycloidales, evolutae, antevolutae, 
causticae, anticausticae, pericausticae, Acta erud. Mai 1692. Siehe 
Loria-Schiitte, S.662ff., wo sich viele Literaturangaben finden, 
und auch Lilienthal, 8. 77ff. 

Aus der Lehre von den Brennlinien seien folgende Sitze 
herausgegriffen : 

Ist M (&, ») ein Pumkt der spiegelnden Kurve und C das 
zugehirige Kriimmungszentrum, so findet man den entsprechenden 
Punkt P (x, y) der Brennlinie fiir parallele Strahlen, indem man 
den Mittelpunkt der Strecke MC auf den reflektierten Strahl pro- 
jeiert. 

Die Kaustika B einer beliebigen (spiegelnden oder brechenden) 
Kurve I" fiir solche Strahlen, die eine Kurve A beriihren (oder zu 
einer Kurve A’, der Evolvente von A, normal sind), ist die Evo- 
lute einer Kurve B’, welche die Enveloppe der unendlich vielen 
Kreise K ist, deren Mittelpunkte auf der Kurve I liegen und deren 
Radien zu den Absttnden der Mittelpunkte von den entsprechenden 
Punkten der Kurve A’ in einem konstanten Verhdiltnis stehen, nim- 
lich dem des Sinus des Hinfallwinkels zu dem Sinus des Brechungs- 
winkels (Gergonne, Sur les caustiques planes, Annales de Mathém. 
15 (1824). 

Uber die Bestimmung der Beriihrungskurve der Kurven 
v = const. in dem Fall, wo die Kurven durch Gleichungen 


“= 2(u, v), y =y(u, v) 
gegeben sind, vgl. Lilienthal, 8. 85-95. 
Die senkrechten Durchdringungskurven einer Kurvenschar 
haben in den Punkten der EHinhiillenden dieser Schar Spitzen, 
doch gilt die Umkehrung dieses Satzes nicht (Lilienthal, 8. 95). 
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Striktionslinie einer Kurvenschar heiBt diejenige Kurve, lings 
deren die Normalabstinde benachbarter Kurven ein Moximum 
(Stauungslinie) oder Minimum (Einschniirungslinie) werden 
(Lilienthal, S. 96—106). 


BS Y (a, y)dy — X(a, y)dy =0 


die Differentialgleichung der Kurvenschar, so ist die Differential- 
gleichung fiir die Striktionslinie 

Oe Ok 

mK +5; 

Im allgemeinen schneidet die Striktionslinie die Kurvenschar 

senkrecht, doch ist z. B. fiir die Schar der Kriimmungskreise einer 

Kurve diese Kurve Striktionslinie, beriihrt aber die Kurvenschar. 


aY ox 
204 gO 
)+x ayo: Ox Or 


§ 5. Kurvennetze in der Ebene. Abbildungsaufgaben. 


Fiihrt man durch die Gleichungen 
ares Kt (u, v), Yi p (u, v) 


in der Ebene krummlinige Koordinaten u, v ein, so verwandelt 
sich der Ausdruck fiir das Quadrat des Bogenelementes fiir 


0g Oy 
D,, = ay » => Gi USW. 


ds? = da? + dy? = 

(9.7 + 7) du? + 2 (py Py + Puy) dude + (p," + Hy") de®. 

Der Winkel zwischen den durch einen Punkt gehenden Linien 
u = const. und v = const. ist gegeben durch 
Puyo — VuPo 
Pury + PoPr’ 
die Bedingung des Senkrechtstehens ist also 

PuPu + Pot, = 0. 

Ist sie fiir alle Kurven « = const., v = const. erftillt, so 


spricht man von einem Orthogonalsystem. 
Der Inhalt eines Ebenenstiickes ist durch das Doppelintegral 


f fasay -{f dt dv (Py, — PoP) 


ausgedriickt. Im Fall des Orthogonalsystems wird hieraus 


| frew= fauavrVen +, Vv,2 a 


Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 


in 


tang y = 
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Es wird z. B. in Polarkoordinaten (r, 9) 


ds? = dr? + rdg’, [fava =f frarays 


in den elliptischen Koordinaten (A,, 42), welche die stets reellen 
Wurzeln der Gleichung 

ed y? 
PIE I Le 
sind, wobei xz, y die Koordinaten des darzustellenden Punktes be- 
deuten, 


re a = Ay) 


1 


( di,? ay di,? )- 
(a? + 4,)(B* +4.) (a? +4) 0? +4) 

Ein orthogonales Kurvennetz hei®t isotherm, wenn es méglich 
ist, statt w eine solche Funktion u, von wu, statt v eine solche 
Funktion v, von v einzufiihren, daB das Quadrat des Bogen- 
elementes die Form bekommt 

ds? = Q(u,,0,) (du,? + dv,*), 
d. h. die Kurven des Systems so anzuordnen, da8 die Ebene durch 
sie in infinitesimale Quadrate zerlegt wird. Der Ausdruck isotherm 
wurde zuerst von Lamé in den Annales de Chimie et de Physique 
53, 195 (1833) gebraucht. 

Die Polarkoordinaten 7, m werden isotherm, wenn man statt 
ry einfihrt 

u = logr. 
Vgl. z. B. Scheffers I, 124 ff. 

Die Kurven (#, 7) lassen sich allgemeiner in ein rhombisches 
Netz anordnen, wenn es méglich ist, solche Funktionen « (w) 
und 8 (v) zu bestimmen, daB 


a®(u) (p.2 + du") — Be) (p,? + H-") = 0 


wird. Es bilden dann die Kurven 


du dv 
u, = ge AO ee const., 0, = ue const. 

das rhombische Netz (vgl. Scheffers I, 113ff.). 

Deutet man in den Gleichungen x = p(w, v), y= WU, Vv) 
u und v als rechtwinklige Koordinaten in einer zweiten Ebene, so 
stellen sie eine Abbildung dar. 

Man erhilt eine winkeltreue (in den kleinsten Teilen dhmliche, 
konforme) Abbildung, indem man # dem reellen, y dem imaginiren 
Teil einer komplexen Funktion von u + iv gleichsetzt. Die Be- 
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zeichnung konform rihrt von GauB her, Gott. Abh. Il, 1844, 
Werke IV, 262, die Verdeutschung winkeltrew von Breusing. 

Die Lehre von der konformen Abbildung der Ebene gehért 
der :Theorie der komplexen Funktionen an. Wir verweisen auf 
G. Holzmiiller, Einfiihrung in die Theorie der isogonalen Ver- 
wandischaften und der konformen Abbildungen, Leipzig 1892, 
sowie auf die Literaturangaben bei Wélffing, S. 355f. 

Bei der fldchentreuen (dquivalenten) Abbildung wird gefordert, 
daB der Flacheninhalt ungeiindert bleibt, also 


f facay =f fauav, d. h. 09 AY D500) ect 


Graveé, Sur la construction des cartes géographiques, Journ. 
de Math. (5) 1, 317 (1896), setzt die Transformationsgleichungen 
in der Form an 

y=y(a,u), v=v(a, 4); 


hierdurch bekommt die Forderung die Gestalt 


Wenn (x, «) eine im iibrigen beliebige Funktion von « 
und « ist, fiir die nur 
0*@ 
ezdu + 
so entsteht eine flichentreue Abbildung der a, y auf die wv- Ebene, 
wenn gesetzt wird 
_ __ 90 (a, uv) Oe (a, U) 
hrs ne 8 0% 
Sollen den Geraden x = const. die Geraden u = const. ent- 
sprechen, so ist 2u setzen 


v 
2 = 9 (ws). Y= qe + Olu). 


Tissot hat sich mit dem Problem der Abbildung eingehend 
beschiftigt; er beweist, daB es bei jeder Abbildung ein bestimmtes 
Orthogonalsystem gibt, dem wieder ein Orthogonalsystem ent- 
spricht, auch untersucht er, wie man die Abbildung einzurichten 
hat, damit die Strecken- und Winkelverzerrung méglichst klein 
wird. Es handelt sich dabei um die Abbildung begrenzter Teile 
krummer Flichen, z. B. der Erdoberflache, auf die Ebene. 

Vgl. A. Tissot, Mémoire sur la représentation des surfaces 
et les projections des cartes géographiques, Nouv. Annales de 
32" 
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Math. (2) 17 (1878), 18 (1879), 19 (1880) Supplément; Netz- 
entwiirfe geographischer Karten, iibersetzt von E. Hammer, 
Stuttgart 1887. Ferner G. Scheffers, Verzerrung bei perspek- 
tiver Abbildung ebener Figuren, Ber. der K. Sdchs. Ges. d. W. 44, 
162 (1892). 


§ 6. Satze tiber zweifach unendliche Kreisscharen, 
Kurvennetze ohne Umwege, Isogonal- und Aquitangential- 
kurven. 

1. Kreisscharen. G. Scheffers hat, Math. Annalen 60, 491 
(1905), eine Reihe von Sitzen iiber gewisse Kurvennetze gegeben, 
welche hier kurz entwickelt werden sollen. 

Ist in der Ebene eine Schar von oo! Kurven gegeben, so 
gehéren zu jeder Kurve co! Kriimmungskreise, zur ganzen Schar 
also co% Sind umgekehrt oo? Kreise gegeben: 

(x — a)® + (y—b)? =r, r=r(a, db), 
so stellen wir uns die Aufgabe, die Kreise so im Scharen von oo% 
Kreisen anzuordnen, daB die Kreise jeder Schar die einhiillende 
Kurve dieser Schar oskulieren. 

Soll a, 6 der zu x, y gehérige Evolutenpunkt, r der Kriimmungs- 
radius und gm der Winkel der Normale mit x-Achse sein, so muB sein 


da=drcosg, db=drsing, 


oder fiir a =T1;,, = = 1, 
(1) da? + db? = dr? =(r,da + r,db)?. 


Diese Differentialgleichung 1. Ordnung und zweiten Grades 
zeigt, daB es zwei Anordnungen der Kriimmungskreise gibt, und 
jeder Kreis eine Kurve der einen Schar und eine der andern osku- 
liert. Die beiden Punkte (x, y), in denen der Kreis oskuliert, sind 
bestimmt durch 


(2) 1+7, cosy +7, sing = 0, 
x=atroosgp, y=b+rsing. 


DaB die Enveloppen in den beiden Punkten, welche den 
durch (2) bestimmten Werten y, und g, entsprechen, wirklich 
oskuliert, zeigt die Rechnung; die Formeln (2) geben 

“&=—rsng:gy, y =rcosp-g 
und 
E=a, y= b. 
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2. Kurvennetze ohne Umwege. Die Gleichung (1) oder, wenn 
man fiir a, b, r schreibt x, y, f(a, y), 
or ay). 


da? + dy? = (gt 


definiert ein Kurvensystem in der Hohe e durch jeden Punkt 
P der Ebene im allgemeinen zwei Kurven schickt. Fiihrt man 
einen Punkt P auf lauter Stufen, deren Bogen aus Kurven des 
Systems zusammengesetzt sind, von P)(a)y)) nach P, (a, y,) tiber, 
so ergibt sich als Weglinge 
(a1 92) 
s= [Vda + ay + dy? = f(%11%) — f(%o, Yo): 
as 
Alle diese Wege sind gleich lang, wobei aber zu beachten ist, 
daB die Wegstiicke algebraisch und nicht dem absoluten Betrage 
nach zu addieren sind. 
Ein Beispiel sind die Tangenten an den Kreis 
o ee y ee a = 0 ’ 
deren Differentialgleichung lautet 
dz? + dy*= (d V2? + y? — a)” 


Zwei durch die Differentialgleichungen 
dy ay 
ag = ee, Y)s Ga BUY) 


definierte Kurvenscharen bilden ein Netz ohne Umweg, wenn 
ona Op\ eee 

2 Oe 2 
(Ge+e5e)vitR—+ (56 paige) Vie a 


Abgesehen von dem Fall, in dem eine oder beide Scharen 
Gerade sind, sind die Kurven des Netzes immer Evoluten zweier 
Kurvenscharen mit gemeinsamen Kriimmungskreisen. 

Die beiden Punkte P,, P,, in denen der Kreis K (a, b, r) 
von den Einhiillenden oskuliert wird, mégen Oskulationspunkte 
heiBen, ihre Verbindungsgerade 

(2—a)r, +(y—b)rg +r =0 
die Oskulationssehne des Kreises K, der Pol der Oskulationssehne 
in bezug auf K (Oskulationspol) hat die Koordinaten 
u“=A4—1%,, V=b—?rry. 

Betrachtet man die Isogonalkurven einer Kurvenschar, d. h. 
diejenigen Kurven, welche die Kurven einer gegebenen Schar unter 
dem Winkel y schneiden, so gilt der Satz: 
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Legt man durch einen Punkt P alle co1 Isogonalkurven einer 
gegebenen Kurvenschar, so bilden deren Kriimmungskreise em 
Biischel. Die Potenzlinie dieses Biischels ist die Oskulations- 
sehne des Kriimmungskreises der Kurve der gegebenen Schar. 

Wir stellen die Kurven der gegebenen Schar dar mit Hilfe 
der Kriimmungskreise, also der Gleichungen (2); a, b, r und » 
bentitzen wir aber auch zur Darstellung der Isogonaltrajektorien; 
dann ist, wenn 2,, y, die Punkte der Trajektorie sind, zu fordern: 


y, _U +r sing+reosgp-g ___ cos(p+7) 


x, atr cosep—rsing-g sin (p + y) 
und hieraus folgt 
w/siny =sin(p + 7)-f, m%' siny = cos(p + y) -f, 
f? 


sin y’ 


Oe i ey ety — oy’ > 
wobei f= a coop +0’ sing+r’. 
Indem man bestiindig die Definitionsgleichung von p beniitzt, 
ergibt sich daraus fiir den Kriimmungsmittelpunkt (&,, ,) der Iso- 
gonalkurve: 
‘ = SO 
chet cos y (r, sing — 7, cos) —siny’ 


rr, sin y 
cos y (7, sin g — r, cos p) — sin y 


= 5b + 


und fiir den Kriimmungskreis selbst die Gleichung 
(cos y (r, sin p — 1, cos y) — siny) (@ — a)? + Y — db)? — r)? 
— 2rsiny((@@ —a)r, +y¥—b re +7) =0, 


hierin ist der Satz enthalten. Dieser Satz ist vor Scheffers von 
Cesaro aufgefunden, vgl. Cesaro, p. 149. 

Sind zwei Kurvenscharen mit gemeinsamen Kriimmungs- 
kreisen K (a, b, r) gegeben, und konstruiert man zur ersten die 
Isogonaltrajektorien (y), zur zweiten die Isogonaltrajektorien (— y), 
so zeigt sich, daf diese beiden Isogonalscharen wieder in derselben 
Beziehung siehen, d. h. gemeinsame Kriimmungskreise K (e, B, @) 
besitzen. 

Es zeigt sich nimlich: Die Gesamtheit der Kreise K, von 
denen jeder einen zugehérigen Kreis K (a, b, r) in den Oskulations- 
punkten P,, P, (siehe oben) unter den Winkeln y, — y schneidet, 
er gibt eine zweite zweifach unendliche Kreisschar K mit den 
Mittelpunkten 
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sry B b srs 

SE ) on) a ae 
Vrii+r,? Vrie+r? 
ces ear Ve ea Tsay 


~ siny + cosy Vr2?+7,2—1 | 
und den Radien 


wobei 


- 
oe ee EM ee et ie Th 
~ sin y + cos y Vr,?+ 7, —1 
Bildet man fiir diese Kreise K die Oskulationssehne 
Ce de 
(x — a) ja t (Y — B) ap + o= 10; 
so fallt sie zusammen mit der Oskulationssehne 
or Ora 
(a — a) BE Vee aE tee = 0), 


und hieraus folgt, daB P, und P, auch die Oskulationspunkte von 
K sind; die von den K oskulierten Isogonalkurven haben also wieder 
einen K als gemeinsamen Kriimmungskreis, dieser K oskuliert die 
durch P, gehende Isogonalkurve in P,, die durch P, gehende in P,. 

Den Isogonalkurven stehen dualistisch gegentiber die Aguitan- 
gentialkurven: Beriihrt eine Gerade eine bestimmte Kurve der 
gegebenen Schar in P(a, y) und die Aquitangentialkurve in P, 
(1,4), so ist die Entfernung PP, konstant, gleich h; dadurch ist 
die Kurvenschar definiert. 

Beniitzt man zur Darstellung der Kurven der gegebenen Schar 
wieder a, b, r und g, so wird die Aquitangentialkurve 


L=a+recosp—hsing, y¥4,=—b+rsing+hcosg, 
uad es folgt die Differentialgleichung: 


y, _b'+reosg-g'+sing(r —hg’) _ _cos@ 
a, a —rsing: g + cosg(r —hg’) sin p 


Fiir den Kriimmungsmittelpunkt werden die Koordinaten 
hr, 


hr, 
r, sing — r, cosg’ 


r, sing — 7, cos@’ 


p= 


aa 


und der Kriimmungsradius 
h 


ae nak 7, Sin p — 1, COS D> ” 
Man sieht, da8 die Kriimmungskreise aller Aquitangential- 
kurven, welche die Tangente 


“,=a+rcosy —hsng, ¥, =b+rsing +h cosy 
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(h beliebig) der Kurve der ersten Schar bertihren, noch eine zweite 
gemeinsame Tangente besitzen, und zwar ist der Schnittpunkt beider 
Tangenten gerade der Oskulationspol 


E=a—rr,, n=b—rr, 


des Kriimmungskreises K (a, }, 1). 

Ebenso existiert ein Satz, der dem Satz itiber die beiden 
Isogonalkurvensehnen (y, — y) dualistisch entspricht. 

Man leitet aus zwei gegebenen Kurvenscharen mit gemein- 
samen Kriimmungskreisen je eine Aquitangentialschar ab, indem 
man auf den Tangenten des Kriimmungskreises A in P, und P, 
P,T,=h und im entgegengesetzten Sinn P,T, =h abtrigt. 
Jetzt betrachtet man die Kreise K, welche P, 7, in 7,, P, 7, in 
T, beriihren. K und K haben dann zufolge dieser Definition einen 
gemeinsamen Tangentenschnittpunkt in dem Oskulationspol von K. 
Fiir den Mittelpunkt (#, 8) und den Radius 9 von K folgt: 


hr, hr. 
apes ya ea ase sk 
Vritre—1’ P Vri+r.27—1 
h 
i —« 
. Vri+trei—1 


Die Rechnung ergibt sodann fir den Oskulationspol (u,, v,) 
des Kreises K (a, 8, @) 


de 6 
es Osa maak OR Om B38 Gar eae 


also fallt der Oskulationspol von K mit dem des entsprechenden 
Kreises K zusammen, und daraus folgt, da die von K oskulierten 
Aquitangentialkurven, die eine in T,, die andere in 7, oskuliert 
werden, daB also die Aquitangentialkurven wieder gemeinsame Os- 
kulationskreise K haben. 

Scheffers hat in seiner Arbeit die ganze Theorie im Zu- 
sammenhang mit der Geometrie der Beriihrungstransformationen 
dargestellt, wihrend wir hier von den zweifach unendlich vielen 


Kriimmungskreisen ausgingen. Man vergleiche auch Lilienthal, 
8. 120 ff. 


Kapitel XXIV. 


Die nichteuklidische Geometrie. 
Von J. Mollerup in Kopenhagen. 


§ 1. Hinleitung. 


Unter einer nichteuklidischen Begriindung der Geometrie wird 
jede vom Euklidischen Axiom (Kap. I, § 6) oder einem gleichwertigen 
Axiom unabhingige Begriindung der Geometrie verstanden. Den 
Ursprung einer solchen Geometrie bilden die zahlreichen Versuche, 
das Euklidische Postulat zu beweisen, die schon im Altertum be- 
gonnen und bis zum Anfang des vorigen Jahrhunderts gedauert 
haben. Diese Vorgeschichte der nichteuklidischen Geometrie ist 
ausfiihrlich behandelt in den Werken: Engel und Stickel, Theorie 
der Parallellinien von Euklid bis auf GauB, Leipzig 1895, und 
Bonola-Liebmann, Die nichteuklidische Geometrie, Leipzig 1908. 
Die erste wesentliche Férderung der Frage verdankt man Saccheri 
(1667—1733), Euclides ab omni naevo vindicatus etc., Mailand 
1733 (Engel-Stickel a. a.0.); er geht aus von der Betrachtung 
eines Vierecks mit zwei gegentiberliegenden, gleichen, auf der Grund- 
linie senkrechten Seiten; je nachdem man annimmt, daB die zwei 
unbekannten gleichen Winkel in einem solchen Viereck rechte, 
stumpfe oder spitze sind, gilt das gleiche auch in jedem andern 
Fall. Dieser Hauptsatz wird aus Stetigkeitsbetrachtungen her- 
geleitet; er ist mit dem folgenden sogenannten Legendreschen 
Satze gleichbedeutend: 

Wenn in einem einzigen Dreieck die Swmme der Winkel gleich, 
gréfer oder kleiner als zwei rechte Winkel ist, dann ist auch in 
jedem andern Dreieck die genannte Summe entsprechend gleich, 
gréBer oder kleiner als zwei rechte Winkel. 

Dieser Satz wurde yon Lambert (1728—1777), Theorie 
der Parallellinien, 1786, wiedergefunden und neu bewiesen, und 
zwar auch ohne Stetigkeitsbetrachtungen (vgl. Dehn, Math. Ann. 
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53, 405, sowie Bonola, a. a. O., 8. 33). Die Unméglichkeit der 
Hypothese des stumpfen Winkels wurde unter Annahme der Un- 
endlichkeit der Geraden bewiesen; auch die Unméglichkeit der 
Hypothese des spitzen Winkels sollte als evident hingestellt werden, 
ohne daf aber ein wirklicher Beweis gelang. 

Ungefihr gleichzeitig fanden dann Gau8 (1777—1855, 
Werke VIII, 175, 182), Lobatschefsky (1793—1856) und 
J. Bolyai (1802—1860) die Widerspruchslosigkeit der Hypothese 
des spitzen Winkels und damit eine dieser Hypothese entsprechende 
Geometrie, bei der durch einen gegebenen Punkt zwei Parallele zu 
derselben Geraden méglich sind. Die Arbeiten von Lobatschefsky 
sind die folgenden: Uber die Anfangsgriinde der Geometrie (1830), 
Neue Anfangsgriinde der Geometrie (1835 —38); vereinigt in dem 
Band von F. Engel: N. J. Lobatschefskij, Zwei geometrische 
Abhandlungeu usw., Leipzig 1899; Imagindre Geometrie, 1835 
und Anwendungen der imagindren Geometrie auf einige Integrale, 
1836 (Ubersetzung von Liebmann, Abdh. z. Gesch..d. Math. XIX, 
Leipzig 1904); Géometrie imaginaire, J. f. Math. 27, 245; Geo- 
metrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien, Berlin 
1840 (1887); Pangéometrie, tibersetzt von Liebmann, Leipzig 
1902 (Ostwalds Klassiker Nr. 30). 

J. Bolyai hat seine Geometrie veréffentlicht in: Appendia 
scientiam spatii absolute veram exhibens etc. (in dem Tentamen 
seines Vaters), neu gedruckt Budapest 1902. 

Wahrend in der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie 
die Gerade unendlich ist, hat Riemann von sehr allgemeinen 
Betrachtungen ausgehend zuerst die Méglichkeit der geschlossenen 
Geraden in Betracht gezogen und hierdurch eine der Hypothese 
des stumpfen Winkels entsprechende Geometrie gefunden, in der 
keine Parallelen existieren (Uber die Hypothesen, die der Geo- 
metrie zugrunde liegen, Werke 2, Aufl, S. 272 (1854)). 

Die Tatsachen dieser nichteuklidischen Geometrien wollen 
wir nach Cayley (A siath memoir upon quantics, Phil. Trans. 
149, 1859, 61, Collected math. pap. 2, 561 (1889)) und besonders 
nach F. Klein (Uber die sogenannte nichteuklidische Geometric, 
Math. Ann. 4, 6, 7, 37, Nichteuklidische Geometrie I, Il, auio- 
graphierte Vorlesungen, Géttingen (Leipzig) 1893) mittels der 
projektiven Geometrie darstellen. Die azxiomatischen Voraus- 
setzungen sind dann die graphischen Axiome und das Stetigkeits- 
axiom; es ist schon im Kap. VI, § 1 beschrieben, wie man 
sich nach Pasch durch Hinfiihrung der idealen Elemente 
vom Parallelenaxiom unabhingig machenkann. AuBerdem 
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ist in Kap. VI, § 3 gezeigt, wie man die Punkte einer Strecke OH U 
ein-eindeutig den positiven Zahlen und die Punkte der komple- 
mentiren Strecke den negativen Zahlen entsprechen lassen kann. 

Wir wihlen nun, um zur gewdhnlichen (Euklidischen) 
Geometrie zu gelangen, zwei Geraden, die sich in einem Punkte 
O schneiden, als X- und Y-Achse; die Punkte H, und U baw. E, 
und V sollen Hinheitspunkt und Unendlichkeitspunkt von 0X 
bzw. OY sein. Der Punkt P mége aus V bzw. U auf die X- bzw. 
Y-Achse in P, bzw. P, projiziert werden; die inhomogenen Koor- 
dinaten von P sind dann die reellen Zahlen w und y, die den Punkten 
P, und P, in den Koordinatensystemen OH, U und OE, V ent- 
sprechen. Das Dreieck OUV ist das Koordinatendreieck; der 
Gleichung einer Geraden, die nicht durch V geht, l&Bt sich die 
Form geben 

y=mut+e. 


Fiir eine Gerade durch den Anfangspunkt ist a eine Kon- 
stante. Schneidet diese Gerade die Gerade UV in Z, damn soll 
auch fiir diesen Punkt # gleich derselben Konstanten sein, ob- 


wohl « und y unendlich werden. Wir kénnen auch homogene 


Koordinaten einfiihren, wenn wir 
x zee und y = a 


4 g 


setzen; die Gleichung der wnendlich fernen Geraden, fiir deren 
Punkte wenigstens eine der Koordinanten #, y unendlich wird, 


ist dann 
a—0) 
Nunmehr definieren wir nach den Formeln der Cartesischen 


Geometrie: sind (x,y,) und (ay) zwei Punkte, dann ist der 
Abstand der beiden Punkte 


Ue V(a, = ty) (Y, 42)? 
Sind y= mx+aundy = m,x-+ a, die Gleichungen zweier 
Geraden / und 1,, dann verstehen wir unter dem Winkel (l,) 
den Ausdruck 


UL m 
at Ce ee 
(1i,) 811mm, 
Wir nennen zwei Gerade parallel, wenn sie die unendlich 
ferne Gerade in demselben Punkte schneiden; wir nennen sie auf- 
einander senkrecht, wenn ihre Gleichungen von der Form sind: 
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1 
y=me-+ a und aire ee Ie 


oder 
y=a und £ = 4,. 


Nach diesen Definitionen sehen wir ohne Schwierigkeit ein, 
daB die Formeln fir die Parallelverschiebung und die Drehung 
des Koordinatensystems die gewéhnlichen sind; sodann zeigt sich 
auch, daB der Abstand zweier Punkte und der Winkel zweier 
Geraden unabhingig vom Koordinatensystem werden. 

Wir koénnen darauf die ganze Des cartessche Geometrie auf- 
bauen und haben somit gezeigt, daB alle Tatsachen dieser Geo- 
metrie sich auf den graphischen Axiomen und dem Stetigkeits- 
axiom definitionsmaBig aufbauen lassen ohne Zuhilfenahme des 
Parallelenaxioms oder der Kongruenzaxiome. 


§ 2. Die projektive MaBgeometrie. 


Um eine allgemeine MaB8bestimmung zu finden, brauchen wir 
den folgenden Satz von Laguerre, Nowv. Amn. (1) 12, 64 (1853): 


Der Winkel zweier Geraden ist gleich = mal dem Logarith- 


mus des Doppelverhdltnisses, welches die beiden Geraden mit den 
Geraden aus ihrem Schnittpunkte nach den imagindren unendlich 
fernen Kreispunkten bestemmen. 

Es seien zunichst # und a zwei Punkte einer Geraden, deren 
Entfernung za bestimmen ist; wir legen auf derselben durch eine 
Gleichung zweiten Grades in den homogenen Koordinaten 2,, xg 


(1) Zw = yD" + Wee gH, Lo + Oly gy” 


zwei Punkte fest, die Fundamentalpunkte der Mafbestimmung. 
Sind diese & und &’, so definieren wir den MaBunterschied durch 
die Gleichung 


@) M (x2') =k - log (wa’ée’), 


wo (ax &&') das Doppelverhiltnis der vier Punkte ist. Durch diese 
Definition gentigen wir der Regel der Addition: 


M (wa!) + M(a' x”) = M(a2"). 


Die verschiedenen méglichen Falle scheiden sich dann wie folgt: 


1. Die elliptische Mapbestimmung. 
Hs seien die Wurzeln der Gleichung (1) konjugiert imaginar: 
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a-+%b. Wir setzen dann die Konstante der MaBbestimmung 
(2) k =k’, also , 
M (xa) = ik’ log (wa éé’). 

Jedem Fundamentalpunkt entspricht ein Bildpunkt der kom- 
plexen Zahl a + ib, und es gilt der Satz: Zwei reelle Punkte der 
Geraden haben eine reelle Entfernung; dieselbe ist 2k mal dem 
Winkel, den die Geraden aus dem komplexen Bildpunkt eines 
Fundamentalpunktes nach den gegebenen Punkten einschlieBen. Die 
Linge der ganzen Geraden ist 2k'n und somit endlich. 

Die elliptische MaBbestimmung hat eine reelle Periode, nim- 
lich ik’ - 2x4 = — 2k’w; wir finden (Klein, Vorlesungen S. 73): 

Die elliptische Mapbestimmung auf der Geraden ist ein gerad- 
liniger Schnitt der gewohnlichen Winkelbestimmung im Strahlbiischel. 

Die gewoéhnliche Winkelbestimmung im Strablbiischel hat 
schon nach dem Satze von Laguerre den elliptischen Charakter; 
die konjugiert imaginiren Fundamentalstrahlen sind die Strahlen 
nach den unendlich fernen Kreispunkten, die Konstante & der 


MaBbestimmung (2) ist = ; 


2. Die hyperbolische Mapbestimmung. 

Es seien nun die Fundamentalpunkte & und &' reell; damit 
die Entfernung zweier reellen Punkte zwischen den Fundamental- 
punkten reell wird, nehmen wir jetzt die Konstante k der Formel 
(2) reell an. Die Richtigkeit folgender Tatsachen ist leicht er- 
sichtlich: 

; Die Entfernung emes Punktes von einem Fundamentalpunkte 
ist unendlich, die Gerade enthalt also zwei unendlich ferne Punkte. 

Die reelle Entfernung zweier Punkte auf der Strecke, deren 
Endpunkte die Fundamentalpunkte sind, ist eindeutig bestimmt, 
denn die Entfernung hat hier eine imagindre Periode 2a7k. 

Die Punkte aufferhalb der Fundamentalpunkte haben eine 
imaginére Entfernung yon den inneren Punkten; sie werden bei 
der MaBgeometrie als nichtexistierende Punkte aufgefaBt. 

Die hyperbolische Mapgeometrie im Biischel enthalt in der- 
selben Weise zwei reelle Fundamentalstrahlen; zwischen diesen 
liegen die reellen Strahlen, die einen reellen Winkel bilden. 

3. Die parabolische Mapbestimmung. 

Stellen wir uns vor, da8 die Fundamentalpunkte einander 
unendlich nahe riicken und daB die Konstante der Ma8bestimmung 
(2) in passender Weise unendlich wird, dann erhalten wir eine 
sogenannte parabolische MaBbestimmung, welche die gewdhnliche 
Euklidische als Spezialfall enthilt. 
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§ 3. Die elliptische MaBbestimmung in den Grundgebilden 
zweiter Stufe. 


Wir machen uns zuerst einige Begriffe aus der gewodhn- 
lichen analytischen Raumgeometrie gelaufig (vgl. Kap. IV). Die 
absolute Kegelfldche mit der Spitze im Anfangspunkt ist die Flache 


getyt =o. 


Sind die homogenen Koordinaten eines Raumpunktes (a, y, 
z, t), dann ist t= 0 die Gleichung der wnendlich fernen Ebene. 
Dieselbe schneidet die Kegelfliche in dem (unendlich fernen) 
Kugelkreis. Die Kreispunkte einer beliebigen Ebene sind die 
Schnittpunkte dieser Ebene mit dem Kugelkreise; die Kreispunkte 
der X Y-Ebene werden durch w? + y? = 0, t= 0 bestimmt. Bei 
einer beliebigen orthogonalen Koordinatentransformation, die den 
Anfangspunkt ungeindert 1a8t, ist immer 


et tien at re a 


Die absolute Kegelfliche bleibt also ungeindert, ebenso die 
unendlich ferne Ebene ¢= 0. Es werden dann auch die Kreis- 
punkte einer Ebene durch den Anfangspunkt in die Kreispunkte 
der transformierten Ebene transformiert. Nach dem Satze von 
Laguerre finden wir demnach: 


Der Winkel zweier Geraden ist gleich = mal dem Logarith- 


mus des Doppelverhdltnisses, welches die Geraden mit den Schnitt- 
linien threr Ebene und der absoluten Kegelfldche, deren Spitze der 
Schnitipunkt der Geraden ist, bilden. 

Die beiden Geraden werden durch ihre homogenen Koordi- 
naten (xyz) und (x"y’z’) bestimmt; (wyz) und (a’y’z’) sind dabei 
die Cartesischen Koordinaten zweier Punkte der Geraden. Ist 
ux + vy + we =O eine Ebene durch den Anfangspunkt O, dann 
sind (wow) die homogenen Koordinaten der Ebene im Biindel 0. 
Die Bedingung dafiir, daB die Ebene die absolute Kegelfliche 
tangiert, lautet 

w+tetw?=o. 


Diese Gleichung ist die Gleichung der absoluten Kegelfliche in 
Ebenenkoordinaten, Bekanntlich (s. 8. 82) sind nun die Aus- 
driicke der Kosinus des Winkels zweier Geraden und des Winkels 
zweier Hbenen dualistisch: 
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wear + yy’ + ze" 
Vetyre Very ee 
ww + ov + ww 
Vu tort w?. Vu? vo? + ww? 


Zu dem Laguerreschen Satze kénnen wir dann auch den 
entsprechenden bilden: 


und 


Der Winkel zweier Ebenen ist gleich + mal dem Logarithmus 


des Doppelverhidltnisses, welches die Ebenen mit den beiden Ebenen 
bilden, die demselben Biischel angehiéren und die absolute Kegel- 
fldiche beriihren. — 

Der elliptischen Mafbestimmung zugrunde legen wir mit 
» Cayley einen Kegelschnitt, und zwar hier einen imaginiren oder 
nullteiligen d. h. einen Kegelschnitt, der von jeder reellen Geraden 
in zwei konjugiert imaginiiren Punkten geschnitten wird. Wir 
stellen den Kegelschnitt in homogenen Dreieckskoordinaten dar. 
Das Koordinatendreieck sei ein Poldreieck. Die Gleichung ist 
dann bekanntlich 


Cy 1" + yg Hp” + Og 3,” = 0, 
Wobeil 044, G9, %33 gleiche Vorzeichen haben. Durch passende 
Wahl des Einheitspunktes wird sie 
04° + a” + 2,7 = 0 
und in Linienkoordinaten 
Uy” + uy” + us? = 0. 
Sind nun # und # zwei Punkte und schneidet wa’ den Kegel- 


schnitt in den zwei konjugiert imaginiiren Punkten & und &’, dann 
setzen wir: 
(3) M(ex') = klog (aa), k= ik’; 
hierdurch erhalten wir eine elliptische MaBbestimmung auf den 
Geraden, deren Fundamentalpunkte & und & sind.. Die Ldnge 
der Geraden ist also 2k’ x. 

Sind w und w’ zwei Gerade, v und v’ die zwei konjugiert 
imaginiren Tangenten aus dem Schnittpunkt an den Fundamental- 
kegelschnitt, so setzen wir 


(4) M(wu’) = xlog (uu'vv'), x= ix. 


Der volle Umkreis im Biischel ist dann 2x’ x. 
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Die Gleichungen des fundamentalen Kegelschnittes in Punkt- 
und Linienkoordinaten 


a4? + a? + 9,7 =0 und u,7 + uw? + us” = 0 


kénnen auch als die Gleichungen der absoluten Kegelflache in 
Punkt- und Ebenenkoordinaten aufgefaBt werden; (x,#)%) sind 
entweder die homogenen Koordinaten eines Punktes der Ebene 
oder die homogenen Koordinaten einer Geraden des Raumes durch 
die Spitze des Kegels; (w,%s) sind entweder die homogenen 
Koordinaten einer Geraden der Ebene oder die Koordinaten einer 
Ebene durch die Spitze des Kegels. 
Nach dem Laguerreschen Satze ist dann 


X (wa') = = (wa’ 8), 
(5) M (an') = 2h +X (an'), 
Ae Mew), 
x (wa ) Be oo Aaa Rv 
hier bedeuten auf der rechten Seite x und x zwei Punkte der 


elliptischen Ebene, auf der linken Seite aber zwei Gerade durch 
die Spitze des Kegels. In derselben Weise wird 


M (wu’) = 2x’ - <c (uw), 

(6) r Me (u w) 
(un) =. 

Links sind « und w’ zwei Ebenen durch die Spitze des ab- 

soluten Kegels, rechts aber zwei Geraden der elliptischen Ebene. 


Betrachten wir nun eine Kugel mit der Spitze des Kegels als 
Mittelpunkt und dem Radius 1, dann ist, 


<(e7)=u XX, 
wenn XX’ der Hauptkreisbogen zwischen den entsprechenden 
Punkten der Kugel ist; ebenso ist 


Sula (G0) 

wo U und U’ die entsprechenden griéften Kreise der Kugel sind. 
Auf diese Weise erlangen wir das Hauptergebnis der elliptischen 
Geometrie: 


Jedem Dreieck der elliptischen Ebene entspricht ein Dreieck 
der Kugel; sind die Seiten und Winkel des ersteren 


M,, ,, M, , MM, Mt, Ms, 
so sind die des leteteren 
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M, M, M, tas Ub gy, 
GI OHBG OBE De a Vip | Yes) 


fiir diese Gripen gelten dann die Formeln der Sphéirik. 
Nunmehr kénnen wir der Kugel den Radius 2k geben; 
dann ist 
~ XX’ = 2k -X(ee’) = UW (2z’), 


AuBerdem setzen wir speziell 
ies le 


Einem Dreieck der elliptischen Ebene mit den Seiten und Winkeln 
GOs Cr Ane BAG 


entspricht dann ein Dreieck der Kugel mit denselben Seiten und 
Winkeln. Es wird dabei stets 


(7) A+B+C>nx. 


Diese Beziehung zwischen der elliptischen Ebene und der 
Kugel ist indessen ein-zweideutig; denn jedem Punkt der Ebene 
entspricht ein Strahl des Biindels und deshalb zwei diametral 
gegentiberliegende Punkte der Kugel; die Gerade der Ebene hat 
die Liinge 2k’, dagegen ist die Linge eines gréBten Kreises der 
Kugel 4k'x. 

Eine besonders einfache MaBbestimmung haben wir, wenn 
der absolute Kegelschnitt der nullteilige Kreis 


w+ y+ 4k??? = 0 


ist; (wyt) sind hierbei homogene Koordinaten; der Radius des 
Kreises ist 2ik’. Wir betrachten den absoluten Kegel, dessen 
Spitze im Punkte 


liegt; seine Gleichung lautet 
o+y? + (@¢—2htP=0. 


Die Schnittkurve dieses Kegels mit der Ebene z= 0 ist der 
soeben benutzte Fundamentalkreis. 

Die Kugel mit dem Mittelpunkt (0, 0, 2%’t) und dem Radius 
2K bertihrt die X Y-Ebene im Anfangspunkt. Einem Punkte oder 
einer Geraden der elliptischen Ebene entspricht die Gerade oder 
Ebene des Biischels, welche den Punkt oder die Gerade enthilt, 
und damit auch ein Punktepaar oder ein gréBter Kreis der Kugel. 

Pascal, Repertorium. II. 2. Aufl. 33 
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Lassen wir k’ ins Unendliche wachsen, so nahert sich die Kugel un- 
begrenzt der Ebene und die elliptische Geometrie der Euklidischen. 

Weil das Biindel durch eine seiner Ebenen nicht im zwei ge- 
trennte Teile zerfallt, zerfallt dre elliptische Ebene auch nicht durch 
eine threr Geraden im zwei getrennte Halbebenen, wdhrend die 
Kugel durch den entsprechenden gripten Kreis in zwei getrennte 
Halbkugeln zerlegt wird. 

Es liegen nimlich von den Strahlen des Biindels, die den 
Biindelscheitel O mit zwei beliebigen Punkten der elliptischen 
Ebene verbinden, immer zwei Halbstrahlen auf derselben Seite 
einer beliebigen Ebene des Biindels. Deshalb liegen auch zwei 
Punkte A und B der elliptischen Ebene immer auf derselben 
Seite einer Geraden a. Wollen wir A und B durch eine Strecke 
verbinden, die @ nicht schneidet, so wahlen wir den Halbstrahl 
OA und dazu den Halbstrahl OB oder den entgegengesetzten in 
der Weise, daB die zwei Halbstrahlen auf derselben Seite der 
Ebene (Oa) liegen, oder was dasselbe heiBt, daB sie die Kugel in 
zwei Punkten schneiden, deren verbindender Hauptkreisbogen den 
Schnittkreis mit (Oa) nicht schneidet. Wir sprechen diese Tat- 
sache so aus: Die elliptische Ebene ist eine Doppelfldche. 

Wenn zwei Flachen sich in der Weise aufeinander beziehen 
lassen, daB der Abstand zweier Punkte der einen Flache immer 
dem der entsprechenden Punkte auf der anderen Fliche gleich ist, 
dann heiBen die Flachen aufeinander abwickelbar. Also: 

Die gewohnliche Kugeljléche ist auf die elliptische Ebene ab- 
wickelbar, die zwei Fldchen haben aber verschiedenen Zusammenhang. 

Der Ausdruck des Bogenelements ds mu8 auch fir die 
zwei aufeinander abwickelbaren Flichen derselbe sein. Die ellip- 
tische Ebene denken wir uns als eine Tangentialebene der Kugel, 
welche von dieser letzteren in dem Ursprung der Koordinaten 
x, y bertihrt wird. Ist A der Radiusvektor vom Mittelpunkte der 
Kugel nach dem Punkte (vy) der elliptischen Ebene, so haben 
wir, wie leicht ersichtlich, 


2 
de® + dy? * ast 4 aF? 


Ak? 
oder 
ds* — “pr (dx - ay” = dR A 
Es ist aber 


R= eit yt 4k, 


9 (adx-+ ydy)? 
ae x? + y? + 4k’?? 
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also findet man: 


ady — ydx)? 
dot tay" ASG d Re 


(ae 


ds® ist wie in der gewdhnlichen Geometrie eine homogene Funk- 
tion zweiten Grades von dw und dy; setzt man k’ = oo, so hat 
man den gewohnlichen Ausdruck 


ds? = da* + dy’. 


Der Flicheninhalt des Dreiecks wird durch dieselben Be- 
trachtungen gefunden, die man zur Bestimmung des Dreiecks- 
inhalts auf der Kugel braucht; es wird der Inhalt des Dreiecks 
ABC: 


(8) ds? = 


J 


wo J der Inhalt der ganzen Ebene ist. 

Die Méglichkeit der elliptischen Geometrie ist, wie bereits 
erwihnt, zuerst von Riemann angegeben; von speziellen Arbeiten 
die sich der Riemannschen Arbeit anschlieBen, nennen wir: 
Lipschitz, J. f. Math. 70, 71 (1869), 71, 274 (1870), 72, 1 
(1870); Christoffel, J. f. Math. 70, 46, 241 (1869), Beltrami, 
Ann. di Mat. (2) 2, 232 (1868); F. Schur, Math. Ann. 27, 
1638, 537 (1886). 

Von speziellen Arbeiten iiber die axiomatische Begriindung 
der elliptischen Geometrie ist zu nennen die Arbeit von G. Hessen- 
berg, Math. Ann. 61, 173, in der die elliptische Geometrie ohne 
Stetigkeitsaxiome unter Annahme der Nichtexistenz der Parallelen 
hergeleitet wird, ferner M. Dehn, Math. Ann. 60, 166; Hjelms- 
lev, Math. Ann. 64, 449. 


§ 4. Die hyperbolische MaBbestimmung in der Ebene. 


Der hyperbolischen Mafbestimmung legen wir einen eim- 
teiligen Kegelschnitt zugrunde, d. h. einen reellen Kegelschnitt, 
durch den die Ebene in ein Inneres und ein AuBeres zerfallt; 
wir definieren wie friiher den Abstand zweier Punkte 4, 2’: 


(9) MU (ax’) = klog (xa’éE'), 
wo £ und &’ die Schnittpunkte der Geraden xa’ mit dem funda- 


mentalen Kegelschnitt sind; & soll ee reell sem. Ebenso setzen 


wir den Winkel zweier Geraden U, U 
Sore 
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(10) Me (wu) = x log (uu vv’), 
wo v und v’ die Tangenten von dem Punkte (ww’) an den funda- 
mentalen Kegelschnitt sind. Wir nehmen speziell x = = dann hat 
M(wu’) die Periode 

42 s- wm =+ 7. 


Weil die Fundamentalkurve hier reell ist, sind fiir den Ab- 
stand folgende drei Falle zu unterscheiden: 

1. Schneidet (vx) den Fundamentalkegelschnitt in reellen 
Punkten € und &’, und liegen x und a innerhalb der Sehne ££’, 
dann hat M(x’) einen und nur einen reellen Wert, ist also ein- 
deutig bestimmt; werden x und x von &€ und & getrennt, dann 
hat M (x2’) tegter imaginire Werte; sind # und 2 beide anBere 
Punkte, so hat der Abstand einen reellen Wert. Riickt x oder 2’ 
ans ader é hinein, dann wird der Abstand unendlich. 

2. Beriihrt (ex) den Kegelschnitt in &, so werden alle Ab- 
stinde 0, ausgenommen wenn # oder a in § hineinfallt; im letzten 
Falle aaed der Abstand unbestimmt. 

3. Schneidet (wz) den Kegelschnitt in konjugiert-imaginaren 
Punkten, dann ist der Abstand imaginir. 

Wir denken uns deshalb eine Geometrie mit hyperbolischer 
Mapbestimmung im Innern des fundamentalen Kegelschnittes; die 
Punkte des Kegelschnittes gelten als unendlich fern, und das AuBere 
des Kegelschnittes wird nicht in Betracht gezogen (ist ein ima- 
ginires oder ideales Gebiet). 

Nunmehr betrachten wir die Winkelbestimmung der hyper- 
bolischen Geometrie. Schneiden sich zwei Gerade uw und uw im 
Inneren des absoluten peiiesun ost dann sind die Tangenten 


v und v’ konjugiert imaginir und — 9 log (ww'vv*) reell; schneiden 


sich die Geraden auBerhalb des Kagelseuiitions wird das Doppel- 
verhiltnis reell und der Winkel imaginir. Schneiden sich die 
Geraden auf dem Kegelschnitte, so fallen v und wv’ zusammen, und 
der Winkel ist O. Ist die eine Gerade eine Tangente, so wird 
der Winkel unendlich; geht auferdem die andere Gerade durch 
den Beriihrungspunkt, so wird der Winkel unbestimmt. 

Wir betrachten wie oben nur die Geometrie im Inneren und 
defimeren parallele Geraden als solche, die den Winkel 0 bilden, 
d.h. sich auf dem absoluten Kegelschnitt schneiden; es gilt dann 
der Satz: 


§ 4. Die hyperbolische MaBbestimmung in der Ebene. 517 


Durch einen Punkt auBerhalb emer Geraden gibt es zu dieser 
zwei Parallelen. 

Man verbinde nimlich den Punkt mit den fiir eine reelle 
Gerade stets reellen Punkten, in denen diese Gerade den absoluten 
Kegelschnitt trifft. Diese beiden Parallelen trennen die durch den 
Punkt gehenden Strahlen, welche die gegebene Gerade schneiden, 
von denen, welche sie nicht schneiden. 

Wir legen nun der MaBbestimmung den speziellen Kegelschnitt 


ge? +t y*7— 47? = 0 
zugrunde; weil seine Gleichung aus der entsprechenden Gleichung 
der elliptischen Geometrie 8. 513 dadurch entsteht, daB k’? durch 
— k? ersetzt wird, so folgt, daB die hyperbolische Geometrie der 
Ebene mit der sphirischen Geometric auf einer imagindren Kugel 


mit dem Radius = identisch ist. Demnach werden die Formeln 
der hyperbolischen Geometrie aus den elliptischen dadurch abgeleitet, 
dap ki durch es ersetet wird. 


Das hyperbolische Bogenelement wird in dieser Weise: 


(ady — ydx)* 
dat dy? — eee ee 
as’ = ; meek + y? 3 
( 4h? ) 


und fiir k = oo 5 , 
lim ds? = da? + dy’. 
00 
Da die Trigonometrie der hyperbolischen Ebene durch die 
; : 9 
spharischen Grundformeln einer Kugel mit dem Radius —_be- 


stimmt wird, haben wir die Formeln: 


. at bt 
sin 97° ms = sin A: sin B, 
ar Ds BW tO 
COS 57 = COS 97 ¢ oss + sin 5; sing; cos A usw. 


Um sie in reelle Gestalt zu bringen, fiihren wir die hyper- 
bolischen Funktionen ein: 


2p eo 
Gee its eae nz 
Oost aie viroL =chs; 
ae mee 
aoe at, ee ue SetaS 
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Dann erhalten wir das reelle Formelsystem: 


a b c é : : 
sho7:sho,:sh5, — sin A: sin B: sinC 


Ch a b c b c 
chs, —cho;z ch tis sh 57 sh 55, cos A usw. 

Aus diesen Formeln folgt der Hauptsatz: Die Winkelswmme 
eines hyperbolischen Dreiecks ist kleiner als 2. Weil hier der 


Radius der Kugel = ae ist, findet man fiir die Dreiecksflache den 


Wert 
(12) k? (x —A—B—C). 


Die Winkelsumme eines Dreiecks, das dem fundamentalen 
Kegelschnitte einbeschrieben ist, wird Null, und sein Inhalt ist 
konstant gleich k?z. 

Zwei Gerade u und w bilden einen rechten Winkel (42), 
wenn die eime durch den Pol der anderen im bezug auf den ab- 
soluten Kegelschnitt geht. 

Die Lote einer Geraden schneiden sich séimtlich in dem Pole 
dieser Geraden. Hine Gerade und zwei ihrer Lote bilden aber 
kein eigentliches Dreieck. 

Der hyperbolische Kreis, d. h. der Ort der Punkte, die wm 
einen konstanten Abstand von einem gegebenen Punkte, dem Mittel- 
punkte O, entfernt sind, ist ein Kegelschnitt, der den Fundamental- 
kegelschnitt C in den Beriihrungspunkten der an thn aus dem 
Mittelpunkte O gelegten Tangenten doppelt beriihrt. 

Die Polare von O sei 0; die zweimal gezihlte Polare ist 
selbst ein hyperbolischer Kreis um O, weil das Doppelverhiltnis 
mit O fiir einen Punkt der Polare —1, die Entfernung also 
kot wird. Ist K ein Kegelschnitt, der den absoluten in den 
Schnittpunkten der Polaren beriihrt, so sind die Kegelschnitte 
homologe Figuren in einer ebenen perspektiven Kollineation, von 
der die Polare 0 die Homologieachse und O der Mittelpunkt ist. 
Es ist dann 


(oS) = (0m, § &') = (on §'§) = (02,'8,'&,). 

Zwei Gerade durch O schneiden k in x, # und 2,, a’, C in 
€, & und &,, &,. Der Kreis ist durch seinen Mittelpunkt und 
einen Punkt auf ihm bestimmt, weil die doppeltbertthrenden Kegel- 
schnitte mit bestimmten Beriihrungspunkten ein Biischel bilden. 


Hs sind nun drei Fille zu unterscheiden: 
1. Dev Mittelpunkt liegt auBerhalb C. 
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Wir beginnen das System der Kreise mit der doppelt ge- 
zihlten Beriihrungssehne; an diese schlieBen sich zuerst flache, 
dann immer weiter werdende Ellipsen an, die schlieBlich in den 
absoluten Kegelschnitt fiir einen unendlich grofen Radius tiber- 
gehen. Weiterhin folgen (fiir imaginiire Werte des Radius) noch 
mehr Ellipsen, die dann mit einer Parabel als Zwischenlage in 
Hyperbeln tibergehen, diese ihrerseits gehen durch das Tangenten- 
paar in die konjugierten Hyperbeln iiber und konvergieren end- 
lich gegen die doppelt gezahlte Verliingerung der Beriihrungssehne. 

Betrachten wir nur die Punkte im Inneren des absoluten 
Kegelschnittes als reell, so existiert in diesem Falle kein reeller 
Mittelpunkt, diese Kreise sind sogen. dquidistante Kurven: sie sind 
gegeben als die Linien, welche die nach einem imaginiren Punkte 
(auBerhalb des absoluten Kegelschnittes) konvergierenden, d. h. die 
auf einer geraden Linie (der Beriihrungssehne) senkrecht stehen- 
den Strahlen rechtwinklig schneiden. 

2. Der Mittelpunkt lhegt auf C. 

Die Kreise beriihren dann C in O vierpunktig; die im reellen 
Gebiet bleibenden Kreise sind Ellipsen, die in C ausmiinden; dann 
folgen im idealen Gebiet noch weitere Ellipsen, die vermittelst 
einer Parabel in Hyperbeln iibergehen. Diese ziehen sich schlieB- 
lich in die doppelt zihlende Polare von O, d. h. die Tangente in 
diesem Punkt, zusammen. Weil O von allen Punkten der Peri- 
pherie unendlich weit entfernt ist, nennt man diese Kurven Grenz- 
kreise oder Horozykeln. 

3. Der Mittelpunkt liegt innerhalb C. 

Die Doppelberiithrung findet in imaginaren Punkten statt; 
die Kreise verlaufen wie gewdhnliche Kreise um QO, die schlieBlich 
in C tibergehen. Diese im Innern von C verlaufenden Kurven sind 
die eigentlichen Kreise der hyperbolischen Geometrie. 

Das Spiegelbild x’ eines Punktes x in bezug auf eime Gerade 
o und der Punkt « trennen den Pol und den Schnittpunkt p von 
2x und o harmonisch. 

o ist also die Spiegelungsachse der hyperbolischen Kreise mit 
dem Mittelpunkt O. 


§ 5. Die hyperbolischen Bewegungen. 


Eine Bewegungstransformation fiihrt jede Figur in eine kon- 
gruente Figur iiber, und umgekehrt sind kongruente Figuren solche, 
die durch eine Bewegungstransformation in einander tibergefiihrt 
werden kénnen. In der hyperbolischen Geometrie sind die Be- 
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wegungstransformationen definiert als die kollinearen Trans- 
formationen, die den absoluten Kegelschnitt invariant lassen. 
Eine beliebige kollineare Transformation enthilt acht unab- 
hingige Parameter; soll ein gegebener Kegelschnitt in sich trans- 
formiert werden, so entstehen zwischen den acht Parametern ftnf 
Gleichungen. Also: Es gibt co* projektive Transformationen, die 
einen gegebenen Kegelschnitt nm sich tiberfiihren. 

Wird em Kegelschnitt durch eine projektive Transformation 
im sich iibergefiihrt, so bleiben im allgemeinen zwei (reelle, magindre 
oder zusammenfallende) Punkte des Kegelschnittes fest. 

Es miissen dann auch die Tangenten der invarianten Punkte 
des Kegelschnittes invariant sein; der Schnittpunkt derselben ist 
der dritte invariante Punkt der Ebene. Speziell kénnen die drei 
Punkte in einem Punkt des Kegelschnittes zusammenfallen. Sind 
die zwei Punkte reell, dann ist der dritte ein aiuBerer Punkt; 
sind die zwei Punkte konjugiert imaginir, so ist der dritte Punkt 
ein innerer (reeller). Also: Jede hyperbolische Bewegung ist eine 
Drehung um einen festen Punkt. Dieser ist der dritte Punkt. 

Ist dieser Punkt reell, so haben wir Kreise derselben Art 
wie die Euklidischen; die Bewegung wird periodisch. Gehért der 
dritte Punkt dem Kegelschnitte an, so beschreibt der bewegte 
Punkt einen Horozykel und erreicht nie wieder den Ausgangspunkt. 
Liegt endlich der dritte Punkt auBerhalb des fundamentalen Kegel- 
schnittes, so beschreiben die Punkte dquidistante Kurven; die 
Polare des festen Punktes wird in sich selbst verschoben. 

Ein wesentlicher Unterschied der EHuklidischen und der 
hyperbolischen Bewegungen liegt in der Tatsache, daB in der 
hyperbolischen Ebene jede Transformation, welche den absoluten 
Kegelschnitt ungeindert lu8t, eime Bewegung ist. In der Euklid- 
ischen Ebene ist der absolute Kegelschnitt das Paar der Kreis- 
punkte; es ist aber nicht jede Transformation, welche die Kreis- 
punkte in sich tiberfiihrt, eine Bewegung; cmeus laBt auch die 
Ahmlichkeitstransfor mation die Kreispunkte ungeindert (vgl. Eugen 
Meyer, Uber die Kongruenzaxiome der Geometrie, Math. Ann. 
64, 197). 

Den ersten Aufbau der hyperbolischen Geometrie verdanken 
wir Lobatschefsky und J. Bolyai (vgl. $1). Von Arbeiten 
liber diese Geometrie nennen wir aufer den hier benutzten von 
F. Klein die folgenden: 

D. Hilbert: Newe Begriindung der Bolyai-Lobatschef- 
skyschen Geometrie (Math. Ann. 5%, 137, Grundlagen der Geo- 
metrié, Anhang III). Hier werden die Tatsachen der hyperbolischen 
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Geometrie ohne den Stetigkeitsbegriff, aber unter Annahme des 
hyperbolischen Parallelenaxioms hergeleitet; dieses letztere postu- 
liert die Existenz der zwei Parallelen. 

Mit dieser Arbeit sind zu vergleichen: F. Schur, Math. Ann. 
59, 314, und J. Hjelmslev, Math. Ann. 64, 449; Ladbm aan, 
Math. Ann. 59, 110. 

Ausfithrliche Darstellungen dieser Geometrie finden sich in: 
Gérard, Sur la géometrie noneuclidienne, Thése, Paris 1892; Joh. 
ae (Hjelmslev), Nyt Tidsskrift for Math., 13, B, 25 
1902). 


§ 6. Andere Verwirklichungen der nichteuklidischen 
Geometrie. 


1. Wir haben im vorhergehenden gesehen, da8 die elliptische 
Geometrie mit der Geometrie auf einer Kugel mit dem Radius 


2k iibereinstimmt; das GawBische Kriimmungsmaf ist hier aK 2) 


also positiv. yeeceen hat die hyperbolische Geometrie negatives 
Krimmungsmas: — re ; die parabolische (Buklidische) Geometrie 


hat die Kriimmung 0. Wir wollen hier auf die Verwirklichung 
der nichteuklidischen Geometrien auf den Flachen mit konstanter 
negativer oder positiver Krimmung nicht niher eingehen und be- 
gniigen uns mit folgenden Literaturangaben: Beltrami, Saggio 
di interpretazione della geometria noneuclidea, Giorn. di mat. VI, 
1868. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, 1886, deutsch 
von Lukat, 1899, Kap. XVI. Hilbert, Uber Fldchen von kon- 
stanter GauBscher Kriimmung, Grundlagen, Anhang V. 

2. Man hat die nichteuklidische Geometrie innerhalb der 
Euklidischen in der Weise aufgebaut, daB man die Geometrie 
eines Kugelgebiisches, d. h. die Menge der Kugeln, die in einem 
Punkte O dieselbe Potenz haben, in Betracht zieht. 

Wie dann die drei Geometrien in der Weise entstehen, dai 
man die verschiedenen Gebilde des Gebiisches als Punkte, Geraden 
und Ebenen definiert, findet man in Weber-Wellstein, Enzy- 
klopddie der elementaren Geometric, 2. Band (Wellstein) ent- 
wickelt. 

3. Endlich bemerken wir noch, daf die Untersuchungen von 
Riemann und Helmholtz (Uber die Tatsachen, die der Geo- 
metrie zugrunde liegen, 1868, und Uber den Ursprung und die 
Bedeutung der geometrischen Wine Vortrige und Reden II, 1884) 
Lie veranla8t haben, das Problem der axiomatischen Behandlung 
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der Geometrie unter Voranstellung des Gruppenbegriffes in Angriff 
zm nehmen (Lie-En gel, Theorie der Transformationsgruppen I, 
Abt. 5); er wurde zu einem System von Axiomen gefihrt, von 
denen er mittels seiner Theorie der Transformationsgruppen nach- 
wies, daB sie zum Aufbau der Geometrie hinreichend sind. 

In Shnlichem Sinne hat D. Hilbert eine Arbeit: Uber die 
Grundlagen der Geometrie verdffentlicht (Math. Ann. 56, 381, 
Grundlagen, Anh. IV). 


§ 7. Die nichtarchimedischen nichteuklidischen ~ 
Geometrien nach F. Schur. 


Im vorhergehenden wurde die nichteuklidische Geometrie 
mittels des Stetigkeitspostulats aufgebaut; wie aber im Kap. I, 
§ 7 gezeigt wurde, da8 die Elementargeometrie sich im wesent- 
lichen ohne Stetigkeitspostulat begriinden liBt, so zeigt sich auch 
die allgemeinere Geometrie, die durch Ersetzung des Parallelen- 
axioms mit einer Theorie der idealen Elemente entsteht, in ge- 
wissem Sinne von den Stetigkeitsvoraussetzungen unabhangig. 
In der Tat l48t sich &hnlich wie in Kap. VI, § 1 die projektive 
Geometrie aufbauen, indem das Stetigkeitsaxiom durch die Annahme 
der Giiltigkeit des Pascalschen Satzes ersetzt wird. Die Voraus- 
setzungen sind dann die graphischen Axiome und der Pasealsche 
Satz; aus diesen bildet der Fundamentalsatz der projektiven Geo- 
metrie (Kap. VI, § 1) eine Folgerung. 

Die nachfolgende analytische Geometrie verdankt man 
F. Schur (Math. Ann. 55, 286). Schur setzt in diesen die Kon- 
gruenzaxiome voraus; erstens hat er, um ohne Stetigkeitsaxiom den 
Pascalschen Satz zu beweisen, die Kongruenz benutzt (Math. Ann. 
51, 401), und zweitens braucht die analytische Geometrie, wie er 
sie gibt, die Kongruenzbeeriffe. Es stellt sich aber heraus, daB, 
wenn der Pascalsche Satz einmal vorausgesetzt wird, die Kon- 
gruenzbegriffe sich auf einfache Art definieren und darauf die 
Kongruenzsiitze beweisen lassen. Hine dementsprechende Um- 
formung der Schurschen Arbeit ist es, was wir hier geben. 

Wir fihren wie in § 1 eine Koordinatengeometrie ein; es 
seien der Anfangspunkt O, die Hinheitspunkte auf den Achsen 
und F, die Unendlichkeitspunkte U und V. Wir bestimmen nun 
auf jeder Geraden eine feste Involution in folgender Weise: Auf 
der X-Achse nehmen wir eine Inyolution mit den entsprechenden 
Punkten O und U, E und E’, wo E’ beliebig gewihlt ist. Dann 
ist nach der in Kap. VI, § 3 angedeuteten Rechnung mit Doppel- 
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verhiltnissen oder Wérfen (v. Staudt), wenn A und A’ korre- 
spondierende Punkte sind, 
(UOEA) XK (OUE'A) ZX (U0A'F’) 
oder 
(UOEA) -(UOEA) =(UOEP), also 


(1) (0A) (0.4) — (OB) = K. 


Wenn mithin AA’ irgendein Paar korrespondierender Punkte 
sind, so ist das Produkt (OA)-(OA’) konstant. Auf der Y- 
Achse sollen O und V, F' und F” korrespondierende Punkte sein, 
wenn 

(UOEF) 7X (VOFF). 
Sind dann B und B’ beliebige korrespondierende Punkte auf der 
Y-Achse, so ist auch hier 


(OB (OB) ke 
K kann sowohl positiv als negativ sein. 

Im folgenden verwerten wir besonders die Forme! 
OO CA TOO CB) 
(OD) — (OA) ° (OD) — (OB) 
Bevor wir aber die Involution auf einer beliebigen Geraden be- 
stimmen, wollen wir die Gleichung der Geraden ableiten. Sind 
P= (cy), P, = (&, %), Po = Ge, Yo) drei Punkte einer Geraden, 
welche die Gerade UV in W schneidet, so ist 


CWPE, PY 7 (UQQ.0,) AN (VERB) =i 


Q, 1, Q@. und RK, R,, R, sind die Projektionen von P, P,, P, 
aus V auf die X-Achse und aus U auf die Y-Achse. Es wird 
dann 


(ABCD)= 


ae ee OE 
% — Xs YiraYs. 
Ly — Aa, Y, —1Ye 
adie giant 


A oder 


(2) 


i 


und dies sind die Gleichungen der Geraden. Der konjugierte 
Punkt wird im folgenden immer durch einen angesetzten Akzent 
bezeichnet. Die Polare des Punktes Q der X-Achse ist die Gerade 
VQ’; die Polare des Punktes R der Y-Achse ist die Gerade UR’; 
die Polare von P, = (a,y,) ist die Gerade Q,’R,’. Es wird 
; ; K ; eG 
(00) =% = @,? (OR) = % ene 
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die Gleichung der Polare ist also 


(3) re, + yy, = K. 


Nun wird auf emer beliebigen Geraden die Involution da- 
durch bestimmt, dap jedem Punkte der Schnittpunkt der Geraden 
mit der Polaren des Punktes zugeordnet wird. Seien dann 


(I) ax+by=K, 
(II) ca+dy=K, 
zwei Gerade, so ist (cd) der Pol der Geraden (II); dieser Punkt 
gehdrt der Geraden (I) an, wenn 
(4) ac+bd=K; 
(cd) und der Schnittpunkt der beiden Geraden 
K@—b) Ka—¢ 


adie? .ad—be 
sind konjugiert. Ebenso gehért der Punkt (ab) der Geraden (II) 
an und ist demselben Schnittpunkte konjugiert. Ist die Bedingung 
(4) erfiillt, dann heigen die Geraden (1) und (IL) aufeimander senk- 
recht; durch jeden Punkt einer Geraden geht eine und nur eine 
Senkrechte. Betrachten wir zwei Geraden durch den Anfangspunkt 


ax—y=0O cx—y=0O0, 
so heiBen sie aufeinander senkrecht oder konjugiert, wenn 
act+t1i=0O; 
hierdurch wird die Involution auf der Geraden U V bestimmt. 
Um nun die projektive Strecke (P,P,), wobei P, und P, 
beliebige Punkte sind, zu definieren, setzen wir 
(SOUS) X (P,P, B,'P;), 


wo S und S" zwei konjugierte Punkte der X-Achse sind, die sich 
eben durch diese Beziehung bestimmen lassen. Ist nimlich W 
der Schnittpunkt (UV, P,P), dann ist 


(WP,'P,P,) _ 4 


Mr ram T ay 


Wo 
he aie OMe —K=i1, (a, ae rk W442 — Ky; 
1 Xq + YyYy — K = dy (ay? + Voce Ty 
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Es ist also 
(O8’) K 


(SO US’) = (OS923 (OS ok — 6? 


=) | (@1 %y + Y; Y2 — K)? 
(a? + y,* — K) (7 + y,2— K)’ 


wenn (OS) =s. Daraus folgt 


5 yee (a, — %_)* + Y, — Yo)? — k(n, y, — %y,)? 
( ) {1 —k(@, 2% + Y,¥,)}? : 


Wir setzen jetzt definitionsweise: 
(B, Bs) == (OS) == 5. 


Wird diese Forme] auch auf k = 0 ausgedehnt, so geht sie in die 
Formel der gewéhnlichen (Cartesischen) analytischen Geometrie 


tiber: 
so = Ge ay)” + (Gu 93) 


Weil nun die Gleichung (5) hinsichtlich x und y, vom zweiten 
Grade ist, sehen wir, da8 es zwei Punkte der Geraden gibt, deren 
Abstand von P, gleich s sind. Weil aber die Werte von s nicht 
rational smd, wird ier ein neues Existenzaxiom vorausgesetet. 
Hiermit ist der Begriff der Streckenkongruenz festgelegt. Speziell 
haben wir: 
COP)? = 7 A y?; (QP)? as y* > RPE a a as 
p eee) 1—k y” 

Um jetzt auch den Begriff der Winkelkongruenz festzulegen, 
betrachten wir zuerst Winkel, deren Spitze O und deren fester 
erster Schenkel die X-Achse ist. Wir ziehen die Gerade V £, 
wihlen auf ihr zwei beliebige Punkte A und B aus und betrachten 
die Winkel HOA und HOB. Die Strahlen durch O bilden nach 
dem Vorhergehenden eine feste Involution von paarweise auf- 
einander senkrechten Geraden; dadurch werden auch die Punkte 
der Geraden VE paarweise involutorisch konjugiert: (A A’), 
(BB’) usw. Wir bestimmen num (vgl. die Bestimmung der Punkte 
S und S’ im vorhergehenden) die Punkte C und C’ derart, dap 


(VEB'B) XK (4 ACO); 


dann heigt der Winkel EOC die Summe der Winkel EOA und 
EOB. Dieselbe Beziehung ist uns auch das Kennzeichen dafir, 
daB die Winkel HOA und BOC gleich sind. Speziell haben wir 
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als Kriterium dafiir, daB der rechte Winkel A’OA dem Winkel 
EOV gleich ist: 

(VEAA’) 7 (EV A’ A). 
Weil nun die Geraden 0.A und 0A’, OB und OB’, OC und OC’ 
aufeinander senkrecht stehen, ist 


aa =bb =cc =—1, 


wenn a, a’, b, b’, c, ¢ die Ordinaten der Punkte sind. Werden 
die Punkte von U auf die Y-Achse in A, A,’ B, B,’ C,C,’ projiziert, 
so wird 


( VOB, By) a (A, A, C,’ C.) 


oder 
RR ae 2S Keres 
(1+ ae)*? 

woraus 

c—a 

ao 1+ ac 

folgt, damit fir a = 0 auch b = ¢ resultiere. Somit finden wir 

a+b 
(6) C= aah 


Wir stellen nunmehr mit Schur die weitere Definition auf: 

Unter dem Kosinus und dem Sinus eines Winkels p = <<< XOP 
versteht man die Abszisse und die Ordinate des Punktes P mit 
dem Radiusvektor (OP) = 1. 

Ist A der Schnittpunkt (OP, VE), (OP,) = cos < EOP, 
(OP,) = sin X EOP, so wird 

(UO PE) = (VORA. 

hieraus ergibt sich 


eit caw 
ae ae oder (0.A,) = tga. 


Nach der Formel (6) ist dann 


tga + tgp 
(7). RCS licensing 
woraus sich die tibrigen Additionstheoreme leicht ergeben. In 
diesen goniometrischen Formeln ist in der Tat die ganze Lehre 
von der Winkelkongruenz enthalten. Insbesondere sehen wir, da8 
die Formeln fiir die Drehung des Koordinatensystems genau so 
lauten wie in der gewdhnlichen Geometrie. 
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Was die Formeln der Koordinatenverschiebung betrifft, so 
brauchen wir nur diejenigen fiir die Verlegung des Ratanospeieies 
nach einem Punkte O’ auf der Achse OX mit der Abzisse a zu 
geben. Die Y-Achse wird hiernach die Achse O'V. Zuniichst er- 
gibt sich aus (5) 

, , xL—a 
NS oat 
Weiter folgt 
‘= (0 R') = — 
y = (OR) ae pe 
wo 4, die Ordinate von Rf’ im alten Systeme, sich dadurch er- 
gibt, daB die drei Punkte (a7), (wy) und (a’0) in einer Geraden 
legen, d. h. 


y nish y (i — ka*) 
i ee OLN a Sorpeacr ee 
ka ka 


ist. Dann sind die Formeln der Koordinatenverschiebung 


eee ON So (ST 
ce) 1—kax a 1—kax 


Es sind nun die Formeln der nichteuklidischen Dreieckslehre 
ohne Schwierigkeit ableitbar, und wir haben so die Geometrie 
ohne direkte Benutzung der Stetigkeit auf Grund der graphischen 
Axiome und des Pascalschen Satzes definitionsweise vollstindig 
aufgebaut. 

Die Annahme der Giiltigkeit des Pascalschen Satzes, die fiir 
die vorhergehenden Ausfiihrungen grundlegend war, kann nach 
F. Schur (Math. Ann. 51, 401) durch die Kongruenzaxiome er- 
setzt werden. Dandelin hat bewiesen, daB der Pascalsche Satz 
fiir das Geradenpaar sich auf den folgenden Satz zurtickftihren laBt: 

Durch die Punkte zweier Geraden g und g’ derselben Ebene 
kinnen zwei Scharen von Geraden so gelegt werden, dap zwei Ge- 
raden verschiedener Scharen stets derselben Ebene angehiren, zwer 
Geraden derselben Schar hingegen nicht. 

Um diesen Satz mittels der Kongruenzaxiome beweisen zu 
kénnen, braucht Schur eine rdwmliche Theorie der Spiegelungen, 
die aus den folgenden Satzen besteht: 

1. Das Spiegelbild SP = P’ jedes Punktes P hat wiederum 
den Punkt P zum Spiegelbilde, d. h. es ist SSP = P; jeder Punkt 
der spiegelnden Ebene o ist sein eigenes Spiegelbild. 

2. Das Spiegelbild jeder Strecke ist eine ihr kongruente 
Strecke. 
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3. Das Spiegelbild g’ jeder Geraden g schneidet sich mit dem 
Originale auf der spiegelnden Ebene (in einem eigentlichen oder 
uneigentlichen Punkte), d. bh. es ist (gy, «) = (Sg, 6). 

4, Die Aufeinanderfolge dreier Spiegelungen an drei Ebenen 
durch dieselbe Achse a kann ersetzt werden durch eine einzige 
Spiegelung an einer Ebene durch dieselbe Achse, d. h. es wird 
8;5,8,P = SP. 

5. Zwei gerade Linien g und g’, die einen eigentlichen Punkt 
S gemein haben, kénnen stets durch eine Spiegelung S ineinander 
tibergefiihrt werden. 

Nachdem wir hier den Beweis des Pascalschen Satzes 
skizziert haben, sind die ferneren Ausfiihrungen von F. Schur 
uns schon bekannt; sie werden hier dadurch vereinfacht, daB die 
Kongruenzbegriffe von vornherein angenommen werden. Hin aus- 
fithrlicher Aufbau der Geometrie auf Grund der graphischen Axi- 
ome und der Axiome der Kongruenz findet sich in dem neuerdings 
erschienenen Buche von F. Schur, Grundlagen der Geometrie, 
Leipzig 1909. 


§ 8. Die nichtarchimedische Geometrie nach M. Dehn. 


Auch Dehn braucht (Die Legendreschen Sdtze iber die 
Winkelsumme im Dreieck, Math. Ann. 53, 405) wie Schur die 
mittels des Raumes ausgebildete Theorie der idealen Elemente; 
die Axiome, die seinen Ausfiihrungen zugrunde liegen, sind somit 
simtliche projektiven Axiome und die Kongruenzaxiome. Wir 
heben hervor, da8B Dehn nur von einer ebenen Kongruenzlehre 
Gebrauch macht. 

Aus dem Desarguesschen Satze und aus den elementaren 
Satzen von dem rechten Winkel leitet man die Satze her: 

Alle Senkrechten auf einer Geraden schneiden sich in einem 
(idealen) Punkte, dem Pol der Geraden. 

Die Pole aller der Geraden, die durch einen eigentlichen Punkt 
O gehen, liegen auf einer (idealen) Geraden, und jeder Punkt dieser 
Geraden ist Pol einer Geraden durch O. 

Wir kénnen nun die Polare eines eigentlichen Punktes O in 
der Weise auszeichnen, da8 wir zwei Geraden parailel nennen, 
wenn sie sich in einem Punkte von o schneiden. Betrachten wir 
dann alle eigentlichen und idealen Punkte mit Ausnahme der 
Punkte von 0 und ebenso alle eigentlichen und idealen Geraden 
mit Ausnahme von o als wirklich, dann entsteht eine Geometrie, 
in der auch das Parallelenaxiom giiltig ist. Dehn nennt diese 
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Geometrie Pscudogeometric. Es ist eine einfache Folge des 
Desarguesschen Satzes, daB, wenn zwei Strecken aus derselben 
dritten durch Parallelyerschiebung entstehen, sie sich auch in- 
einander parallel verschieben lassen. 


Es ist nun ersichtlich, was wir in der Pseudogeometrie unter 
Kongruenz zu verstehen haben. Die Kongruenzbegriffe in der 
urspriinglichen Geometrie und in der Pseudogeometrie sollen in 
dem Falle identisch sein, wo es sich um Strecken mit dem Anfangs- 
punkt O oder um Winkel mit dem Scheitelpunkt O handelt. Ist 
also OA = OB, so sind auch OA und OB pseudokongruent. 
Sonst nennen wir zwei Strecken oder zwei Winkel pseudokongruent, 
wenn sie auseinander durch Parallelverschiebung entstehen. Es 
entspricht diese Festlegung des Kongruenzbegriffes der Tatsache, 
daB alle Konstruktionen der Euklidischen Ebene sich mittelst des 
Lineales und eines einzigen Kreises ausfiihren lassen (J. Steiner, 
Die Konstruktionen usw., Werke 1, 461, Ostwalds Klassiker, 
Nr. 60; vgl. auch Weber-Wellstein, Enzyklopidie der Elementar- 
Mathematik, 11, 1. Buch, § 5 und spiiter). 

Ks gelingt nun zu zeigen (Dehn, l.c. 8. 413ff.), da® die 
sechs Hilbertschen Kongruenzaxiome (Kap. I, § 5) siimtlich wieder 
richtige Siitze werden, wenn man das Wort kongrwent durch 
pseudokongruent ersetzt. Weil auch in der Pseudogeometrie das 
Parallelenaxiom giiltig ist, kénnen wir aus jedem Satze der Eu- 
klidischen Geometrie — die sich ja vollstiindig aus den graphi- 
schen Axiomen, den Kongruenzaxiomen und dem Parallelenaxiom 
herleiten 1a8t (vgl. Kap. I) — einen neuen Satz der Pseudo- 
geometrie dadurch bilden, da& wir das Wort kongruent durch 
pseudokongruent ersetzen. Aus dem Satze der Euklidischen 
Geometrie ,,Die Winkelsumme eines Dreiecks ist kongruent zwei 
Rechten“ folgt so z. B. ,,Die Winkelsumme emes Dreiccks ist pseudo- 
kongruent zwei Rechten“. 


Man sieht sehr einfach ein, daf, wenn der eine Schenkel 
eines rechten Winkels durch den ausgezeichneten Punkt O geht, 
der Winkel ein pseudorechter ist. Hieraus folgt: 

Die drei Héhen eines Dreiecks schneiden sich auch in der 
nichteuklidischen Geometrie in einem Punkte. 

Denn die Pseudohéhen schneiden sich in einem Punkte; legen 
wir aber den Punkt O in die eine Ecke des Dreiecks hinein, so 
fallen die Pseudohdhen mit den Hohen zusammen. 

Besonders ist der Pascalsche Satz im Winkelraum eine 
Folge der graphischen Axiome, der Kongruenzaxiome und des 
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Parallelenaxioms; er gilt auch in der nichteuklidischen Geometrie, 
weil er ein reiner Schnittpunktssatz ist. 

Hiermit ist der ganze Aufbau der Geometrie gesichert; denn 
die Schurschen Entwicklungen (§ 7) setzen nur die graphischen 
Axiome und den Pascalschen Satz voraus. 

AuBer diesem Aufbau der Geometrie enthilt die Dehnsche 
Arbeit eine interessante axiomatische Untersuchung der Beziehung 
zwischen dem Satze von der Winkelsumme des Dreiecks und dem 
Parallelenaxiom. Bekanntlich kann das Parallelenaxiom, wenn 
man das Archimedische Axiom voraussetzt, durch die Aussage er- 
setzt werden, da8 die Winkelsumme eines Dreiecks immer gleich 
zwei Rechten ist. Legendre hat den Satz bewiesen, daB die 
Winkelsumme eines Dreiecks niemals gréBer als zwei Rechte ist, 
indem er insbesondere von Stetigkeitsbetrachtungen Gebrauch 
macht. Schon Lambert hatte dagegen ohne den Stetigkeits- 
begriff den Satz von Saccheri (§ 1) bewiesen: 

Je nachdem die Winkelsumme in emem Dreieck kleiner, 
gleich oder gréBer als zwei Rechte ist, gilt das gleiche in jedem 
Dreieck. 

Um nun zu untersuchen, ob der genannte Satz von Legendre 
auch in der nichtarchimedischen Geometrie Giiltigkeit hat, gehen 
wir mit Dehn von der Hilbertschen analytischen nichtarchi- 
medischen Geometrie aus (Kap. I, § 7, 17). Innerhalb dieser Geo- 
metrie bauen wir genau wie in der Cartesischen Geometrie (§ 1) 
eine elliptische Geometrie auf, deren Fundamentalkegelschnitt 


e+y+1l=o 
ist. Endlich grenzen wir in dieser Geometrie durch die Bedingung 


+n. «£ —n 
ein Gebiet ab; m ist eine beliebige ganze rationale Zahl, ¢ der 
Parameter des Zahlensystems (vgl. Kap. I, § 7). Der nichtarchi- 
medische Charakter des Zahlensystems zeigt sich darin, daB wir 
durch Winkel- und Streckentibertragung immer innerhalb des ab- 
gegrenzten Gebietes bleiben. 

In dieser Geometrie ist nun die Winkelsumme eines Dreiecks 
immer groBer als zwei rechte Winkel. AuBerdem gehen durch 
jeden Punkt auperhalb emer Geraden unendlich viele nicht schnei- 
dende Geraden. 

Nach Dehn wird diese Geometrie eine nicht-Legendresche 
genannt. Der Legendresche Satz erfordert also zu seinem Be- 
weise notwendig das Archimedische Axiom. 
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In ahnlicher Weise zeigt Dehn die Méglichkeit einer semi- 
euklidischen Geometrie, d. h. eine Geometrie, in der die Winkel- 
summe jedes Dreiecks gleich zwei Rechten ist, in der aber durch 
einen Punkt zu jeder Geraden unendlich viele nicht schneidende 
Gerade gehen. 

Dagegen zeigt es sich, daB in einer Geometrie, wo zwei 
Gerade sich immer schneiden, die Winkelsumme immer gréfSer 
als zwei Rechte ist (auch ohne Voraussetzung der Stetigkeit). 


§ 9. Die Hjelmslevsche Begriindung der ebenen Geometrie. 


Wiahrend einerseits die in § 7 und § 8 besprochenen Arbeiten 
von F. Schur und M. Dehn die raéumliche Theorie der idealen 
Elemente benutzen, um eine nichtarchimedische Geometrie auf- 
zubauen und anderseits die Arbeiten von Hilbert und Hessen- 
berg tiber die Bolyai-Lobatscheffskysche und die Rie- 
mannsche Geometrie von besonderen Parallelenaxiomen ausgehen, 
ist es neuerdings Hjelmslev gelungen, die Geometrie mittels der 
ebenen graphischen Axiome und der ebenen Kongruenzaxiome 
aufzubauen (Math. Ann. 64, 449). 

Wir definieren wie friiher (Kap. VI, § 1): Hin idealer Punkt 
(ab) ist ein Geradenpaar der Ebene, dessen einzelne Geraden a 
und 6 sich nicht schneiden. 

Das Kriterium dafiir, da8B eine dritte Gerade c der Ebene 
durch den Punkt (ab) geht, ist aber ein ebenes. Um dieses 
Kriterium anzugeben, nennen wir S, eine Spiegelung in der Ge- 
raden a; die Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen S, und S,, be- 
zeichnen wir mit S_S,; ¢ geht durch den idealen Punkt (ab), wenn 
c Spiegelungsachse der Punkte 

B=8,8,4A und C=S8,8,A 
ist; A ist dabei ein beliebiger eigentlicher Punkt von c. Es zeigt 
sich dann ohne Schwierigkeit die Richtigkeit des Satzes: Hin 
idealer Punkt (ab) und ein eigentlicher Punkt A bestimmen eine 
und nur eme Gerade. 

Als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB c 
durch den idealen Punkt (ab) geht, findet man §,5,S, = 8,8,8_; 
hieraus folgt: Wenn c durch (ab) geht, so geht auch a durch 
(be) und b durch (ac). 

Folgende Sitze sind unmittelbar ersichtlich: 

Wenn a, b, ¢ cine Senkrechte gemeinsam haben, geht c durch 


den Punkt (ab). 
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Haben a und b eine gemeinsame Senkrechte n und geht c 
durch (ab), so ist n eine gemeinsame Senkrechte der dre Geraden 
a;-0, °C: 

Wenn zwei Gerade zwei gemeinsame Lote besitzen, so ist 
jedes Lot der einen Geraden auch ein Lot der anderen. 

Hieraus folgt nun: Gibt es ein Viereck mit vier rechten Winkeln, 
so mu in jedem Viereck nut drei rechten Winkeln der vierte Winkel 
auch eim rechter sein. Dieser Satz ist schon in dem Satze von 
Saccheri (§ 1) enthalten. Hiernach unterscheidet man zwei Falle: 

Im ordinéren Fall haben irgend zwei Gerade héchstens ein 
gemeinsames Lot. 

Im singuldren Fall haben zwei Gerade mit einem gemein- 
samen Lot unendlich viele solche Lote. 

Nunmehr beweist man den Satz: Wenn c und d durch (ab) 
gehen, dann geht auch d durch (bc). 

Die Hauptsiatze der ebenen Theorie der Spiegelungen sind die 
auf 8. 24f. bereits angeftihrten. 

Bei jeder symmetrischen Verwandtschaft, welche keine 
Spiegelung ist, gibt es eine und nur eine Gerade, welche sich 
selbst entspricht, es gehéren naémlich die Mittelpunkte der Ver- 
bindungsstrecken entsprechender Punkte einer Geraden an. 

Die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken entsprechender 
Punkte in zwei kongruenten Punktreihen fallen entweder in einem 
einzigen Punkt zusammen oder sie sind in emer und derselben 
Geraden enthalten. 

Nach dem Vorhergehenden kénnen wir noch nicht behaupten, 
da8 zwei Punkte immer eine Verbindungsgerade haben; betrachten 
wir z. B. die absoluten Pole zweier Geraden, die durch einen eigent- 
lichen Punkt geben, dann existiert die Verbindungslinie nicht. Um 
in diesem Sinne die Theorie der idealen Elemente zu vervollstin- 
digen, benutzt Hjelmslev die Halbdrehungen. Durch eine Drehung 
(keine Umlegung) um einen eigentlichen Punkt O entsteht aus 
den Punkten einer Figur ABC... eine neue Figur A,B,C, ..., 
die Halbdrchung fiihrt dann ABC... in die Mittelpunkte 
A,B,C,... der Strecken AA,, BB,, OC,... tiber. Die um- 
gekehrte Transformation heiBt eine inverse Halbdrehung. Bei 
einer direkten Halbdrehung gehen die eigentlichen Punkte einer 
gegebenen Geraden a in eigentliche Punkte einer Geraden a, tiber; 
um diese Gerade zu konstruieren, fallt man das Lot OA auf a 
und bestimmt den Punkt A,, welcher bei der gegebenen Halb- 
drehung dem Punkte A entspricht. Die Gerade AA, ist dann 
die gesuchte. 
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Man beweist nun der Reihe nach folgende Siatze: 

Wenn mehrere Gerade einen (eigentlichen oder uneigent- 
lichen) Punkt P gemein haben, so werden sie durch jede direkte 
Halbdrehung in Gerade iiberfiihrt, welche ebenfalls einen Punkt 
gemein haben. 

Wenn bei irgendeiner (direkten oder inversen) Halbdrehung 
zwei Punkte A und B in A, und B, iibergehen, und wenn die 
beiden Geraden AB und A, B, existieren, so wird bei dieser Halb- 
drehung jedem Punkt der Geraden AB ein Punkt der Geraden 
A, B, entsprechen. 

Wenn bei der Aufeinanderfolge von beliebig vielen Halb- 
drehungen mit gemeinsamem Drehzentrum zwei Punkte A und B 
in A, und B, iibergehen, und die Geraden AB und A, B, existieren, 
so wird jeder Punkt der Geraden AB in einen Punkt der Geraden 
A; B, tibergehen. 

Hiernach kann man die uneigentliche Gerade definieren. Hs 
wird ein fiir allemal ein eigentlicher Punkt O gewihlt. Hine un- 
eigentliche Gerade ist dann eine Menge uneigentlicher Punkte, 
die entweder durch eine Halbdrehung um O in die Gesamtheit 
der Punkte einer eigentlichen Geraden itibergehen, oder mit der 
Gesamtheit der absoluten Pole aller Geraden durch O zusammen- 
fallen. Die letzte Gesamtheit heiBt die ausgezeichnete Gerade. 

Es wird immer eine Halbdrehung die Punkte einer Geraden 
in die Punkte einer Geraden iiberfiihren. Endlich finden wir 
die Satze: 

Irgend zwei Punkte haben eine gerade Verbindungslinie. Zwei 
Gerade haben immer einen Punkt gemein. Es gelingt nun mit 
Hilfe eines Beweises von G. Hessenberg (Neue Begriindung der 
Sphirik, Siteungsber. Berl. Math. Ges. 4, 69 (1905)), den Pascal- 
schen Satz zu beweisen; weil sich aber der Desarguessche Satz 
als eine Folge des Pascalschen erweist (Hessenberg, Math. Ann. 
61, 161), ist hiermit die Begriindung der Geometrie gesichert. 

In einem singuliren Fall ist die ausgezeichnete Gerade die 
unendlich ferne Gerade der Euklidischen Geometrie. Die Winkel- 
summe eines jeden Dreiecks betriigt zwei Rechte. Gibt es keine 
anderen uneigentlichen Punkte als die der ausgezeichneten Geraden, 
so haben wir die Euklidische Geometrie; im entgegengesetzten 
Falle haben wir eine semieuklidische Geometrie (vgl. § 8); durch 
geeignete Hinzufiigung idealer Elemente geht diese in die Ku- 
klidische Geometrie tiber. 

Hiernach 14B8t sich nun der Satz von Saccheri iiber die 
Winkelsumme im Dreieck (§ 1) einfach beweisen. 
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Ist die Winkelsumme des Dreiecks gréBer als zwei rechte 
Winkel, so heiBt die Geometrie eine elliptische; nach Einfihrung 
der idealen Elemente erhalten wir die vollstindige elliptische Geo- 
metrie. Die von Dehn gefundene nicht-Legendresche Geometrie 
(vgl. § 8) wird also nach Hinzufiigung idealer Elemente die ge- 
wohnliche elliptische. 

Ist die Winkelsumme des Dreiecks kleiner als zwei rechte 
Winkel, so ist die Geometrie die hyperbolische. Nimmt man als 
Axiom an, daB der Kreis jede Gerade schneidet, deren Abstand 
vom Mittelpunkt kleiner als der Radius ist, und fiihrt uneigent- 
liche Elemente ein, so erhailt man die Lobatscheffskysche 
Geometrie. 

Die Begriindung der ebenen Geometrie kann alsdann auf 
Grund der auf 8. 24 gegebenen Axiome 1. bis 6. durchgefiihrt 
werden unter Fortlassung des Parallelenaxioms und Hinzufiigung 
des folgenden: 

Die Mittelpunkte der Seiten eines Dreiecks liegen nicht auf 
emer Geraden. 

Dies letzte Axiom ersetzt die Axiome der Anordnung, soweit 
sie hier nétig sind. Es ist nun eine sehr interessante Frage, ob 
die in dem Wort zwischen ausgedriickte Anordnung sich innerhalb 
dieser Kongruenzlehre definieren li8t; wir haben ja friiher gesehen, 
da8 die Kongruenz sich innerhalb einer graphischen Geometrie, 
in der der Pascalsche Satz giiltig ist, definieren 1a8t. Hjelmslev 
bemerkt, da die Anordnung jedenfalls nach Hinzufiigung eines 
neuen Axioms 8. definierbar ist: 

Wenn zwei Strecken nicht kongruent sind, so existiert immer 
em rechtwinkliges Dreieck, von dem die Hypotenuse der einen Strecke 
und die eme Kathete der anderen Strecke kongruent ist. 
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spielen. In 2 Teilen. gr. 8. In Leinwand geb. je n. & 3.— 


I. Teil: Ganter und Rudio, die analytische Geometrie der Ebene. 
7., verbesserte Auflage. Mit 53 Figuren. [VIII u.190S.] 1910. 


Il. — Rudio, die analytische Geometrie des Raumes. 4. ver- 
besserte Auflage. Mit 20 Figuren. [X u.194 S.] 1908. 

Grimsehl, Dr. E., Direktor der Oberrealschule auf der Uhlenhorst 
zu Hamburg, Lehrbuch der Physik. Zum Gebrauch beim 
Unterricht, bei akademischen Vorlesungen und zum _ Selbst- 
studium. Mit 1091 Figuren, 2 farbigen Tafeln und einem An- 
hange, enthaltend Tabellen physikalischer Konstanten und Zahlen- 
tabellen. [XII u. 1052 8.] gr. 8. 1909. Geh. n. M 15.—, in 
Leinwand geb. n. & 16.— 


Grundlehren der Mathematik. Ftir Studierende und Lehrer. 
In 2 Teilen. Mit vielen Figuren. gr. 8. In Leinwand geb. 


I. Teil: Die Grundlehren der Arithmetik und Algebra. 
1. Band: Arithmetik. Von Professor C. Farber in Berlin. 
[Erscheint im Sommer 1910.] 
2. — Algebra. Von Professor E. Netto in GieBen. [In Vorb.] 
II — Die Grundlohren der Geometric, 2 Bande. 
1. Band: Die Elemente der Geometrie. Von Professor Her- 
mann Thieme, Direktor des Realgymnasiums zu Bromberg. 
Mit 323 Figuren. [XII u. 394 8.] 1909. n. # 9.— 
2. — Von W. Frz. Meyer in Kénigsberg. [In Vorbereitung.] 


Handbueh ftir Lehrer héherer Schulen. Bearbeitet von A. 
Auler, O. Boerner, W. Capitaine, K. Fricke, KE. Grimsehl, 
K. Jansen, F. Kuhlmann, F. Lampe, B. Landsberg, OU. 
Lyon, H. Miller, J. Nelson, A. Rausch, B. Schmid, H. 
Stiehler, H. Vollmer, E. Weede, O. WeiBenfels, EH. Wer- 
nicke, J. Ziehen. [XIV u. 704 8.] lLex-8. 1906. Geh. 
n. #, 12.—, in Leinwand geb. n. & 13.— 


Hilbert, Geheimer Regierungsrat D., Professor an der Universitit 
Gottingen, Grundlagen der Geometrie. Dritte, durch Zu- 
sitze und Literaturhinweise von neuem vermehrte und mit sieben 
Anhiingen versehene Auflage. Mit zahlreichen Figuren. [VI u. 
279 S.] 8. 1909. In Leinwand geb. n. & 6.— 


HOéfler, A., Professor an der Universitit Wien, Didaktik des 
mathematischen Unterrichts. (A. u. d. T.: Didaktische 
Handbiicher fiir den realistischen Unterricht an héheren Schulen, 
Herausgegeben von A. Hifler und F, Poske. Band I.) Mit 

. 2 Tafeln und 147 Figuren. [XVIII u. 509 8.] gr. 8. 1910. In 
Leinwand geb. n. & 12.— 


Killing, Geheimer Regierungsrat W., Professor an der Universitat 
Miinster i. W., und H. Hovestadt, Professor am Realgymnasium 
zu Miinster i. W., Handbuch des mathematischen Unter- 
richts. 2 Bande, gr. 8. In Leinwand geb. I. Band. [VII u. 
448 §.] 1909. n.  10.— 
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Klein, Geheimer Regierungsrat Dr. F., Professor an der Universitat 
Gottingen, autographierte Vorlesungshefte. 4. Geh. 
Hohere Geometrie. Unveranderter Abdruck 1907. 

Heft 1 [VI u. 566 S.] (W.-S. 1892/93) | 
— 2 [IV u. 388 §.] (S.-S. 1893) | 
—— Nichteuklidische Geometrie. 
Heft 1 (W.-S. 1889/90) [364 S.] 
— 2 (S8.-S. 1890) [238 8.] 


—— Anwendung der Differential- und Integralrechnting 
auf Geometrie, eine Revision der Prinzipien (S.-S. 1901). Neuer 
Abdruck 1907. [VII u. 484 S.] n. # 10.— 


Lobatschefskij, N. I.. imaginare Geometrie und Anwen- 
dung der imaginairen Geometrie auf einige Integrale. 
Aus dem Russischen tibersetzt und mit Anmerkungen heraus- 
gegeben von H. Liebmann, Professor an der Universitat Leipzig. 
Mit 39 Figuren im Text und auf einer Tafel. [XI u. 187 S.] 
er. 8. 1904. Geh n. & 8.— 


Loria, G., Professor an der Universitat Genua, spezielle algebra- 
ische und transzendente ebene Kurven. Theorie und 
Geschichte. Autoris., nach dem ital. Manuskript bearbeitete 
deutsche Ausgabe von Professor Fritz Schiitte, Oberlehrer am 
Stiftischen Gymnasium zu Diiren. 2. Auflage. In 2 Teilen. gr. 8. 

I. Teil: Die algebraischen Kurven. Mit 142 Figuren auf 14 lithogra- 
phischen Tafeln. [XVIII u. 488 8.] 1910. Geh.n. # 16.50, in Lein- 
wand geb. n. 4. 18.— 

Il — Die transzendenten und die abgeleiteten Kurven. ([Er- 
scheint im Herbst 1910.] 

— Vorlesungen itiber darstellende Geometrie. Autorisierte, 
nach dem italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe 
von F. Schtitte. In 2 Teilen. 


1. Teil: Die Darstellungsmethoden. Mit 163 Figuren. [XI u. 219 S.] 
gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. WM. 6.80. 
Ii, — [Unter der Presse.] 

Richter, Otto, Professor am Kénig-Albert-Gymnasium zu Leipzig, 
Kreis und Kugel in senkrechter Projektion. Fiir den 
Unterricht und zum Selbststudium. Mit 147 Figuren. [X u. 
188 8.] gr. 8. 1908. Geh.n. # 4.40, in Leinwand geb.n, & 4.80. 


Salmon, G., analytische Geometrie der Kegelschnitte mit 
besonderer Berticksichtigung der neueren Methoden. 
Frei bearbeitet von W. Fiedler, Professor am Hidgenéssischen 
Polytechnikum in Ztirich. 2 Teile. gr. 8. Geh. n. #.17.—, in 
Leinwand geb. n. # 19.— 

I. Teil: 7., verbesserte Auflage. [XXXIV u. 4448] 1907. Geb. n. # 10.— 
Il — 6.Auflage. [XXIV u. 8S, 445—854.] 1903. Geh.n. #6 8.—, geb. n. U6 9.— 

—— analytische Geometrie des Raumes. Deutsch bearbeitet 

von W. Fiedler. 2 Teile. gr. 8. Geh.u. in Leinwand geb. 


I. Teil: Die Elemente und die Theorie der Flichen zweiten Gra- 
des. 4., verbesserte Auflage. Mit Holzschnitten. [XXXIV u. 448 8.] 
1898. Geh.n. #4 8.—, geb. n. J 9.— 

Il. — Analytische Geometrie der Kurven im Raume, der Strah- 
lensysteme und der algebraischen Flaichen. 3. Auflage. 
Mit Holzschn. [LX XII u. 686 8.] 1880. Geh. n..f 16.—, geb.n. #4. 17.40. 


zusammen n. MM. 15.— 


zusammen n. & 14. — 
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Schell, W., weil. Professor am Polytechnikum zu Karlsruhe, allge- 
meine Theorie der Kurven doppelter Kriimmung in rein 
geometrischer Darstellung. Mit Holzschnitten. 2., erwei- 
terte Auflage. [VIII u. 163 8] gr. 8. 1898. Geh. n. M 5.— 


Schoenflies, A., 0. 6. Professor an der Universitit Kénigsberg i. Pr., 
die Entwicklung der Lehre von den Punktmannig- 
faltigkeiten. 2 Teile. 


I. Teil. Mit Figuren. [VI u. 251 S.J] gr.8. 1900. n. & 8.— 
II. — Mit 26 Figuren. [X u, 431 S.] gr. 8. 1908. n. M 12.— 


—— Hinftihrung in die Hauptgesetze der zeichnerischen 
Darstellungsmethoden. Mit 98 Figuren. [V u. 92 8.] gr. 8. 
1908. Geh.n. # 2.20, in Leinw. geb. n. & 2.80. 


Schotten, H., Direktor der Oberrealschule zu Halle a.8., Inhalt 
und Methode des planimetrischen Unterrichts. Hine 
vergleichende Planimetrie. In 3 Binden. gr. 8. 

I. Band: [IV u. 370 S.] 1890. Geh. n. #& 6.—, geb. n. HM 7.— 
I. — [iV u. 410 8] 1893. Geh. n. #% 8.—, geb. n. ff. 9.— 
Il. — _ [Im Vorbereitung.] 


Schur, F., Professor an der Universitat StraBburg i. E., Grund- 
lagen der Geometrie. Mit 63 Figuren. [X u. 192 S.] gr. 8. 
1909. Geh. n. # 6.—, in Leinwand geb. n. & 7.— 


Simon, Max, Professor am Lyzeum und Honorarprofessor an der 
Universitat Strabburg i. E., tiber die Entwicklung der Ele- 
mentar-Geometrie im XIX.Jahrhundert. Mit 28 Fig. [VII 
u. 278 S.] gr. 8. 1906. Geh.n. @8.—, in Leinw. geb.n. M9.— 


Staude, Otto, Professor an der Universitat Rostock, analytische 
Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der 
Ebene. Hin Handbuch zu den Vorlesungen und Ubungen iiber 
analytische Geometrie. Mit 387 Figuren. [VII u. 4478.] gr. 8. 
1905. In Leinwand geb. n. # 14.— 


—— analytische Geometrie des Punktepaares, des Kegel- 
schnittes und der Flache zweiter Ordnung. In 2 Teilen. 
er. 8. Geh. u. in Leinwand geb. 

I. Teil. Mit 181 Figuren. [Xu.5488.] 1910. Geh.n. #7 20.—, geb.n. HM 22.— 
It. — /[Erscheint Ostern 1910.] 


—— die Fokaleigenschaften der Flachen zweiter Ordnung. 
Ein neues Kapitel zu den Lehrbiichern der analytischen Geometrie 
des Ravmes. Mit Fig. [VII u.1868.] gr. 8. 1896. Geh.n. # 7.— 


Study, E., Professor an der Universitit Bonn, Geometrie der 
Dynamen. Die Zusammensetzung von Kraften und verwandte 
Gegenstiinde der Geometrie. Mit 46 Figuren und 1 Tafel. [XIII u. 
603 8.] gr. 8. 1903. Geh. n. # 21.—, in Halbfr. geb.n. M 23.— 


—— Vorlesungen tiber ausgewihlte Gegenstinde der Geo- 
metrie. ca. 5 Bande von je 10—12 Bogen. gr. 8. In Lein- 
wand geb. [In Vorbereitung. ] 
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Sturm, Geh. Regierungsrat Rudolf, Professor an der Universitat 
Breslau, Elemente der darstellenden Geometrie. 2., um- 
gearbeitete und erweiterte Auflage. Mit 61 Figuren und 7 lithogr. 
Tafeln. [Vu. 1578.] gr. 8. 1900. In Leinw. geb. n. M 5.60. 


die Gebilde ersten und zweiten Grades der Linien- 
geometrie in synthetischer Behandlung. In 3 Teilen. 
gr. 8. Geh n. & 42.— 


I. Teil: Der lineare Komplex oder das Strahlengewinde und der 
tetraedrale Komplex. [XIV u. 386 S.] 1892. n. MH 12.— 


Il. — Die Strahlenkongruenzen erster und zweiter Ordnung. 
[XIV u. 367 S] 18938. n. # 12.— 
UI. — Die Strahlenkomplexe zweiten Grades. [XXIV u..518 SJ 


1897. n. #. 18.— 


Tannery, J., Professor an der Universitat Paris, Elemente der 
Mathematik. Mit einem geschichtl. Anhang von P. Tannery. 
Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. P. Klae8, Gymnasiallehrer 
in Echternach (Luxemburg). Mit einem Einfiihrungswort von 
F. Klein und 184 Figuren. [XII u. 3398.] gr. 8. 1909. Geh. 
n. #. 7.—, in Leinwand geb. n. & 8.— 


Taschenbuch fiir Mathematiker und Physiker, unter Mitwirkung 
von Fr. Auerbach, O. Knopf, H. Liebmann, E. W6lffing 
u. a. herausgegeben von Felix Auerbach. I. Jahrgang 1909/10. 
Mit einem Bildnis Lord Kelvins. [XLIV u. 450 8.] 8. 1909. 
In Leinwand geb. n. #. 6.— 


Vahlen, K. Th., Professor an der Universitat Greifswald, abstrakte 
Geometrie. Untersuchungen tiber die Grundlagen der Eukli- 
dischen und Nicht-Huklidischen Geometrie. Mit zahlreichen 
Figuren. [XIlu. 3028.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. & 12.— 


Veronese, G., Professor an der Universitéat Padua, Grundziige der 
Geometrie von mehreren Dimensionen und mehreren 
Arten geradliniger Hinheiten in elementarer Form 
entwickelt. Mit Genehmigung des Verf. iibersetzt von A. Schepp. 
Mit zahlr. Fig. [XLVI u. 7108.] gr. 8. 1894. Geh. n. # 20.— 


Vogt, Dr. Wolfgang, synthetische Theorie der Cliffordschen 
Parallelen u. der linearen LinienGrter des elliptischen 
Raumes. [VU] u.588.] gr. 8. 1909. Geh. n. &% 2.40. 


Weber, H., u. J. Wellstein, Professoren an der Universitat Stra8- 
burg i. E., Encyklopidie der Elementar- Mathematik. 
Ein Handbuch ftir Lehrer und Studierende. In 3 Banden. gr. 8. 
In Leinwand geb. 

I. Band: Elementare Algebra undAnalysis. Bearbeitet von H. Weber. 
2. Auflage. Mit 38 Figuren. [XVIII u. 539 S.] 1906. n. 9.60. 


II — Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Well- 
stein und W.Jacobsthal. 2. Auflage. Mit 251 Figuren, [XII u. 
696 8.] 1907. n. # 12.— 

Ill — Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. 
Weber, J. Wellstein u. R. H. Weber (Rostock). Mit 358 Figuren. 
[XU u. 666 S.] 1907. n. ff 14.— 
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